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Vorwort  des  Übersetzers. 


In  der  Infinitesimalrechnung  begegnet  man  sehr  häufig  der  Er- 
scheinung^ dafs  Sätze,  welche  früher  allgemein  als  richtig  anerkannt 
wurden,  plötzlich  angefochten  oder  gar  umgestofsen  werden.  Diese 
Erscheinung  hat  ihren  Grund  hauptsächlich  darin,  dafs  die  begrifif- 
lichen  Grundlagen  im  Laufe  der  Zeit  schärfer  definiert  werden  und 
eine  klarere  Anschauung  über  das  eigentliche  Wesen  derselben  Platz 
greift.  (Um  ein  Beispiel  anzuführen,  erinnere  ich  nur  an  den  Cauchy'- 
schen  Irrtum,  dafs  die  Stetigkeit  einer  Funktion  zum  Beweise  ihrer 
Differenziierbarkeit  genüge,  sowie  an  die  noch,  heute  nicht  endgültig 
gelöste  Streitfrage  über  die  Darstellbarkeit  willkürlicher  Funktionen 
durch  trigonometrische  Reihen).  Die  höchst  einfachen  und  wenigen 
Grundbegrifi*e  der  Zahlentheorie  sind  dagegen  unveränderlich,  es  bleiben 
daher  auch  die  einmal  bewiesenen  Eigenschaften  der  Zahlen  für  alle 
Zeiten  unumstöfsliche  Wahrheiten.  Während  somit  die  Fortbildung 
der  Analysis  vor  Allem  durch  eine  präcisere  Bestimmung  ihrer  Begriffe 
und  tiefere  Erkenntnis  ihrer  Grundlagen  bedingt  ist,  hängt  die 
weitere  Entwicklung  der  Zahlentheorie  hauptsächlich  von  der  Aus- 
bildung ihrer  Methoden  und  davon  ab,  ob  es  gelingt,  für  möglichst 
viele  Eigenschaften  der  Zahlen  eine  gemeinsame  Quelle  aufzufinden. 
Daher  kommt  es,  dafs  ältere  die  Analysis  behandelnde  Werke  in 
späterer  Zeit  sehr  häufig  nur  noch  historischen  Wert  besitzen,  Werke 
aber,  welche  der  Zahlentheorie  gewidmet  sind,  im  eigentlichen  Sinne 
für  das  Studium  nie  unbrauchbar  werden  können.  Letzteres  dürfte 
auch  der  Grund  sein,  weshalb  es  nur  sehr  wenige,  aber  um  so  be- 
deutendere, ausführliche  Werke  giebt,  welche  die  Lehre  von  den  Eigen- 
schaften der  Zahlen  zum  Gegenstande  haben. 

Für  die  Entwicklung  der  Zahlentheorie  hat  unstreitig  Gauss 
bisher  das  Bedeutendste  geleistet.     Durch  sein  unsterbliches  Werk 


IV  Vorwort  des  Übersetzers. 

^yDisqüisitiones  arithmeticae''  erhob  er  die  Lehre  Yon  den  Eigenschaften 
der  ganzen  Zahlen  aus  der  Finsternis,  in  der  sie  nach  Fermat  ein 
Jahrhundert  lang  gelegen  hatte  und  in  der  sie  nur  durch  einige 
Strahlen  von  Sternen  erster  Grofse  gestreift  worden  war,  mit  einem 
Schlage  zu  dem  vollen  Glänze  einer  ausgebildeten  Wissenschaft.  Neben 
ihm  aber  hat  Legendre  Anspruch  auf  den  ersten  Platz.  Nachdem 
der^lbe  in  mehreren  Abhandlungen  wertvolle  Beiträge  zur  tieferen 
Erkenntnis  der  Natur  der  Zahlen  geliefert  hatte  ^  gab  er  in  seinem 
nur  wehige  Jahre  vor  den  Gauss'schen  Untersuchungen  erschienenen 
Werke  ,,Essai  sur  la  theorie  des  nombres^'  eine  Zusammenstellung 
aller  bis  dahin  bekannten,  teils  von  andern  Gelehrten,  teils  von  ihm 
selbst  entdeckten  Eigenschaften  der  Zahlen.  Das  quadratische  Reci- 
procitätsgesetz,  das  ,,Theorema  fundamentale  *',  wie  es  Gauss  nennt, 
bildet  den  Glanzpunkt  seiner  Entdeckungen  auf  diesem  Gebiete.  Im 
Jahre  1808  folgten  eine  zweite  und  1830  eine  dritte,  stark  vermehrte 
Auflage  desselben  Werkes,  welche  auch  den  Gauss 'sehen  Entdeckungen 
zum  Teil  Rechnung  trug. 

Bei  dem  Mangel  an  Werken,  welche  die  Theorie  der  Zahlen 
behandeln,  und  wegen  der  eigenartigen  Schwierigkeiten,  welche  das 
Studium  der  Disquisitiones  besonders  dem  Anfanger  bereitet^  Schwierig- 
keiten, die  beim  Legendre 'sehen  Werke  bei  Weitem  nicht  so  grofs 
sind,  wird  man  hoffentlich  eine  neue  Ausgabe  dieses  letzteren  in 
deutscher  Sprache  nicht  ungern  sehen,  zumal  auch  die  Beschaffung 
des  Originals  wegen  der  Seltenheit  desselben  fast  Jedermann  unmög- 
lich geworden  ist 

Die  Übersetzung  hält  sich  streng  an  den  Wortlaut  des  Originals, 
damit  man  dieses  um  so  weniger  vermisse.  Berichtigende  oder  erläu- 
ternde Anmerkungen  sind  absichtlich  nicht  hinzugefügt  worden;  ich 
halte  es  geradezu  für  unschicklich,  wenn  man,  wie  es  oft  genug  ge- 
schieht, durch  eine  solche  vom  heutigen  Standpunkte  der  Wissenschaft 
aus  gefällte  mehr  oder  minder  zutreffende  Kritik  auch  nur  den  Schein 
erweckt,  als  ob  man  sagen  wolle,  der  betreffende  Autor  hätte  seine 
Sache  besser  machen  können.  Allerdings  ist  die  Art,  wie  Legendre 
die  Eigenschaften  der  Zahlen  ableitet  und  die  darauf  bezüglichen 
Sätze  ausspricht,  überhaupt  seine  Auffassung  der  Zahlentheorie  als 
unbestimmte  Analysis  von  der  heute  üblichen,  durch  Gauss  begrün- 
deten Behandlungsweise  etwas  verschieden,  so  dafs  vielleicht  ein  kurzer 
Hinweis  auf  die  Verschiedenartigkeit  der  Anschauungen  für  den  An- 
fanger am  Platze  gewesen  wäre.  Ich  habe  aber  auch  diesen  unter- 
lassen, da  der  Vortrag  Legendre's  so  klar  und  durchsichtig  ist^  dafs 


Vorwort  (des  VürfasBers)  zur  dritten  Ausgabe.  V 

jeder  sehr  bald  selbst  herausfindeu  wird,  worin  jene  Verschiedenheiten 
beruhen. 

Offenbare  Druckfehler  des  Originals  habe  ich  dagegen  ohne 
Weiteres  verbessert  und  mich  bemüht,  durch  Hervorheben  einzelner 
Worte  oder  ganzer  Sätze  sowie  durch  die  Stellung  der  Formeln  die 
Übersicht  über  den  Inhalt  soviel  wie  möglich  zu  erleichtern. 

Möge  denn  diese  deutsche  Ausgabe  von  Legendre's  ,,Theorie 
des  nombres'^  an  ihrem  Teile  zur  Förderung  des  Studiums  der  Zahlen- 
theorie beitragen  helfen. 

Berlin,  im  Januar  1886. 

H.  Maser. 


Vorwort  (des  Verfassers)  zur  dritten  Ausgabe. 


Diese  Ausgabe  unterscheidet  sich  von  der  vorigen  sowohl  durch 
einige  verbessernde  Zusätze^  wie  durch  eine  neue  Einteilung  des 
Stoffes;  jedoch  ist  der  gröfste  Teil  der  vorgenommenen  Änderungen^ 
um  den  Zusammenhang  des  Werkes  nicht  zu  stören,  an  das  Ende 
desselben  gesetzt  worden. 

Es  haben  daher  die  drei  ersten  Hauptteile,  welche  den  ersten 
Band  dieser  Ausgabe  bilden,  nur  geringfügige  Änderungen  erfahren; 
dagegen  enthält  der  vierte  Hauptteil,  mit  welchem  der  zweite  Band 
beginnt,  am  Schlüsse  eine  grofse  Menge  von  Zusätzen.  Der  fünfte 
Hauptteil  ist  fast  vollständig  umgearbeitet  worden;  man  findet  darin 
neue  sehr  umfassende  Untersuchungen  über  die  von  Gauss  für  die 
Auflösung  der  binomischen  Gleichungen  angegebenen  Methoden. 

Der  sechste  Hauptteil  und  der  darauf  folgende  Anhang  sind  an 
die  Stelle  der  beiden  Supplemente  getreten,  welche  der  zweiten  Aus- 
gabe beigegeben  waren;  sie  bieten  übrigens  den  Mathematikern  meh- 
rere Beweise  und  Lösungen  von  Aufgaben,  die  ich  bisher  noch  nicht 
veröffentlicht  habe. 

Nachdem  das  Werk  auf  diese  Weise  alle  Vervollkommnungen 
erfahren  hat,  welche  der  Verfasser  vermöge  seiner  eigenen  ünter- 
sochungen  und  mit  Benutzung  der  Arbeiten  anderer  Mathematiker 
ihm  geben  konnte,  schien  es  angemessen,  den  bisherigen  Titel  des 
Werkes  „Versuch  einer  Theorie  der  Zahlen"  endgültig  in  den  Titel 
„Zahlentheorie"  umzuändern. 


VI  Vorwort  (des  Verfassers)  zur  ersten  Ausgabe. 

Der  Verfasser  verhehlt  sich  nicht,  dafs  manche  der  in  diesem 
Werke  behandelten  Gegenstände  der  Vervollständigung  oder  selbst 
Berichtigung  durch  neue  Untersuchungen  bedürfen;  er  ist  jedoch  der 
Ansicht,  dafs  es  besser  sei,  sie  in  diesem  Zustande  der  Unvollkommen- 
heit  zu  lassen,  als  sie  vollständig  zu  unterdrücken.  Sie  bieten  ein 
passendes  Arbeitsfeld  für  diejenigen,  welche  sich  fernerhin  der  Ver- 
vollkommnung der  Wissenschaft  widmen  wollen. 


Vorwort  (des  Verfassers)  zur  ersten  Ausgabe. 


Nach  den  verschiedenen  Bruchstücken  zu  urteilen,  die  auf  uns 
gekommen  und  von  denen  einige  im  Euclid  angeführt  sind,  scheinen 
die  alten  Philosophen  ziemlich  ausgedehnte  Untersuchungen  über  die 
Eigenschaften  der  Zahlen  angestellt  zu  haben.  Zur  gründlicheren 
Erforschung  dieser  Wissenschaft  fehlten  ihnen  indessen  zwei  Hülfs- 
mittel:  die  ziffermäfsige  Darstellung,  welche  dazu  dient  die  Zahlen 
mit  grofser  Leichtigkeit  auszudrücken,  und  die  Algebra,  welche  die 
Resultate  verallgemeinert  und  in  gleicher  Weise  mit  bekannten  und 
unbekannten  Gröfsen  rechnet.  Die  Erfindung  dieser  beiden  Künste 
mufste  daher  auf  die  weitere  Entwicklung  der  Wissenschaft  von  den 
Zahlen  bedeutenden  Einfiufs  üben.  So  sieht  man  denn,  dafs  das  ganze 
Werk  des  Diophant  von  Alexandria,  der,  soweit  bekannt,  der  älteste 
Autor  ist,  welcher  über  Algebra  geschrieben,  von  den  Eigenschaften 
der  Zahlen  handelt  und  schwierige  Aufgaben  enthält,  die  mit  grofser 
Geschicklichkeit  und  vielem  Scharfsinn  gelost  sind. 

Von  Diophant  bis  zur  Zeit  Vieta's  und  Bachet's  fuhren  die 
Mathematiker  zwar  fort^  sich  mit  den  Zahlen  zu  beschäftigen,  jedoch 
ohne  grofsen  Erfolg,  und  ohne  die  Wissenschaft  merklich  zu  fordern. 

Vieta,  welcher  die  Algebra  weiter  vervollkommnete,  löste  mehrere 
schwierige,  auf  die  Zahlen  bezügliche  Probleme.  Bacbet  gab  in 
seinem  Werke:  „Problemes  plaisans  et  delectables^'  eine  allgemeine 
und  sehr  geistreiche  Methode  für  die  Auflosung  der  unbestimmten 
Gleichungen  ersten  Grades.  Demselben  Gelehrten  verdanken  wir  einen 
ausgezeichneten  Commentar  zum  Diophant,  welcher  später  durch 
Randbemerkungen  von  Fermat  bereichert  wurde. 

Fermat,  einer  der  Geometer,  durch  deren , Arbeiten  die  Ent- 
deckung der  neuen  Rechnungsarten  am  meisten  beschleunigt  wurde, 


Vorwort  (des  Verfassers)  zur  ersten  Ausgabe.  Vll 

beschäftigte  sich  sehr  erfolgreich  mit  der  Wissenschaft  der  Zahlen 
und  brach  derselben  neue  Bahnen.  Wir  verdanken  ihm  eine  grofse 
Menge  von  merkwürdigen  Sätzen^  die  er  jedoch  fast  alle  ohne  Beweis 
gelassen  hat.  Es  lag  im  Geiste  der  Zeit,  sich  gegenseitig  Aufgaben 
zu  stellen;  man  verheimlichte  dabei  meistens  seine  eigene  Aaflosungs- 
methode,  um  sich  und  seiner  Nation  neue  Triumphe  vorzubehalten. 
Eine  solche  Rivalität  bestand  besonders  zwischen  den  franzosischen 
und  englischen  Mathematikern.  Daher  ist  es  gekommen ,  dafs  die 
meisten  Beweise  Fermat's  verloren  gegangen  sind;  die  wenigen^  die 
auf  uns  gekommen  sind,  lassen  uns  umsomehr  die  uns  fehlenden 
vermissen. 

Von  Fermat  bis  auf  Euler  gaben  sich  die  Mathematiker^  voll- 
ständig mit  der  Entdeckung  oder  Anwendung  der  neuen  B>echnungs- 
arten  beschäftigt^  nicht  mit  der  Theorie  der  Zahlen  ab.  Euler  nahm 
sich  zuerst  wieder  dieses  Teils  der  mathematischen  Wissenschaften 
an.  Die  zahlreichen  Abhandlungen,  die  er  hierüber  in  deil  Abhand- 
lungen der  Petersburger  Akademie  und  in  andern  Werken  veröfifent- 
licht  hat,  liefern  den  Beweis,  vrie  sehr  es  ihm  am  Herzen  lag,  der 
Wissenschaft  der  Zahlen  dieselbe  Forderung  angedeihen  zu  lassen, 
welche  die  meisten  andern  Teile  der  Mathematik  ihm  verdanken.  Ja 
man  kann  sagen,  dafs  Euler  einen  besonderen  Gefallen  an  derartigen 
Untersuchungen  hatte  und  sich  ihnen  mit  einer  gewissen  Leidenschaft 
hingab,  Avie  es  fast  bei  allen  der  Fall  ist,  die  sich  mit  der  Zahlen- 
theorie beschäftigen.  Wie  dem  auch  sein  möge,  seine  Untersuchungen 
führten  ihn  zum  Beweise  zweier  Hauptsätze  Fermat'43,  nämlich  1)  dafs, 
wenn  a  eine  Primzahl  und  x  eine  beliebige,  durch  a  nicht  teilbare 
Zahl  ist,  die  Formel  a?**""^ — 1  stet«  durch  a  sich  teilen  läfst,  2)  dafs 
jede  Primzahl  von  der  Form  4n  -j-  1  die  Summe  zweier  Quadrate  ist. 

Eine  Menge  anderer  wichtiger  Entdeckungen  sind  in  den  Ab- 
handlungen Euler's  enthalten.  Man  findet  darin  die  Theorie  der 
Teiler  der  Grofse  a'  +  S";  diö  Abhandlung  über  die  Zerlegung  der 
Zahlen  in  Teile,  welche  auch  in  seine  „Einleitung  in  die  Analysis 
des  Unendlichen^^  aufgenommen  ist;  die  Anwendung  der  imaginären 
und  irrationalen  Faktoren  bei  der  Auflösung  der  unbestimmten  Glei- 
chungen; die  allgemeine  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen 
zweiten  Grades  unter  der  Voraussetzung,  dafs  man  eine  specielle 
Lösung  kenne,  den  Beweis  vieler  Sätze  über  die  Potenzen  der  Zahlen, 
und  besonders  den  zweier  von  Fermat  angegebenen  Sätze,  dafs  die 
Summe  oder  Dififerenz  zweier  Kuben  kein  Kubus,  und  die  Summe  oder 
Differenz  zweier  Biquadrate  kein  Quadrat  sein  kann.    Endlich  findet 
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man  in  diesen  Schriften  eine  grofse  Menge  unbestimmter  Aufgaben, 
welche  durch  sehr  geistreiche  analytische  Kunstgriffe  gelöst  sind. 

Euler  ist  lange  Zeit  hindurch  fast  der  einzige  Mathematiker 
gewesen,  der  sich  mit  der  Zahlentheorie  beschäftigte.  Endlich  trat 
Lagrange  auch  auf  dieses  Gebiet  über;  seine  ersten  Schritte  waren 
von  Erfolgen  begleitet,  gleich  denen,  welche  er  bereits  bei  Unter- 
suchungen höherer  Art  errungen  hatte.  Eine  allgemeine  Methode, 
die  unbestimmten  Gleichungen  zweiten  Grades  aufzulösen,  und  was 
noch  schwieriger  war,  eine  Methode,  sie  in  ganzen  Zahlen  aufzulösen^ 
war  der  erste  Versuch  dieses  berühmten  Gelehrten.  Bald  darauf 
wandte  er  die  Eettenbrüche  auf  diesen  Zweig  der  Analysis  an;  er 
bewies  zuerst^  dafs  der  Eettenbruch,  welcher  gleich  der  Wurzel  einer 
rationalen  Gleichung  zweiten  Grades  ist,  periodisch  sein  mufs,  und 
schlofs  daraus,  dafs  das  auf  die  Gleichung  o?  —  Ay^^=»\  bezügliche 
F  er  mat'sche  Problem  immer  lösbar  ist,  ein  Satz,  der  bis  dahin  noch 
nicht  in  strenger  Weise  begründet  war,  obwohl  mehrere  Mathematiker 
Methoden  für  die  Auflösung  dieser  Gleichung  gegeben  hatten. 

Derselbe  Gelehrte  bewies  in  seinen  weiteren  Untersuchungen, 
welche  in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  niedergelegt  sind, 
zuerst  den  Satz,  dafs  jede  ganze  Zahl  die  Summe  von  vier  Quadraten 
ist;  ebenso  verdanken  wir  ihm  mehrere  andere  wichtige  Beweise.  Die 
bemerkenswerteste  aller  seiner  Entdeckungen  ist  indessen  eine  allge- 
meine Methode,  aus  der  sich  eine  imendliche  Menge  von  Sätzen  über 
die  Primzahlen  als  unmittelbare  Folgerungen  ergeben. 

Diese  aufserordentlich  fruchtbare  Methode  gründet  sich  auf  die 
Betrachtung  sowohl  der  quadratischen  wie  der  linearen  Formen,  welche 
den  Teilern  der  Formel  ^  +  aw*,  in  welcher  i  und  w  zwei  unbestimmte 
Gröfsen  sind  und  a  eine  gegebene  Zahl  bedeutet,  zukommen.  Es  blieb 
jedoch  noch  der  allgemeine  Beweis  der  Rejatiou  zu  führen  übrig, 
welche  zwischen  den  linearen  und  den  quadratischen  Formen  bei  den 
Primzahlen  bestehen  mufs.  Denn  in  Ermangelung  eines  allgemeinen^ 
diese  Relation*)  enthaltenden  Prinzips  liefert  die  Lagrange'sche 
Theorie  zwar  unendlich  viele  Sätze  für  die  Primzahlen  von  der  Form 
4w  +  3,  aber  nur  eine  geringe  Anzahl  für  die  Primzahlen  von  der 
Form  4n  +  1. 

Eine  Abhandlung,  welche  ich  in  dem  Bande  der  Akademie  der 
Wissenschaften  für  das  Jahr   1785  veröffentlichte,  giebt  die  Hülfs- 


*)  Siehe  hierüber  die  Abhandlungen  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Berlin  vom  Jahre  1775  Seite  350  n.  352.  Anm.  d.  Verf. 
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mittel  zum  Beweise  des  erwähnten  Prinzips  an  die  Hand  und  enthält 
überdies  Sätze^  vermittelst  deren  eine  weitere  Entwicklung  der  Zahlen- 
theorie möglich  werden  dürfte.  Ich  habe  darin  gegeben  1)  den  Be- 
weis eines  Satzes^  mit  dessen  Hülfe  die  Möglichkeit  oder  Unmöglich- 
keit einer  jeden,  auf  die  Form  aa;*  +  6y*=Cjef*  gebrachten  unbestimmten 
Gleichung  zweiten  Grades  festgestellt  werden  kann;  2)  den  Beweis 
eines  allgemeinen  Gesetzes,  welches  zwischen  zwei  beliebigen  Prim- 
zahlen besteht  und  „das  BrCciprocitätsgesetz^'  genannt  werden  kann; 
3)  die  Anwendung  dieses  Gesetzes  auf  yerschiedene  Sätze  und  den 
Gebraiy^h  desselben  sowohl  zur  Vervollkommnung  der  Theorie  von 
Lagrange  wie  zur  Beseitigung  von  andern  Schwierigkeiten  derselben  Art. 

Die  nämliche  Abhandlung  enthält  femer  den  Entwurf  einer  voll- 
ständig neuen  Theorie  der  Zahlen,  insofern  dieselben  als  in  drei 
Quadrate  zerlegbar  betrachtet  werden.  Dieser  Theorie  gehört  der  be- 
rühmte Ferma tische  Satz  an,  dafs  eine  beliebige  Zahl  die  Summe 
von  drei  Trigonalzahlen  ist,  und  ferner  der  Satz  desselben  Autors,  dafs 
jede  Primzahl  von  der  Form  8w  +  7  ^^^  Form^)*  +  g*  +  2r*  besitzt. 

Seit  der  Veröffentlichung  dieser  Abhandlung  habe  ich  die  Ent- 
wicklung der  darin  enthaltenen  Gesichtspunkte  wiederholentlich  über- 
arbeitet und  verschiedene  Punkte  der  Theorie  der  Zahlen  oder  der 
unbestimmten  Analysis*)  zu  vervollkommnen  gesucht.  Da  meine 
Untersuchungen  in  dieser  Hinsicht  von  einigem  Erfolge  begleitet 
waren,  so  war  es  zunächst  meine  Absicht,  das  Resultat  derselben  in 
einer  besonderen  Abhandlung  zu  veröffentlichen;  später  jedoch  glaubte 
ich  diese  Gelegenheit  benutzen  zu  müssen,  um  die  Theorie  der  Zahlen 
mit  gröfserer  Ausführlichkeit,  als  dies  bisher  geschehen,  zu  behandeln, 
indem  ich  das  Ergebnis  der  hauptsächlichsten,  auf  denselben  Gegen- 
stand bezüglichen  Untersuchungen  von  Euler  und  Lagrange  mit 
meinen  eigenen  zusammenfafste. 

Aus  diesem  Grunde  habe  ich  mich  entschlossen,  das  "Werk,  wel- 


*)  Ich  trenne  die  Theorie  der  Zahlen  und  die  unbestimmte  Analysis  nicht 
von  einander,  sondern  betrachte  diese  beiden  Teile  als  einen  einzigen  Zweig  der 
algebraischen  Analysis.  Denn  es  giebt  keinen  Satz  über  die  Zahlen,  der  sich 
nicht  auf  die  Auflösung  einer  oder  mehrerer  unbestimmten  Gleichungen  bezöge. 
Wenn  man  z.  B.  mit  Fermat  behauptet,  dafs  jede  Primzahl  von  der  Form 
4n-{-  1  die  Summe  zweier  Quadrate  ist,  so  ist  dies  dasselbe,  als  ob  man  sagt: 
Die  Gleichung  Ä'^y-  +  z^  ist  stets  auflödbar,  sobald  die  Zahl  Ä  eine  Primzahl 
von  der  Form  4n-|-l  ist.  Man  könnte  hinzufügen,  dafs  in  eben  diesem  Falle 
die  Gleichung  Ä'=y^-\-z'*  stets  nur  eine  Lösung  besitzt.  Dies  ergebe  einen 
zweiten  Satz,  welcher  eine  charakteristische  Eigenschaft  der  Primzahlen  yon  der 
Form  4n-f-l  enthielte.  An m.  d.  Verf. 
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cbes  ich  hiermit  der  Öffentlichkeit  übergebe,  zusammenzusiellen.  Ich 
betrachte  es  nicht  als  ein  den  Gegenstand  erschöpfendes  Werk,  son- 
dern nur  als  einen  Versuch,  welcher  ungefähr  den  gegenwärtigen 
Stand  der  Wissenschaft  zeigen  und  vielleicht  dazu  beitragen  kann, 
die  weitere  Entwicklung  derselben  zu  beschleunigen.  [Es  kommt  mir 
nicht  zu,  noch  mehr  über  mein  eigenes  Werk  zu  sagen,  nur  das  will 
ich  noch  hinzufügen,  dafs  ich  nichts  aufser  Acht  gelassen  habe,  um 
es  der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  würdig  zu  machen.  Aber 
welche  Sorgfalt  ich  auch ,  auf  die  Untersuchung  der  verschiedenen 
besondern  Fälle  mehrerer  Sätze  verwandt  habe,  ich  fühle,  dafs^anche 
Lücken  geblieben  und  vielleicht  sogar  Irrtümer  mit  untergelaufen  sind. 
Vor  allem  zweifle  ich  nicht,  dafs  mehrere  der  neuen  Sätze,  die  ich 
nur  mit  vieler  Mühe  begründen  konnte,  auf  weit  einfachere  Weise 
bewiesen  werden  können,  sei  es  mit  Hülfe  noch  unbekannter  Prin- 
cipien,  sei  es  durch  Beziehungen,  die  ich  nicht  bemerkt  habe.  Wie 
dem  auch  sein  möge,  ich  schmeichle  mir,  dafs  die  Mathematiker,  in  Er- 
wägung der  Schwierigkeiten  und  der  Neuheit  des  Stoffes,  diese  Versuche 
mit  Nachsicht  aufnehmen  werden,  und  ich  hoffe,  dals  auch  die  Fehler, 
in  die  ich  verfallen  bin,  zum. Nutzen  der  Wissenschaft  ausschlagen 
werden,  indem  sie  geschickteren  Händen  Gelegenheit  geben,  denselben 
Gegenstand  zu  behandeln  und  ihn  zu  einer  gröfseren  Vollkommenheit 
zu  fähren*)]. 


*)  Die  hier  in  Parenthese  eingeschlossenen  Worte  des  Vorwortes  zur  ersten 
Ausgabe  sind  in  der  dritten  Ausgabe  weggelassen.  Anm.  d.  Übers. 
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Einleitung, 
Allgemeine  Satze  über  die  ZaMen  enthaltend. 


In  dieser  Einleitung  werden  wir  einige  allgemeine  Betrachtungen 
ober  die  Natur  der  Zahlen  und  insbesondere  über  die  der  Prim- 
zahlen anstellen.  Vor  Allem  aber  halten  wir  es  für  notwendige 
uns  mit  einigen  fundamentalen  Sätzen  zu  beschäftigen^  deren 
Beweis  in  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  der  Arithmetik  sich  ent- 
weder gar  nicht  findet  oder  wenigstens  nicht  mit  der  nötigen  Strenge 
gegeben  wird. 

I. 

Wir  untersuchen  zuerst,  warum  das  Produkt  zweier  Zahlen, 
wenn  man  die  Beihenfolge  der  Faktoren  ändert,  dasselbe 
bleibt,  d.  h.  warum  Ax  B  ^==  B  X  A  ist. 

Ist  Ä  die  gröfsere  der  beiden  Zahlen  Ä  und  B,  und  C  ihre 
Differenz,  folglich  A  =  B  -{-  Gy  so  wird  man  ohne  Weiteres  zugeben, 
dafs  das  Produkt  aus  A  und  B^  d.  h.  A  £-mal  genommen,  sich  aus 
dem  Produkt  von  B  und  B  und  dem  Produkt  vdü  C  und  B  zusammen- 
setzt, so  dafs  man,  wenn  man  den  Multiplikator  zuletzt  schreibt, 

AxB=BxB+CxB 
hat.     Das  Produkt  aus  B  und  A  oder  J5  -f-  C  ist  aber  ebenfalls  aus 
B  J?-mal  genonmien  und  aus  B  (7- mal  genommen  zusammengesetzt, 
so  dafs 

BxA^BxB-^-  BxC 

ist.  Daraus  erhellt,  dafs  das  Produkt  Ax  B  dasselbe  sein  wird  wie 
das  Produkt  BxA^  wenn  das  Teilprodukt  GxB  gleich  BxG  ist. 
In  derselben  Weise  aber  folgert  man  die  Gleichheit  zwischen  GB  und 
BC  aus  der  Gleichheit  zweier  kleineren  Produkte  CD  und  D(7,  und 
fährt  man  so  fort,  so  gelangt  man  notwendig  entweder  zu  dem  Falle, 
wo  die  beiden  Faktoren  gleich  sind,  oder  zu  dem,  wo  der  eine  von 
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beiden  gleich  der  Einheit  ist.  Im  ersteren  Falle  ist  die  Gleichheit 
augenscheinlich;  in  dem  zweiten  folgt  sie  daraus,  dafs  J9  X  1  ebenso 
wie  IxH  gleich  H  ist.  Mithin  ist  das  Produkt  ÄxB  stets 
gleich  dem  Produkte  JB  X  A. 

II. 

Man  setzt  in  der  Begel  voraus,  dafs  es,  wenn  man  eine  Zahl 
C  mit  einer  andern  Zahl  N^  welche  selbst  das  Produkt 
zweier  Faktoren  A  und  B  ist,  multiplicieren  soll,  gleich- 
gültig ist,  ob  man  C  sogleich  mit  dem  ganzen  Produkte  N, 
oder  erst  C  mit  Ä  und  sodann  das  Produkt  mit  B  multi- 
pliciert. 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  darzuthun,  bemerke  man  zu- 
nächst, dafs  das  Produkt  AB  nichts  anderes  ist  als:  -4.  +  -4.  +  -^  +  *"^ 
wobei  die  Anzahl  dieser  Glieder  gleich  B  ist.  Multipliciert  man  dem- 
nach eine  dritte  Zahl  C  mit  dem  Produkte  ABy  so  hat  man  die  Ope- 
ration der  Multiplikation  von  C  mit  A  £-mal  zu  wiederholen,  d.  h. 

man  erhalt  CA  +  CA  +  CA  H ,  wobei  das  Glied  CA  B-mal  zu 

setzen  ist.    Das  Resultat  ist  also  CA  X  B^  so  daCs  man  hat: 

CxAB  =  CAxB. 

m. 

Auf  Grund  dieser  beiden  Satze  zeigt  man  leicht,  dafs  das  Pro- 
dukt beliebig  vieler  Faktoren  stets  dasselbe  bleibt,  in  welcher 
Reihenfolge  man  auch  die  Faktoren  mit  einander  multipli- 
cieren möge. 

Soll  z.  B.  bewiesen  werden,  dafs  das  Produkt  AxBxCxB 
gleich  dem  Produkte  Cx,Ax.Dx.B  ist,  so  bringe  man  zunächst 
in  beiden  Produkten  denselben  Buchstaben  an  die  letzte  Stelle.  Nach 
den  vorhergehenden  Sätzen  hat  man  nämlich  t 

AxBC^-AxCB^ACxB, 
mithin: 

AxBxCxD  =  ACxBxB^ACxBD  =  ACxDxB. 

In  diesem  Produkte  steht  der  Buchstabe  B  an  der  letzten  Stelle, 
ebenso  wie  in  dem  andern  gegebenen  Produkt«  CADB.  Läfst  man 
jetzt  den  letzten  Buchstaben  weg,  so  hat  man  nur  noch  die  Gleichheit 

ACXB  =  CXAXB 

zu  beweisen,  und  diese  ergiebt  sich  daraus,  dafs  AC  ^=  Cx^AieL 
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IV. 

Das  Produkt  zweier  Zahlen  A  und  B  ist  durch  jede  Zahl 
teilbar, , welche  in  einem  de-r  beiden  Paktoren  A  und  B  genau 
aufgeht. 

Denn  ist  %•  eine  Zahl;  welche  in  B  aufgeht,  und  ist  somit 
B  =  (7x^,  so  erhält  man  AB  =  ACx».  Mithin  giebt  AB, 
durch  «&  geteilt,  den  genauen  Quotienten  AG. 

V. 

Wenn  die  Zahl  %'  gleichzeitig  in  den  beiden  Zahlen  A 
und  B  genau  aufgeht,  so  geht  sie  auch  in  der  Sunune  und 
Differenz  von  zwei  beliebigen  Vielfachen  dieser  Zahlen  auf. 

Denn  ist  -4  =  j^'-Ö-,  B  =  B'd',  so  erhält  man: 
mA  +  nB  =  mA'»  +  nff^, 
also   eine  Grosse,   welche   durch  d"  geteilt  den  genauen  Quotienten 
mA'  +  nB^  giebt 

VI. 

Eine  Primzahl,  welche  in  keinem  der  beiden  Faktoren 
A  und  B  aufgeht,  kann  auch  kein  Teiler  ihres  Produkts 
AB  sein. 

Da  dieser  Satz  einer  der  wichtigsten  in  der  Zahlentheorie  ist, 
so  wollen  wir  den  Beweis  desselben  in  aller  Ausführlichkeit  entwickeln. 

Gäbe  es  wirklich  eine  Primzahl  -O",  welche  keine  der  beiden  Zahlen 
A  und  JB,  wohl  aber  ihr  Produkt  AB  teilt,  so  konnte  man  annehmen, 
dafs  sich  bei  der  Division  von  A  durch  -ö*  der  Quotient  m  (welcher 
auch  gleich  0  sein  konnte)  und  der  Rest  Ä  ergebe.    Man  würde  also 

A  =  md'-\'  Ä 
und  ebenso 

B^n^  +  B' 
fol^ch 

AB  =  mn&^  +  nÄ»  +  mB^  +  AB' 

erhalten.  Diese  Grösse  müsste  unserer  Annahme  entsprechend  durch 
^  teilbar  sein,  und  da  die  drei  ersten  Glieder  durch  %"  teilbar  sind, 
so  müsste  sich  auch  das  vierte  Glied  durch  %"  teilen  lassen.  Man 
konnte  also  setzen: 

AB^  =  (7'^. 

Zu  diesem  ersten  Resultat  bemerken  wir: 

1)  dafs  von  den  Zahlen  Ä  und  B^  keine  gleich  0  sein  kann,  da 
A  und  B  nach  Voraussetzung  nicht  durch  %•  teilbar  sind; 

1* 
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2)  dafs  Ä  und  ^,  als  Reste  der  Division  durch  -Ö-,  kleiner  sind 
als  ^\ 

3)  dafs  keine  der  Zahlen  Ä  und  H*  gleich  der  Einheit  sein  kann. 
Hätte  man  nämlich  Ä  =  1,  so  wurde  sich  das  Produkt  Ä^  auf  JB' 
reducieren,  und  da  ^  <  ^  ist,  so  konnte  unmöglich  IS  =  C'&  sein. 

Man  hätte  also  zwei  ganze  Zahlen  Ä\  J5',  welche  beide  grösser 
als  1,  aber  kleiner  als  d"  sind,  und  deren  Produkt  durch  d"  sich  teilen 
liefse,  so  dafs 

wäre.    Sehen  wir  zu,  welche  Folgerungen  sich  daraus  ergeben  würden. 
Da  Ä'  kleiner  ist  als  d',  so  kann  man  d-  durch  Ä'  dividieren;  ist 
p  der  Quotient  und  Ä"  der  Best,  so  erhält  man: 

folglich: 

^xB'=pÄ'B'  +  Ä''B'. 

Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  durch  -O-  teilbar  ist,  so  muss  es 
auch  die  rechte  sein.  Da  femer  Ä'B'  =  Cd-,  und  demnach  der  Teil 
Ä'B'  selbst  durch  d"  teilbar  ist,  so  muss  sich  der  zweite  Teil  Ä'JB' 
ebenfalls  durch  <&  teilen  lassen. 

Die  Zahl  Ä''  ist  als  Rest  der  Division  durch  Ä'  kleiner  als  Ä, 
und  ferner  kann  sie  nicht  gleich  0  sein.  Denn  wäre  dies  der  Fall, 
so  würde  d^  durch  A'  teilbar,  also  keine  Primzahl  sein.  Aus  der 
Annahme,  dafs  das  Produkt  Ä' S^  durch  d"  teilbar  sei,  folgt  somit, 
dafs  ein  anderes  Produkt,  welches  kleiner  ist  als  Ä'B"^  ohne  gleich 
Null  zu  sein,  ebenfalls  durch  -O-  teilbar  ist. 

Mittelst  derselben  Schlussfolgerung  leitet  man  aus  dem  Produkte 
-4"J5'  ein  anderes  Produkt -4.'"  JB'  oder -4" -B"  ab,  welches  noch  kleiner 
ist,  und  welches  teilbar  durch  -Ö",  aber  nicht  gleich  Null  ist. 

Indem  man  die  Reihe  dieser  abnehmenden  Produkte  weiter  fort- 
setzt, gelangt  man  notwendigerweise  zu  einer  Zahl,  welche  kleiner  ist 
als  d'.  Eine  Zahl  aber,  welche  kleiner  als  d"  und  von  Null  verschie- 
den ist,  kann  unmöglich  teilbar  sein  durch  d:  Mithin  kann  die  An- 
nahme, von  der  wir  ausgegangen  waren,  nicht  richtig  sein. 

Wenn  sich  also  von  beiden  Zahlen  A  und  B  keine  durch  d" 
teilen  läfst,  so  kann  auch  ihr  Produkt  AB  nicht  durch  ^  teilbar  sein. 

VII. 

Auf  dem  soeben  bewiesenen  Satze  beruht  vollständig  die 
Lehre  von  den  inkommensurablen  Gröfsen.     Denn  gäbe  es  z.  B. 
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einen    rationalen   Bruch   — ,    welcher    gleich  y^  wäre,    so    müfste 

—^  =  2  sein.    Es  müsste  demnach  w*  durch  jede  der  Primzahlen, 
welche  n  teilen,  ebenfalls  sich  teilen  lassen.     Wenn  aber  der  Bruch 

—  als  irreduktibel  vorausgesetzt  wird,  so  hat  m  keinen  Teiler  mit  n 

gemeinschaftlich;  mithin  kann  dem  vorhergehenden  Satze  zufolge  auch 
m^  mit  n  keinen  Teiler  gemeinsam  haben.    Es  ist  daher  unmöglich, 

dafs   -IT  =  2  sei. 

Ueberhaupt  kann  eine  beliebige  Potenz  der  Zahl  a  keine 
andern  Primzahlen  zu  Teilern  haben  als  a  selbst.  Wenn  es 
daher  keine  ganze  Zahl  x  von  der  Beschaffenheit  giebt,  dafs  rr'*  =»  b  ist, 
wo  b  eine  gegebene  ganze  Zahl  bedeutet,  so  kann  es  auch  keinen  Bruch 

—  geben,  so  dafs  —  «=  6  wäre. 

VIII. 

Jede  beliebige  Zahl  N  kann,  wenn  sie  nicht  Primzahl  ist, 
durch  das  Frodnkt  von  mehreren  Primzahlen  a,  ß,  y,  -  . .,  jede, 
derselben  auf  irgend  eine  Potenz  erhoben,  dargestellt  werden, 
80  dafs  man  immer  setzen  kann:  N  =  a"^ß'*yP  •  •  •. 

Das  Verfahren,  diese  Zerlegung  auszuführen,  besteht  darin, 
dafs  man  versucht,  die  Zahl  N  durch  jede  der  Primzahlen  2,  3,  5, 
7,  11,  . . .  zu  dividieren,  wobei  man  mit  den  kleinsten  anfängt  Geht 
die  Division  durch  eine  dieser  Zahlen  a  auf,  so  wiederholt  man  sie 
so  oft  als  möglich,  z.  B.  m-mal,  und  erhält  dadurch,  indem  man  den 
letzten  Quotienten  mit  P  bezeichnet,  N  ==>  a"^P. 

Läfst  sich  die  Zahl  P  nicht  mehr  durch  a  teilen,  so  braucht 
man  nicht  erst  mehr  die  Division  von  P  durch  eine  Primzahl,  welche 
kleiner  ist  als  a,  zu  versuchen.  Denn  wenn  P  durch  O*  <  a  teilbar 
wäre,  so  würde  offenbar  auch  N  durch  d'  teilbar  sein,  was  unserer 
Annahme  zuwiderläuft.  Man  wird  daher  P  nur  durch  Primzahlen  zu 
dividieren  brauchen,  welche  gröfser  sind  als  a.  Auf  diese  Weise  wird 
man  nach  und  nach  P=ß^Q^  ^  =  y«iJ^  u.  s.  w.  finden,  und  dies 
giebt  N  =  a'^ß'^yP  . . . 

IX. 

Hat  man  die  Division  einer  gegebenen  Zahl  N  durch 
die  Primzahlen,  welche  kleiner  als  YN  sind,  versucht,  und 
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findet  man  unter  diesen  keine,  welche  in  N  aufgehen,  so 
folgt  daraus  mit  Sicherheit,  dafs  N  eine  Primzahl  ist. 

Denn  nimmt  man  an,  dafs  N  durch  eine  Primzahl  d'  >  Yli 
'teilbar  sei,  so  würde  man,  wenn  man  den  Quotienten  mit  P  bezeichnet, 
N=^^P  erhalten.     Da  aber  d'>yN  ist,  so  würde 

sein;  mithin  würde  N  durch  eine  Zahl  P,  welche  kleiner  ist  als 
YN^  und  somit  umsomehr  durch  eine  Primzahl,  welche  kleiner  als 
yW  ist,  teilbar  sein.    Dies  ist  aber  gegen  unsere  Annahme. 

Auf  diese  Weise  kann  man  also  finden,  ob  eine  gegebene 
Zahl  N  Frünzahl  ist  oder  nicht.  Dieses  Verfahren  ist  indessen,  ob- 
wohl es,  wie  wir  später  zeigen  werden,  einige  Abkürzungen  zulässt, 
im  Allgemeinen  recht  weitläufig  und  beschwerlich.  Deshalb  haben 
mehrere  Mathematiker  es  für  nützlich  gehalten,  Frinuahltafeln  von 
grosserer  oder  geringerer  Ausdehnung  zu  konstruieren. 

Die  einfachste  Art,  solche  Tafeln  herzustellen,  besteht 
darin,  dafs  man  zunächst  der  Beihe  nach  alle  ungeraden  Zahlen  1,  3, 
5,  7,  . . .  bis  zu  100  000  etwa  oder  bis  zu  einer  beliebigen  andern 
Grenze  hinschreibt  Ist  diese  Reihe  gebildet,  so  streicht  mau  nach 
und  nach  alle  Vielfachen  von  3,  ferner  alle  Vielfachen  von  5,  7,  u.  s.  w. 
weg,  indem  man  nur  die  ersten  Glieder  3,  5,  7,  u.  s.  w.  beibehält, 
welche  durch  die  vorhergehenden  Operationen  nicht  weggefeUen  sind. 
Auf  diese  Weise  sieht  man,  dafs  alle  übrigbleibenden  Zahlen  nur 
durch  sich  selbst  teilbar  und  in  Folge  dessen  Primzahlen  sind.  Am 
Ende  dieses  Werkes  wird  man  eine  Tafel  No.  IX  finden,  welche  die 
Primzahlen  bis  zu  1229  enthält  In  einem  Werke,  das  den  Titel  führt: 
Georgii  Vega  Tabulae  logarithmico-trigonometricae,  Lipsiae 
179*7,  findet  man  eine  Tafel,  die  sich  bis  zu  400000  erstreckt,  und 
die  überdies  den  Vorteil  gewährt,  dafs  sie  für  jede  unterhalb  dieser 
Grenze  liegende  zusammengesetzte  Zahl  die  kleinste  Primzahl,  welche 
ein  Teiler  derselben  ist,  angiebt  Indessen  hegten  die  Mathematiker 
schon  lange  den  Wunsch,  dafs  die  Tafel  der  Primzahlen  mindestens 
bis  zu  einer  Million  fortgesetzt  würde.  Herr  Ghernac,  Professor  zu 
Deventer,  entsprach  zuerst  diesem  Wunsche,  indem  er  sein  Cribrum 
arithmeticum,  in  dem  man  die  Primzahlen  und  die  Teiler  der  andern 
Zahlen  bis  zu  einer  Million  findet,  veröffentlichte.  Bald  darauf  gab 
Herr  Burckhardt,  der  Mittel  zur  erheblichen  Vereinfachung  der  Kon- 
struktion solcher  Tafeln  gefunden  hatte,  eine  Tafel  heraus,  welche  in 
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einem  nicht  zu  starken  Bande  die  Primzahlen  von  1  bis  3  036  000  und 
die  kleinsten  Teiler  der  andern  Zahlen  enthält  Diejenigen  ^  welche 
sich  mit  der  unbestimmten  Analysis  beschäftigen^  haben  also  die 
Wahl  zwischen  zwei  Tabellenwerken^  die  ihnen  gleicherweise  nützlich 
sein  können,  das  eine  wegen  seiner  leichteren  Handhabung,  das  andere 
wegen  seiner  grösseren  Ausdehnung. 

X. 

Ist  eine  Zahl  N  auf  die  Form  ä^ß^yp  . . .  gebracht,  so  wird  auch 
jeder  Teiler  dieser  Zahl  von  der  Form  af^ß^y^...  sein,  wo  die 
Exponenten  [i^  Vy  n,  . . .  die  Zahlen  m^  n^  p^  ...  nicht  übersteigen 
können.  Es  folgt  hieraus,  dafs  die  Teiler  der  Zahl  N  sämtlich 
durch  die  verschiedenen  Glieder  der  Entwicklung  des  Pro- 
dukts: 

P=  (1  +  a  +  a«  -I [.a'^)(l^ß^ßi^ +  /S»)  •  •  • 

gegeben  werden.   Mithin  ist  die  Anzahl  aller  dieser  Teiler  gleich: 

(m  +  l)(n  +  l)0+l)..., 

und  zugleich  ist  die  Summe  eben  dieser  Faktoren  gleich  P,  und 
dieses  läGst  sich  auf  die  Form  bringen: 

p^   a'"+^  — 1       P»+^  —  1        y^+^  — 1 

a— 1       *       (J— 1       '       y— 1        "'• 

So  ist  z.  B.,  da  360  =  2»  •  3*  •  5*  ist,  die  Anzahl  der  Teiler  von  360 

gleich: 

4  .  3  .  2  =  24  • 

und  die  Summe  derselben  gleich: 

2*  _  1      8»  —  1      6*  —  1 


2  —  1         S  —  1 


15  .  13  .  6  =  1170. 


XI. 
Man  kann  leicht  eine  Zahl  finden,  welche  soviel  Teiler  hat 
als  man  will.  Sucht  man  z.  B.  eine  Zahl,  welche  36  Teiler  hat, 
so  zerlege  man  36  in  Faktoren,  die  Primzahlen  sein  können  oder 
nicht;  z.  B.  in  4.3.3,  und  vermindere  jeden  dieser  Faktoren  um 
eine  Einheit.  Dies  giebt  3.2.2.  Mithin  ist  a'/5*y*  eine  der  Formen 
der  gesuchten  Zahl,  wenn  a,  ß,  y  von  einander  verschiedene  Prim- 
zahlen bedeuten.  Die  Faktoren  6,  3,  2  würden  eine  andere  Form 
cfiß^y^  ergeben,  bei  welcher  die  einfachste  der  in  ihr  enthaltenen 
Zahlen  2*^ .  3« .  5  =  1440  ist. 
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XII. 

Wenn  man  sucht,  auf  wieviel  Arten  die  Zahl  ^=  d^ß^yP  . . . 
das  Produkt  von  zwei  Faktoren  Ä  und  JB  sein  könne,  so  findet 
man  diese  Anzahl  gleich: 

|(m  +  l)(n+l)(i)+l).... 

N    ' 
•Denn  neben  jedem  Teiler  Ä  kommt  der  zu  ihm  inverse  -j-  oder  B 

vor;  mithin  ist  die  Anzahl  der  Grofsen  AB  oder  BÄ  die  Hälfte  von 
der  Anzahl  der  Teiler  von  N. 

Wäre  die  Zahl  N  ein  Quadrat,  so  würden  alle  Exponenten  m, 
n,  p . .  gerade  Zahlen  sein,  und  es  würde  somit  die  Hälfte  des  Pro- 
dukts (w  +  1)  (w  +  1)  (p  +  1)  . . .  den  Bruch  i^  enthalten.  Für  diesen 
müsste  man  die  Einheit  nehmen. 

xin. 

Sollen  die  beiden  Faktoren,  in  welche  man  die  Zahl  JV  zer- 
legt, prim  zu  einander  sein,  so  ist  die  Anzahl  der  möglichen 
Gombinationen  nicht  mehr  von  den  Exponenten  m,  n,  j),  • .  • 
abhängig,  sondern  sie  ist  dieselbe,  als  ob  die  Zahl  N  nur  einfach 
gleich  aßyd  . . .  wäre,  so  dafs  man,  wenn  k  die  Anzahl  der  ungleichen 
Primfaktoren  bezeichnet,  für  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft 
sich  N  in  zwei  zu  einander  prime  Faktoren  zerlegen  lässt, 
die  Zahl  2*-^  erhält. 

So  lässt  sich  z.  B.  dit  Zahl  1800  zwar  auf  18  verschiedene  Arten 
in  zwei  Faktoren  zerlegen,  aber  nur  auf  4  verschiedene  Arten  in 
zwei  Faktoren,  die  prim  zu  einander  sind;  denn  es  ist  1800 -==2^. 3^.5' 
und  23-1  =  4. 

XIV. 

Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  für  eine  gegebene  Zahl  N  zu  unter- 
suchen, wieviel  Zahlen  es  giebt,  die  prim  zu  N  und  zugleich 
kleiner  als  ^  sind. 

Um  diese  Aufgabe  zu  losen,  werden  wir  nach  und  nach  den  Ein- 
fluss  zu  ermitteln  suchen,  welchen  die  verschiedenen  Primfaktoren 
auf  das  Resultat  ausüben. 

Es  sei  zuerst  N=aM,  wo  a  eine  Primzahl  und  M  einen 
beliebigen  Faktor  bedeutet,  der  noch  durch  a  oder  eine  Potenz  von 
a  teilbar  sein  könnte.  Wenn  man  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen 
1,  2,  3  . .  .^  betrachtet,  so  bilden  diejenigen  Glieder  dieser  Reihe, 


' 
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welche  durch  a  teilbar  sind;  ihrerseits  wieder  eine  Reibe  a,  2  a, 
Sa,  ...  Ma.  Die  Anzahl  dieser  Glieder  ist  M.  Nennt  man  also  x 
die  Anzahl  der  Glieder  der  ersten  Reibe,  welche  nicht  teilbar  sind 
durch  a,  so  hat  man: 

x  =  Ma-M=M{a^l). 

Ist  zweitens  ^=  aßM,  wo  a  und  ß  zwei  verschiedene  Prim- 
zahlen und  M  ein  beliebiger  Faktor  ist,  so  kann  man  in  der  Reihe 
1,  2,  3  ...  ^  drei  Arten  von  Gliedern  unterscheiden: 

1)  die  a;  Glieder,  welche  weder  durch  a  noch  durch  ß  teilbar  sind; 

2)  die  Glieder,  welche  durch  die  eine  dieser  Primzahlen,  aber 
nicht  durch  beide  zugleich  teilbar  sind; 

3)  die  durch  aß  teilbaren  Glieder. 

N 
Die   Anzahl    der   durch   a   teilbaren   Glieder  ist   —   oder   Mß. 

Schliefst  man  aber  davon  noch  die  durch  ß  teilbaren  Glieder  aus,  so 
reduciert  sich  diese  Anzahl,  nach  dem,  was  wir  vorher  schon  gefunden 
baben,  auf  M{ß  —  1).  Ebenso  ist  die  Anzahl  der  allein  durch  ß 
(nicht  durch  a)  teilbaren  Glieder  gleich  M(a  —  1).  Endlich  ist  die 
Anzahl  der  durch  aß  teilbaren  Glieder  gleich  M.     Man  erhält  also 

aßM=  X  +  M{ß  —  1)  +  Jf 

+  M{a  -  1), 
und  hieraus  folgt: 

x  =  M{a-l){ß-l)  =  N{l-{){\-^). 

Ist  drittens  N  =  aßyM,  so  können  wir  in  ähnlicher  Weise 
wie  vorher  in  der  Reihe  1,  2,  3, ...  JV  vier  Arten  von  Gliedern  unter- 
scheiden: 

1)  die  a:  Glieder,  welche  durch  keinen  der  Faktoren  a,  ß,  y  teil- 
bar sind;  , 

2)  die  Glieder,  welche  nur  durch  einen  dieser  Faktoren  teil- 
bar sind; 

3)  die  Glieder,  welche  sich  nur  durch  zwei  derselben  teilen  lassen, 

4)  die  Glieder,  welche  durch  alle  drei  teilbar  sind. 

Durch  a  teilbare  Glieder  sind  überhaupt  —  oder  Mßy  vorhanden; 

betrachtet  man  aber  unter  ihnen  nur  die,  welche  prim  zu  ß  und  y 
sind,  so  reduciert  sich  ihre  Anzahl,  wie  wir  beim  zweiten  Falle  ge- 
funden haben,  auf  M{ß  —  1)  (y  —  1). 

iv 
Durch  aß  teilbare  Glieder  giebt  es  im  Ganzen  —^  oder  My\ 
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betrachtet  man   aber  von  diesen  nur  die  zu  y  primen  Glieder,   so 
reduciert  sich  ihre  Anzahl  auf  M{y  —  1). 

Endlich  kommen  — ^  oder  M  durch  a/Sy  teilbare  Glieder  vor. 
Demnach  erhält  man: 
«15^^=  0?  +  Jf(/5  —  1)  (y  —  1)  +  M{y  —  1)  +  Jf 

+  M(y-1)(«-1)  +  Jtf(a-1) 
+  JIf(a~l)(^-l)  +  Jlf(^-l). 
Setzt  man  für  den  Augenblick: 

a-l=a',     ß-l  =  ßr,    y-l  =  /, 

so  wird  die  linke  Seite  gleich  M(a  +  1)  (/S'  + 1)  (/  + 1)  oder  gleich: 

MaßTy  +  Mß^y  +  My'  +  M 

4"  Mya  +  Ma 

+  Maß  +  J[f/r, 

und  die  rechte  Seite  unterscheidet  sich  von  dieser  Grofse  nur  durch 

das  erste  Glied,  welches  in  ihr  x  anstatt  Ma  ßy  ist.    Es  ist  demnach: 

X  =  Ma  ß!y\ 
oder: 

._^(._i)(._j)(,_±). 

Dieselbe  Schlussweise  wendet  man  leicht  auf  eine  grolsere  An- 
zahl von  Faktoren  an,  und  man  sieht,  dafs  das  Resultat  stets  von 
derselben  Form  sein  wird. 

XV. 

Da  jede  Zahl  JV  auf  die  Form  a"»/5"yP . . .  gebracht  werden  kann, 
welche  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  Maßy . .  .  enthalten  ist,  so  ist 
hiernach  klar,  dafs  man  fins  der  Formel 


.-^(.-i){.-i)(i-i) 


erkennt,  wie  viele  Zahlen  es  giebt,  die  prim  zu  ^  und  zugleich 
kleiner  als  N  sind. 
So  ist  z.  B. 

60  =  2^3.5  und  60(l  — |)  (l  — y)  (l  — y)  =  16. 

Es  giebt  daher  16  Zahlen,  die  relativ  prim  zu  60  und  kleiner  als 
60  sind.    Diese  Zahlen  sind: 

l,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  43,  47,  49,  53,  59. 
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XVI. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  wievielmal  eine  gegebene  Primzahl 
d'  in  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  N  als  Faktor  vor- 
kommt, oder,  was  dasselbe  ist,  welches  die  höchste  Potenz  von 
%•  ist,  welche  in  dem  Produkte  1.2.3...^  aufgehi 

Zu  dem  Zwecke  bezeichnen  wir  durch  J5(—)  die  gröfste  ganze 

Zahl,  welche  in  dem  Bruche  —  enthalten  ist,  und  nennen  die  ge- 
suchte Zahl  oder  den  Exponenten  von  d'  x.    Dann  erhalten  wir: 

wo  diese  Beihe  so  lange  fortzusetzen  ist,  als  der  Zähler  gröfser  ist 
als  der  Nenner. 

Offenbar  stellt  nämlich  -^(-ör)  ^^  Anzahl  der  Glieder  der  Beihe 
1,  2,  3,  . . .  N  dar,  welche  teilbar  sind  durch  •9';  ebenso  stellt  J5?(^j 

die  Anzahl  der  Glieder  derselben  Beihe  dar,  welche  teilbar  sind  durch 
d^,  und  so  fort  Wenn  es  nun  in  dem  Produkte  1.2.3...^  keine 
durch  d^  teilbaren  Glieder  gäbe,  so  würde  die  Anzahl  der  Faktoren 

d,  welche  dieses  Produkt  teilen,  einfach  •^(■ör)  sein.    Kommen  aber 

überdies  solche  durch  d'^  teilbaren  Glieder  vor,  so  wird  durch  jedes 
dieser  Glieder  ein  neuer  Faktor  d'  zu  demjenigen  hinzutreten,  welcher 

bereits  in  Ei-^j  aufgenommen  war,  so  dafs,  wenn  man  nur  die  durch 

0"  und  die  durch  d^^  teilbaren  Glieder  berücksichtigt,  die  Anzahl  der 

Faktoren  0"  gleich  ^(-a-)  +  -^V  at)  wird.    In  derselben  Weise  kommt 

durch  jedes  durch  d^  teilbare  Glied  ein  weiterer  Faktor  d"  zu  den 
bereits  gezählten  hinzu,  so  dafs  die  Gesamtzahl  der  Faktoren  d"  gleich 

jB^^j  +  J^(^«-)  +  E\~ää)   ^i^d'     So   geht  es  weiter,   bis  man  zu 

einer  Potenz  d^>  N  gelangt;  alsdann  bricht  die  Beihe  der  E  ab,  da 

N_ 
9^ 


kleiner  als  1  und  somit  die  darin  enthaltene  Zahl  Ef—A  «=  0  ist. 


XVII. 

Soll  z.  B.  gefunden  werden,  wie  oft  der  Faktor  7  in  dem  Produkt 
der  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  10000  enthalten  ist,  so  stellen  wir 
folgende  kurze  Bechnung  an: 
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£(i2;?»)  =  i428 

e(^)  =  e(^)   =    29 

^(i^»«)  =  ^(|)       =      0. 

Die  Summe  aller  dieser  Zahlen  ist  gleich  1665;    mithin  ist  das  in 
Rede  stehende  Produkt  teilbar  durch  V^\ 

Wenn  die  gegebene  Zahl  N  eine  ganze  Potenz  von  7  gewesen 

wäre,  so  würde  man  genau  a^  =  ^(y  +  ^+--)=  — g —  gehabt 

haben.     Ist  allgemein  N  =  •9'"*,  so  ist  die  Anzahl  der  Paktoren  ^, 
welche  in  dem  Produkte  1.2.3...^  enthalten  sind,  gleich: 

—  -^—^ 

Setzt  man^  welche  Annahme  jederzeit  möglich  ist, 

N=Äd^  +  B^  +  c-e-^  H , 

wo  die  Eoefficienten  Ä,  JB,  C . .  .  kleiner  sind  als  d-,  so  folgt  daraus: 


X  = 


«•  —  1 


xvin. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  '9'  ==  2,  ergiebt  sich,  falls  N=^  2"*  ist, 

und  setzt  man  allgemein: 

iV=2'"  +  2»  +  2^H , 

so  erhält  man: 

wo  h  die  Anzahl  der  Glieder  2^*,  2",  2^,  ...,    aus  denen  der  Wert 
von  N  besteht,  bedeutet. 

Will  man  z.  B.  wissen,  wie  oft  die  Zahl  2  als  Paktor  in  der 
Reihe  der  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  1000  vorkommt,  so  zerlege 
man  1000  in  Potenzen  von  2,  nämlich 

20  _|_  2«  +  2«  +  2«  +  2^  +  2\ 
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Da  die  Anzahl  dieser  Glieder  6  ist,  so  ist  die  gesuchte  Zahl  1000  —  6 
oder  994. 

Dasselbe  Resultat  erhält  mau  nicht  minder  leicht  aus  der  all- 
gemeinen Formel;  denn  es  ist: 

£('°°)   -260 

E{'f)  -  02 
^(f)  -  31 
^(?)     -    15 

E{r)      _     8 
und  die  Summe  aller  dieser  Zahlen  ist  gleich  994. 


XIX. 

Jede  Primzahl,  mit  Ausnahme  von  2  und  3,  ist  in  der 
Formel  6a;  +  1  enthalten. 

Denn  dividiert  man  eine  ungerade  Zahl  durch  6,  so  kann  der 
Rest  nur  eine  der  Zahlen  1,  3,  5  sein.  Mithin  kann  jede  ungerade 
Zahl  durch  eine  der  Formeln  Gx  -{-  1,  6a;4-3,  6a?  +  5  dargestellt 
werden.  Die  zweite  kann  keine  Primzahlen  enthalten,  da  sie  durch  3 
teilbar  und  die  3  selbst  ausgenommen  ist.  Femer  enthält  die  Formel 
6a;  +  5  dieselben  Zahlen  wie  6a;  —  1.  Mithin  ist  jede  Primzahl, 
ausser  2  und  3,  in  der  Formel  6  a;  +  1  enthalten. 

Umgekehrt  folgt  hieraus  nicht,  dafs  auch  jede  in  der 
Formel  6a;  +  1  enthaltene  Zahl  eine  Primzahl  sein  müfste. 
Man  würde  finden,  dafs  dies  nicht  der  Fall  ist  für  a;  =  4,  6,  . . . 
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XX. 

überhaupt  giebt  es  keine  algebraische  Formel,  welche  die 
Eigenschaft  besäfse,  lanter  Primzahlen  darzustellen.  Denn 
nimmt  man  z.  B.  die  Formel: 

P  =  aa?  +  &rr^  +  ca;  +  d 

und  setzt  voraus,  dafs  der  Wert  von  P  für  a;  =  i  gleich  der  Prim- 
zahl j)  sei,  so  erhält  man,  wenn  man  a;  =  ife  +  py  setzt,  wo  y  eine 
beliebige  ganze  Zahl  bedeutet: 

P  =|,  -I-  (3ai«  +  26ifc  +  c)i)y  +  (3aifc  +  V)fy^  +  apV. 

Hieraus  ersieht  man,  dafs  P  keine  Primzahl  sein  kann,  da  sie  teilbar 
durch  j)  und  von  j)  verschieden  ist. 

Nichtsdestoweniger  giebt  es  einige  Formeln,  die  wegen  der 
Menge  der  in  ihnen  enthaltenen  Primzahlen  bemerkenswert 
sind.    Eine  solche  Formel  ist: 

a;«  +  a;  +  41, 

welche   Euler   in   den   Abhandlungen   der  Berliner  Akademie   vom 
Jahre  1772  Seite  36   erwähnt.     Setzt  man  in  dieser  nach  einander 
a;  =  0,  1,  2,  3, .  . .,  so  erhält  man  die  Reihe  41,  43,  47,  53,  61,  71, . . ., 
deren  vierzig  erste  Glieder  Primzahlen  sind. 
Hierzu  kann  man  auch  die  Formel 
a;«  +  a;  +  17 

rechnen,  in  welcher  die  ersten  sechszehn  Glieder  Primzahlen  sind; 
femer  die  Formel 

2a;« +  29, 

deren  erste  neunundzwanzig  Glieder  Primzahlen  sind,  und  noch  ^iele 
andere. 

XXL 

Wenn  man  schon  keine  algebraische  Formel  finden  kann,  welche 
einzig  und  allein  Primzahlen  enthielte,  so  läfst  sich  noch  viel 
weniger  eine  solche  finden,  welche  absolut  alle  diese  Zahlen 
enthielte  und  der  Ausdruck  ihres  allgemeinen  Gesetzes  wäive. 
Dieses  Gesetz  dürfte  sehr  schwer  zu  finden  sein,  und  es  ist  kaum  zu 
hoffen,  dafs  man  jemals  dazu  gelangen  werde.  Doch  hindert  dies 
nicht,  dass  man  für  die  Primzahlen  eine  grofse  Anzahl  von 
allgemeinen  Eigenschaften,  welche  helles  Licht  über  ihre  Natur  ver- 
breiten, zu  entdecken  und  zu  beweisen  imstande  ist. 
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Zunächst  kaon  man  in  aller  Strenge  beweisen^  dafs  die  Anzahl 
der  Primzahlen  nnendlioh  grofs  ist. 

Denn  wenn  die  Reihe  der  Primzahlen  1,  2,  3,  5,  7,  11  . . .  end- 
lich und  p  die  letzte  oder  groüste  von  allen  diesen  Zahlen  wärC;  so 
müfste  eine  beliebige  Zahl  N  stets  durch  irgend  eine  der  Primzahlen 
1,  2j  3^  5 . . .  j>  teilbar  sein.  Stellt  man  aber  durch  P  das  Produkt 
aller  dieser  Zahlen*)  dar,  so  wird  offenbar,  wenn  man  P  +  1  durch 
irgend  eine  der  Primzahlen  bis  j)  dividiert,  der  Rest  1  übrigbleiben. 
Mithin  kann  die  Annahme,  dafs  p  die  gröfste  der  Primzahlen  sei, 
nicht  richtig  sein,  und  es  ist  somit  die  Anzahl  der  Primzahlen  un- 
endlich grofs. 

Diesen  Satz  kann  man  noch  auf  eine  direkte  und  sehr 
elegante  Weise  beweisen,  indem  man  zeigt,  dafs  die  Reihe  der 

reciproken  Werte  der  Primzahlen  Y"^"Y"t"T*^"6""l~T"^""'  ®^^® 
unendlich  grofse  Summe  besitzt.  (E  u  1  e  r.  Introd.  in  Anal,  infin.  Seite  235.) 

XXII. 

• 

Alle  ungeraden  Zahlen  lassen  sich  durch  die  Formel  2a; -f  1 
darstellen,  und  diese  enthält,  je  nachdem  x  gerade  oder  ungerade 
ist,  die  beiden  Formen  4a;  +  1  und  4rr  —  1  oder  4a? +  3.  Hieraus 
entspringen  zwei  Hauptklassen  der  Primzahlen;  die  eine  enthält 
alle  Primzahlen  von  der  Form  4rr-f~  1?  nämlich: 

1,  5,  13,  17,  29,  37,  41,  53,  61,  73,  . . . 
die   andere   alle  Primzahlen  von  der  Form  Ax — 1  oder  4a?  +  3; 
nämlich: 

3,  7,  11,  19,  23,  31,  43,  47,  59,  . . . 

*)  Nimmt  man  in  dem  Prodokte  P  nach  einander  zwei,  drei,  vier  n.  8.  w. 
Faktoren,  so  ergeben  sich  für  die  Zahl  P-f  ^  die  Werte  3,  7,  31,  211,  2311, 
8003 1,  . .  .  Die  fünf  ersten  Glieder  dieser  Reihe  sind  Primzahlen,  und  dies 
könnte  zu  der  Yermatang  verleiten,  dafs  es  auch  die  folgenden  sein  werden. 
Indessen  erweist  sich  diese  Vermutung  bald  als  unrichtig,  wenn  man  das  sechste 
Glied  30081  untersucht,  das  sich  als  das  Produkt  von  59  und  609  darstellt.  Über- 
haupt ist  es  eine  schwierige  und  bisher  nicht  gelöste  Aufgabe,  eine  Primzahl  zu 
finden,  welche  gröfser  als  eine  gegebene  Zahl  ist  Fermat  hatte  (ohne  anzu- 
geben, daifl  er  einen  Beweis  dafür  habe)  behauptet,  dafs  die  Formel  2'  -f  1  stets 
Primzahlen  gebe,  wenn  man  fflr  x  ein  Glied  der  geometrischen  Progression 
1,  2,  4,  8^  16,  .  .  .  behme.  Diese  Formel,  welche  eine  sehr  einfache  Lösung  der 
eben  erwähnten  Aufgabe  geliefert  hätte,  hat  sich  aber  als  unrichtig  heraus- 
gestellt. Denn,  wie  Euler  bemerkt  hat,  erhält  man,  wenn  man  o:  »s  32  setzt, 
2*  +  1  =  641  .  6700417.  Anm.  d.  Verf. 


16  Einleitung. 

Die  allgemeine  Form  4a;  +  1  teilt  sich  wieder  in  zwei  an- 
dere Formen  8rr  +  1  und  8a;  —  3  oder  8a;  +  5;  ebenso  teilt  sich 
die  Form  4a;  +  3  wieder  in  zwei  andere  Formen  8a;  +  3  und 
8a;  +  7  oder  8a;  —  1.  Mithin  zerfallen  die  Primzahlen,  bezüg- 
lich der  Vielfachen  von  8,  in  folgende  vier  Hauptformen: 

8ic  +  1 :  1,  17,  41,  73,  89,  97,  113,  137,  . . 

8a;  +  3  :  3,  11,  19,  43,  59,  67,    83,  107,  . . 

8a;  +  5  :  5,  13,  29,  37,  53,  61,  101,  109,  . . 

8a;  +  7  :  7,  23,  31,  47,  71,  79,  103,  127,  . . 

Dieselben  geben  Anlafs  zu  verschiedenen  Sätzen,  welche  diese  Formen 
charakterisieren,  und  die  wir  in  der  Folge  entwickeln  werden. 

XXIIL 

Wir  haben  bereits  gesehen,  dafs  die  Primzahlen,  betrachtet  in 
Bezug  auf  die  Vielfachen  von  6,  von  einer  der  Formen  6  a;  +  1  ^^^ 
6x  —  1  -oder  6  a;  -f-  5  sind.  In  diesen  Formen  kann  x  gerade  oder 
ungerade  sein.  Daraus  ergeben  sich,  in  Bezug  auf  die  Vielfachen 
von  12,  die  vier  Formen: 

12a; +1,   12a; +  5,   12a;  +  7,    12a; +11, 

deren  jede  unendlich  viele  Primzahlen  enthält. 

Ist  a  eine  beliebig  gegebene  Zahl,  so  kann  allgemein  jede  un- 
gerade Zahl  ausgedrückt  werden  durch  die  Formel  4aa;  +  ^^ 
in  welcher  b  eine  ungerade  Zahl  und  kleiner  als  2a  ist,  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  durch  die  Formel  4aa;  +  6,  in  welcher 
b  eine  ungerade  Zahl,  positiv  und  kleiner  als  4a  ist.  Wenn  man 
von  allen  möglichen  Werten  von  b  diejenigen  ausnimmt,  welche  einen 
gemeinsamen  Teiler  mit  a  haben,  so  werden  die  übrig  bleibenden 
Formen  Aax  -f-  b  alle  Primzahlen  (mit  Ausnahme  derjenigen, 
welche  in  4a  aufgehen)  enthalten  und  diese  werden,  mit  Bezug 
auf  die  Vielfachen  von  4a,  in  soviel  Klassen  oder  Formen 
zerfallen,  als  es  verschiedene' Werte  von  b  giebi  Die  Ansahl 
dieser  Formen  ist  offenbar  dieselbe  wie  diejenige  der  Zahlen,  welche 
kleiner  als  4a  und  prim  zu  4a  sind.  Ist  daher  4a  :=  2'"a'*/3'* . . ., 
wo  a,  /5,  .  .  .  Primzahlen  bedeuten,  so  wird  die  Anzahl  dieser 
Formen  durch  die  Formel  gegeben: 


._.,(i_;)(i_i)(._') 
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XXIV. 

Ist  z.  B.  4a  =  60,  so  ergiebt  sich  a  =  16.  Polglich  zerfallen, 
in  Bezug  auf  die  Vielfachen  von  60,  samtliche  Primzahlen  (2,  3,  5, 
die  Teiler  von  60,  ausgenommen)*  in  sechzehn  Formen,  nämlich: 

60a:  +    1,  60a;  +    7,  60a:  +  11,  60a: +13, 

60a:  +  17,  60a:  +  19,  60a:  +  23,  60:r  +  29, 

60a: +  31,  60a;  +  37,  60a: +  41,  60a:  +  43, 

60a: +  47,  60a: +  49,  60a:  +  53,  60a:  +  59. 

Wir  werden  überdies  später  beweisen,  dafs  die  Verteilung  der 
Primzahlen  auf  diese  sechzehn  Formen  eine  gleichmälsige  ist,'  oder 
nach  Verhältnissen  erfolgt,  die  sich  mehr  und  mehr  der  Gleichheit 
nähern. 


Legendre,  Zahlentheorie  I. 


Erster  Hauptteil 

Entwicklnng  von  verschiedenen  Methoden  und  Sätzen,  welche  sich 
anf  die  nnbestimmte  Analysis  beziehen. 


§  1. 
Von  den  Eettenbrfichen. 

1. 
Das  Verfahren,  um  eine  beliebige  rationale  oder  irra- 
tionale Gröfse  X  in  einen  Kettenbruch  zu   verwandeln,   be- 
ruht darauf,  dafs  man  nach  imd  nach  die  Ausdrücke  bildet: 

wo  a  die  gröfste  in  x  enthaltene  ganze  Zahl,  a  die  grofste  in 
x'  enthaltene  ganze  Zahl  u.  s.  w.  bedeutet.  Auf  diese  Weise  wird 
offenbar  die  Gröfse  x  in  den  folgenden  Eettenbruch 

a     H 

verwandelt,  und  dieser  wird  eine  endliche  oder  unendliche  An- 
zahl von  Gliederh  enthalten,  je  nachdem  die  Gröfse  x  rational 
oder  irrational  ist. 

Diese  Glieder  oder  Quotienten  a,  a,  a",  .. .  werden  immer, 
ebenso  wie  die  Gröfse  x,  positiv  vorausgesetzt  (wäre  x  kleiner 
als  1 ,  so  würde  der  erste  a  gleich  0  sein).  Zuweilen  ist  es  indessen, 
um  die  Reihe  convergenter  zu  machen,  zweckmäfsig,  auch  negative 
Quotienten  zuzulassen;  jedoch  ist  dies  eine  Ausnahme,  die  jedesmal 
ausdrücklich  angegeben  werden  mufs,  und  von  der  wir  im  folgenden 
nirgends  Gebrauch  machen  werden. 

2. 
Wenn  die  Gröfse  x  ein  rationaler  Bruch  -^  ist,  so  hat  man 
nur,  um  diese  Gröfse  in  einen  Kettenbruch  zu  verwandeln,  mit  den 
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beiden  Zahlen  M  und  N  ebenso  zu  verfahren,  als  ob  man  den 
grofsten  gemeinsamen  Teiler  derselben  suchte. 

Nimmt  man  M>  N  an,  so  ist  das  Schema  für  diese  Rechnung: 

^IK  Z/Z.  Z/_Ö 

Rest  Pia'     Rest  Ö  l  a  '     Rest  E  [  «'"'  ^'  ®*  ^* 

Hiernach  erhält  man  der  Reihe  nach: 


M 

N  ~ 

a 

+^. 

N 
P  ^ 

a 

+1. 

P 

Q  ~ 

a 

+  «■ 

u. 

s. 

W. 

=  «  + 

1 

1 

; 

N 
M  " 

1 

1 

1 
a" 

'+ 

Mithin: 

M 


In  diesem  Falle  sind  die  Glieder  des  Eettenbruchs  nichts  an- 
deres als  die  bei  der  Berechnung  des  gemeinschaftlichen  Teilers 
der  Reihe  nach  gefundenen  Quotienten,  und  es  ist  klar,  daÜs 
der  Eettenbruch  stets  auf  eine  bestimmte  Anzahl  von  Glie- 
dern besoliränkt  ist,   die  mehr   oder  weniger  grofs  sein  kann,  je 

nachdem  der  Bruch  -^   mehr  oder  weniger  zusammengesetzt  ist. 


Die  aufeinanderfolgenden  Glieder  a,  a\  d\  .  * .  des  Kettenbruchs 
haben  wir  Quotienten  genannt.  In  .ähnlicher  Weise  werden  wir  die 
Grofsen  x^  x,  x",  . . .,  welche  sich  aus  der  Berechnung  der  Ent- 
wicklung ergeben  und  deren  Hauptbestandteile  die  ganzen  Zahlen 
c,  a',  a",  . . .  bilden,  voUBtändige  Quotienten  nennen.  Jeder  voll- 
ständige Quotient  enthält  aufser  der  in  ihm  vorkommenden  ganzen 
Zahl  sämtliche  nachfolgenden  Quotienten  des  Eettenbruches  implicite 
in  sich,  da  man  ja  erst  durch  die  Entwicklung  dieses  vollständigen 
Quotienten  nach  und  nach  alle  folgenden  Quotienten  findet. 

Wenn  man  einen  algebraischen  Ausdruck  hat,  welcher  den  Wert 
des  bis  zum  Gliede  a^^^  einschliesslich  fortgesetzten  Kettenbruches 
darstellt,  und  wenn  man  in  diesen  Ausdruck  an  Stelle  von  a^")  den 
vollständigen  Quotienten  x^^^  einsetzt,  so  wird  das  Resultat  offenbar 
der  genaue  Wert  von  x  sein.  Denn  selbst  wenn  der  Kettenbruch 
sich  ins  Unendliche  erstreckte,  würde  man  in  aller  Strenge 

2* 
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haben.  Daraus  folgt^  dafs  man  mit  Hülfe  eines  jeden  vollstän- 
digen Quotienten  stets  den  vollständigen  und  genauen  Wert 
der  entwickelten  Gröfse  wieder  hervorbringen  kann,  wie 
weit  man  auch  die  Entwicklung  fortgesetzt  haben  möge.  Diese  Eigen- 
schaft wird  in  der  Folge  eine  grofse  Anzahl  nützlicher  Anwendungen 
finden. 

4. 
Ist  der  Eettenbruch 

gegeben,  so  mufs  man,  wenn  man  ihn  in  einen  gewöhnlichen 
Bruch  verwandeln  oder  seinen  Wert,  welches  auch  die  Anzahl 
seiner  Glieder  sein  möge,  finden  will,  auf  das  Gesetz  achten,  welches 
die  erhaltenen  Resultate  befolgen,  wenn  man  nach  und  nach  das 
erste  Glied,  die  beiden  ersten  Glieder,  die  drei  ersten  Glieder  u.  s.  w. 
dieser  Gröfse  nimmt.  Nun  erhält  man  durch  die  gewöhnlichen  Re- 
duktionen: 


a  = 

a 
1 

«  + 

1 

_  «p  + 

1 

«  + 

1 

y 

fPy  +  y  +  a 

«  + 

1 

T.i 

aßyS  +  y^  + 

a9+  ( 

tß  +  1 

=                 ßYd  + 

ö  +  ß 

u.  s.  w. 

Daraus  geht  hervor,  dafs,  wenn  — ,    -  zwei  aufeinanderfolgende 

Resultate  sind  und  ft  ein  neuer  Quotient,  das  nächstfolgende 
Resultat 

qti  +  n 

sein  wird.  Dies  ist  das  allgemeine  Gesetz,  nach  welchem  man  leicht 
den  Wert  des  gegebenen  Kettenbruchs,  welches  auch  die  Anzahl 
seiner  Glieder  sein  möge,  berechnen  kann. 

Das  Schema  der  Rechnung  ist  folgendes: 
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Quotienten:  «  ;   /*  >       y     y  *  ;  "  *  f* ;  f*' ;   f*"  ?  "  *  • 

Naherungsbrüche:  -^,  y,  — p— ,  — ^y^pj— ,  "'Y'  Y'l"'  '" 

Man  schreibe  in  eine  Zeile  die  aufeinanderfolgenden  Quotienten  a, 

1     tt 
^,  y,  ^  . . .,   setze  unter  die  beiden  ersten  die  beiden  Brüche  — ,  y 

(wo  der  erste  nur  deshalb  hingesetzt  wird^  um  das  Gesetz  besser 
erkennen  zu  lassen)^  multipliciere  darauf  jeden  Zähler  mit  dem  darüber 
stehenden  Quotienten  und  addiere  dazu  den  vorhergehenden  Zähler^ 
so  ist  die  Summe  der  folgende  Zähler.  Genau  ebenso  verfahre  man 
hinsichtlich  der  Nenner.  Die  Reihe  der  Brüche,  welche  sich  aus 
dieser  Rechnung  ergeben,  stellt  die  verschiedenen  Werte  des  gegebenen 
Kettenbmches  dar,  je  nachdem  man  mehr  oder  weniger  Glieder  nimmt. 
Diese  Brüche  müssen  sich  mehr  und  mehr  dem  vollständigen  Werte 
des  Eettenbruches  nähern,  und  dies  ist  der  Grund,  weshalb  wir  sie 
Nähenmgsbrüohe  nennen.  Erstreckt  sich  der  Kettenbruch  nicht  ins 
Unendliche,  so  wird  der  letzte  der  Näherungsbrüche  der  genaue  Wert 
des  gegebenen  Eettenbruches  sein. 

•5. 

Um  das  soeben  angegebene  Gesetz  zu  begründen,  nehmen 
wir  an,  dafs  es  wenigstens  bis  zu  einem  gewissen  Quotienten  ft  richtig 

sei.  Ist  —  der  Näherungsbruch,  welcher  dem  Quotienten  ft  entspricht,^ 
oder    welcher    unmittelbar   unter   diesem   steht,    ist  femer   ^    der 

\      ■  q' 

Näherungsbruch,   welcher  —  vorangeht,   und  K-  derjenige,  welcher 

auf  ihn  folgt,  nämlich  so: 

P^     P^     P_ 

'*  '    q^^     q'     q  ' 

SO  erhält  man  dem  in  Rede  stehenden  Gesetze  zufolge: 

und  es  wird  der  Bruch  A-  derjenige  sein,  welcher  sich  aus  allen  Quo- 
tienten des  Kettenbruches  bis  zu  ft  einschliefslich  ergiebt.  Fügen 
wir  jetzt  hinter  ft  noch  einen  neuen  Quotienten  fi    hinzu,   und  ist 

^  der  bis  zum  Quotienten  ft'  einschliefslich  berechnete  Wert  des 
Kettenbruchs,  so  ist  klar,  dafs  der  analytische  Wert  von  Ar  nichts 
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andres  ist  als  der  von  ^ ,  wenn  man  in  letzterem  a  A — ?-  an  Stelle 
von  (i  setzt.    Folglich  erhält  man: 


p-      p('^  +  i')+P'      pv  +  p 


Mithin  leitet  sich  der  Näherungsbruch  "^  aus  den  beiden  vorher- 
gehenden -- ,  ^  und  dem  dem  letzteren  entsprechenden  Quotienten  /i' 

dem  Gesetze: 

p  ='Pii+p 

ff  '      '     I 

gemäfs  her.  Dieses  Fortschreitungsgesetz  wird  demnach  allgemein 
für  die  ganze  Ausdehnung  des  Eettenbruches  gelten. 

6. 
Es  ist  zu  beachten^  dafs  die  aufeinanderfolgenden  Näherungs- 
brüche 

o'i'        ß      >        py  +  i       '"' 
abwechselnd  grofser  und  kleiner  als  der  vollständige  Wert  x 
des  Eettenbruches   sind.     Es   ist   dies   eine  Folge   davon  ^   dafs   die 
Quotienten  a,  ß,  y^  d . .  .  sämtlich  positiv  genommen  sind.     Nimmt 
man  nämlich  nur  ein  Glied  a,  so  ist  offenbar  a  <  x]  nimmt  man 

zwei  Glieder,  so  ist  «  +  -^  >  ^j  denn  man  müfste,  um  den  wahren 
Wert  von  x  zu  erhalten,  den  Nenner  ß  um  eine  gewisse  Gröfse  ver- 
mehren.   Ebenso  sieht  man,  dafs,  wenn  man  drei  Glieder  a  +  -b-  .   l 

P  +  7 

nimmt,  das  Resultat  kleiner  ist  als  x  und  so  abwechselnd  weiter. 
Folglich: 

Der  Wert  von  x  ist   stets  zwischen  zwei  aufeinander- 
folgenden Näherungsbrüchen  enthalten. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  behaupte  ich,  dafs,  wenn  ^,  — 

zwei  aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  sind,  die  Gleichung 
besteht: 

pq'-p'q^  +  l, 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der  Bruch  —  zu  den  Brüchen, 
welche  gröfser  als  x  sind,  gehört,  oder  wenn  er  von  ungerader 
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Ordnung  ist  (wobei  -g-  als  erster  betrachtet  wird);  und  das  untere 

Zeichen,  wenn  er  von  gerader  Ordnung  ist. 

Betrachtet  man  nämlich  drei  aufeinanderfolgende  Näherungs- 
brache ^,  — ,  -V,  und  bezeichnet  man  den  zu  —  gehörigen  Quo- 
tienten mit  ft;  80  hat  man  dem  bewiesenen  Gesetze  zufolge: 

2'  =  f*3  +  2'. 
Hieraus  folgt: 

Ans  demselben  Grunde  aber  erhält  man.  wenn  -^  der  dem  Bruche  ^ 

vorangehende  Näherungsbruch  ist: 

i>2^  —  pOj  =  —  (j>Og«^  —  2)0«2Ö). 

Geht  man  also  bis  auf  die  beiden  ersten  Brüche  -z  ,  y,  bei  welchen 

die  analoge  DifiFerenz  1  •  1  — .«  •  0  =  1  ist,  zurück,  so  folgt,  dafs  die 
Differenz  p^  —  p^q  stets  gleich  1  ist  und  zwar  mit  dem  Vorzeichen  + 

versehen,  wenn  —  von  ungerader,  mit  dem  Vorzeichen  —  versehen, 

wenn  es  von  gerader  Ordnung  ist. 

7. 
Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welches   die  Differenz   zwi- 


P 
Werte  x  des  Kettenbruches  ist 


sehen   einem   Näherungsbruche   —   und    dem   vollständigen 


Zu  dem  Zwecke  möge  stets  der  -  vorangehende  Näherungs- 
bruch  mit  ^  und  der  diesem  entsprechende  vollständige  Quotient 
mit  y  bezeichnet  sein.    Dann  ist  dem  Bewiesenen  zufolge: 

Hieraus  erhält  man:  * 

x  —  ^   :=  P'g""Pg'    = +-^ 

2  2(32/+ 3')  2(32/ +2'0 

und: 

pO  ^  (pqO-qpO)y  _±_3/_ 

2o  2^(22/ +  2")         2^2y  +  2"r 

Somit  erkennt  man  folgendes: 
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1)  X  —  ~  und  X  —  ^  sind  immer  entgegengesetzten  Zeichens 

und  es  ist  demnach,  wie  wir  schon  bewiesen  haben,  der  genaue  Wert 
von  X  immer  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Näherungsbrüchen 
enthalten. 

2)  Die  Differenz  x  —  —  ist  im  allgemeinen  kleiner  als  -j] 

[   * 
dieselbe  kann  mithin  durch  -=r->  wo  *  kleiner  als  1  ist^  dargestellt 

werden. 

3)  Die  Grofse'p  — ga?  ist  (vom  Vorzeichen  abgesehen)  kleiner 

als  p^  —  gPx.    Denn  es  ist  —  =  -^ — ^  ,  und  y  ist,  wie  aus  der 

y  q  X      p 

Natur  der  Kettenbrüche  folgt,  immer  grofser  als  1. 

Demnach   ist   umsomehr   ~  —  a;  kleiner   als  ^  —  x.    Folglich 


P_ 
Diese  Eigenschaft  rechtfertigt  die  Benennung  dieser  Brüche. 


liegt  der  Näherungsbruch  —  näher  an  x^   als   alle  vorhergehenden. 


8. 
Ist  jetzt  —  irgend  ein  Bruch,  dessen  Nenner  q>  kleiner 

ist  als  q,  so  behaupte  ich,  dafs  die  Gröfse  ä  —  q>x,  vom  Vorzeichen 
abgesehen,  gröfser  ist  als  p  —  qx  und  selbst  grofser  als  p^ — q^x. 
Denn  nimmt  man: 

M  =  pq)  —  qx 
N  ^p^tp  —  cf^Tt, 
so  ergiebt  sich  umgekehrt: 

(pgo  —pOq)jc  =  p^M  —  pN 
(p^  —  pOq)(p=  fM  —  qN. 

Nun  ist  aber  nach  Voraussetzung  9?  <  2?  und  femer  ist  pq^  — p^q'=  +  1 ; 
mithin  werden  die  beiden  Zahlen  M  und  N  notwendig  dasselbe  Vor- 
zeichen haben.    Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  erhält  man: 

(p^  —  p^q)  {%  —  q>x)  =  M (i)^  —  g^'x)  —  N{p  —  qx). 

Da  aber  M  und  N  dasselbe  Zeichen,  die  Gröfsen  p^  —  g^x  und  jp  —  qx 
aber  entgegengesetztes  Zeichen  haben  und  femer  p^ — p^q^^  +  1 
ist,  so  ist  Ä  —  (px  nicht  allein  grö&er  als  jede  der  GroiDsen  jp®  —  gf^Xj 
p  —  qXf  sondem  auch  mindestens  gleich  ihrer  Summe. 
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Da  nun  nach  Voraussetzung  7  <2  ^^^  somit  allgemein  Jt  —  (px> 
p  —  qx  ist;  80  folgt  daraus  um  so  mehr: 

x>  —  —  X. 

Mithin  liegt  der  Näherungsbruch  —  immer  näher  an  x,  als  jeder 
andere  Bruch  — .  dessen  Nenner  kleiner  als  q  ist 

Diese  Eigenschaft  der  Eettenbrüche  kommt  jedesmal 
dann  mit  Vorteil  zur  Anwendung,  wenn  es  sich  darum  handelt; 
Verhältnisse  zwischen  sehr  grofsen  Zahlen  oder  irrationale 
Zahlen  durch  Verhältnisse  auszudrücken,  welche  möglichst 
einfach  sind  und  den  ersteren  möglichst  nahe  kommen. 


Ist  ein  Bruch  —  gegeben,  der  sich  von  einer  beliebigen  Gröfse  x 
um  +  -~i  unterscheidet,  worin  d  kleiner  als  die  Einheit  ist,  so  soll 
die  Bedingung   dafür   ermittelt  werden,   dafs   —   einer  der 

Näherungsbrüche  ist,  welche  sich  bei  der  Entwicklung  von  x  in 
einen  Eettenbruch  ergeben. 

Dazu  setzen  wir  voraus,  dafs  die  Entwicklung  des  Bruches  — 
die  aufeinanderfolgenden  Quotienten  a,  ß,  y,  . . .  (i  ergebe,  und  dafs 
man  mittelst  derselben  die  gegen  —  convergierenden  Brüche  berechnet 
habe,  nämlich: 

Qijptienten:  a,    /),        y,       . . .  ft 

Näherungsbrüche:  -^,  y,    ''^^^  r"  ^>  f  • 

Wenn  der  Bruch  ~  ein  Näherungsbruch  von  x  ist,  so  müssen  die 

Quotienten  a,  ß,  7^, . . .  ft  auch  bei  der  Entwicklung  von  x  sich  er- 
geben, und  auf  den  Quotienten  ft  müssen  noch  mehrere  andere  ft',  fi\  . . . 
folgen.    Nennen  wir  y  den  vollständigen  Quotienten,  welcher  in  der 

Entwicklung  von  x  dem  Näherungsbruche  --  entspricht,  so  hat  man: 


^^  -py+p" 


mithin: 


X  — 


qy  +  a" 
P_  ^  v^3_zLPql  ^      +  ^    _ 

2  2(32/+ 2°)  fl(2y+2')' 
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Da  diese  Grofse  gleich  +  ^-  sein  soll,  so  mufs  zunächst  das  Vor- 
zeichen von  jpg®  —  p^q  mit  demjenigen  von  S  tibereinstimmen.  Dies 
läfst  sich  aber  stets  erreichen. 

Denn  da  die  Reihe  der  Quotienten  a,  ß,  y,  . . .  ft  aus  dem  ge- 
gebenen Bruche  —  durch  dieselbe  Rechnung  erhalten  ist,  welche  man 

anwendet,  um  den  gemeinsamen  Teiler  von  p  und  q  zu  finden,  so 
ist  der   letzte   dieser  Quotienten  ft  immer   gröfser  als   die  Einheit. 

Denn  wäre  er  gleich  1,  so  würde  der  Kettenbruch  «  +  ätt — ,9 
anstatt  mit  den  beiden  Gliedern  ^  +_L  ^^  endigen,  mit  dem  einen 

Gliede        .        aufhören.    Umgekehrt  kann  man  also  auch,  wenn  man 

es  für  zweckmäfsig  hält,  den  letzten  Quotienten  fL  in  zwei  andere 
ft  — 1,1  zerlegen,  so  dafs  man  die  Berechnung  der  Näherungs- 
brüche von  —  nach  Belieben  auf  die  eine  oder  andere   der   beiden 

Arten 

•••A,  ft        ,         .    -A,  |[i  — 1,  1 

m 
n 

als  beendigt  ansehen  kann.  Ist  -^  der  Näherungsbruch,  welcher  bei 
der  einen  oder  andern  Annahme  unmittelbar  ~  vorangeht,  so  kann 

man  also  entweder  p^  =  m,  q^  ==  n  oder  p^  =p  —  m,  g<^  =  g  —  n 
annehmen.    Das  Vorzeichen  von  pgf^  —  p^q  ist  aber  in  beiden  Fällen 
entgegengesetzt.    Mithin  läfst  sich  in  jedem  Falle  bewirken,  dafs  die 
Grofse  pq^  —  p^q  dasjenige  Vorzeichen  besitzt,  welches  Aan  will. 
Man  hat  also  ohne  Zweideutigkeit: 

—7 jj — r-  e=  — -     oder  S  = ; — 0" ' 

Da  nun  y  positiv  und  gröfser  als  1  sein  mufs,  wenn  y  der  dem 
Näherungsbruche  —  entsprechende  vollständige  Quotient  sein  soll, 
so  ist: 

und  umgekehrt,  wenn  S  <  —^—0-  ist,  so  ist  der  Wert  von  y  positiv 
und  gröfser  als  1 ,  und  es  wird  somit  —  einer  der  Näherungsbrüche 


p 

m 
n 

9 

p  -m       p 

q 

q-n  '    q 
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von  X  sein.     Dies  ist  die  Bedingung;  welche  gefunden  wer- 
den sollte. 

Diese  Bedingung  würde  unter  andern  immer  erfüllt  sein,  wenn 

d  <  —  wäre,  da  stets  q^  <q  ist. 


10. 

Wir  wollen  an  dieser  Stelle  eine  Anwendung  der  vorstehenden 
Eigenschaft  geben,  die  bei  der  Auflösung  der  unbestimmten  Glei- 
chungen zweiten  Grades  von  Nutzen  «ein  wird. 

Ist  2>*  — -^g*  =  +  2)  eine  unbestimmte  Gleichung,  in  welcher 
D  <  yX  ist,  so  behaupte  ich,  dafs,  wenn  diese  Gleichung  auf- 
lösbar ist,  der  Bruch  —  unter  den  Naherungsbrüchen  von  y^  vor- 
kommt. 

In  der  That  erhält  man  aus  dieser  Gleichung: 


und  somit: 
.folglich: 


^  -Vä=      ±^      =  ±± 


p  +  qV-^ 


Ist  ^  der  Näherangsbruch,  welcher  —  vorangeht,  und  welcher 

so  bestimmt  ist,  dais  das  Zeichen  von  d  dasselbe  ist  wie  das  von  D, 
so  bleibt  zu  beweisen  übrig,  dafs 


p  +  qYÄ       q  +  q' 

oder: 

Setzt  mai>  auf  der  rechten  Seite  an  Stelle  von  p  seinen  Wert  ql/A  +  — , 
so  läfst  sich  die  zu  beweisende  Ungleichheit  folgendermafsen  schreiben: 

Diese  Ungleichheit  ist  aber  augenscheinlich  richtig,  da  }/!Z>D, 
g  >  g^  ist  und  der  Teil  {q  —  3^)]/^,  welcher  mindestens  gleich  Yä 
ist,  allein  schon  -— ,  welches  kleiner  als  die  Einheit  ist,  übersteigt. 
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Mithin  kommt  —  immer  unter  den  Näherungsbrüchen  von  YA  vor, 
so  dafs  man,  um  alle  ganzzahligen  Lösungen  der  Gleichung 

in  welcher  D  <  ]/2  ist,  zu  erhalten,  nur  Y^  ^  einen  Eettenbruch 
zu  entwickeln  und  die  daraus  entstehenden  Näherungsbrüche  zu  be- 
rechnen hat. 

11. 
Betrachten   wir   einen   Kettenbruch   —  ,    i  =  — ,    welcher 

"+J+...    «' 

kleiner  als  die  Einheit  ist  und  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern 
besitzt,  und  berechnen  wir  die  Näherungsbrüche  in  der  gewöhnlichen 
Weise,  wie  folgt: 

Quotienten:  ^}    ßf        Y      >*'^;^;f* 

pooo 

SO  erhält  man  dem  Bildungsgesetze  zufolge: 


Näherungsbrüche:  y,  -^,      J.^  , .  -  -  ^'''      ^"     P' 


q    =  iiq^    +  i^  ,    und  daher:   —    =  —  .    g"^ 

«00  i 

»      "        a"   ~  1  +  4» 


gO    =;igOO     -l-gOOO 


(fio  ««OuO     I     „01)00  9  ±_       „0000 

a  *  T^    „000 

U.  8.  W.  U.  8.  W. 

Folglich  allgemein: 


2  -  ''  +  1-+1 


»  +  • 


+  ^-, 


a 


d.  h.  die  Entwicklung  von  —  giebt  die  Quotienten  ^^  A,  x,  . . .  /J,  «, 

und  diese  sind  nichts  andres  als  die  Glieder  des  gegebenen  Ketten- 
bruchs, in  umgekehrter  Reihenfolge  genommen. 

Wenn  demnach  der  Fall  eintritt,  dafs  diese  Quotienten 
eine  symmetrische  Beihe  bilden,  d.  h.  eine  Reihe  wie  a,  /),  y^ 
...)/,  /3,  a,  in  welcher  sowohl  die  beiden  äufsersten  als  auch  die  von 
den  äufsersten  gleichweit  abstehenden  Glieder  einander  gleich  sind, 

so  ist  offenbar  -^-=:--^-,  oder  q^^^p.     Ist  umgekehrt  q^^^Pj  so 
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kann    man   daraus  schliefsen,   dafs   die  Reihe  der  Quotienten  sym- 
metrisch ist 

Beispiele  von  solchen  Reihen  wird  man  bei   der  Kettenbruch- 
entwicklung  der  Quadratwurzeln  aus  Zahlen  kennen  lernen. 

§2. 

Auflösung  der  unbestiminten  Gleichungen  ersten  Grades. 

12. 
Sind  zwei  Zahlen  a  und  b,   die   prim  zu  einander   sind^ 
gegeben;  so  kann  man  immer  die  Gleichung 

ax  —  6y  =  1 
in  ganzen  Zahlen  auflosen. 

Zu  dem  Zwecke  mufs  man  -r-  in   einen   Eettenbruch   ver- 

0 

wandeln,  und  die  Reihe  der  Näherungsbrüche  von  y  berechnen.   Ist 
-Tö  derjenige  Naherungsbruch,  welcher  y  vorangeht,  so  hat  man  die 

Gleichung: 

afto  — «06  =  + 1. 

Wenn  das  Zeichen  +  gilt,  so  ist  unmittelbar  x  =  ¥,  y  =  a®,  oder 
allgemeiner,  wenn  man  eine  unbestimmte  Zahl  z  hinzunimmt: 

y  =  a®  +  az, 
Ist  dagegen  ab^  —  a^b  =  —  1,  so  kann  man  x  =  —  b^,  y  =  —  a® 
setzen,  oder  allgemeiner: 

X b'^  +  be 

y=  —  a^'\-azy 
wo  z  eine  unbestimmte  Zahl  ist,  die  man  nach  Belieben  positiv  oder 
negativ  nehmen  kann. 

Allgemein,  soll  die  Gleichung 

ax  —  by  =  c, 
wo  a  und  b  immer  zu  einander  prim  sein  sollen,  aufgelost  werden, 
so   suche   man  ebenso   mit  Hülfe   der  Eettenbrüche   die   Zahlen  aP 
und  6®,  welche 

afto  —  a«6  =  ±  1 

ergeben;  dann  folgt  daraus: 

x  =  bjs  +  Wc 
y  ^=^  az  +  a^c. 
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Mittelst  der  Unbestimmten  z  kann  man  leicht  eine  solche  Losung 
finden,  dafs  x  nicht +  —6  übersteigt,  und  eine  andere  solche,  dafs 
y  nicht  gröfser  ist  als  +  Y^'  Wenn  nämlich  h^c  grofser  ist  als  -^h^ 
so  kann  man  für  z  diejenige  ganze  Zahl  nehmen,  welche  -^  am 
nächsten  liegt;  alsdann  ist  Wc  —  he  kleiner  als  -^h. 

Wir  haben  vorausgesetzt,  dafs  a  und  h  keinen  gemeinsamen 
Teiler  haben.  Denn  hätten  sie  einen  solchen,  so  würde  die  Gleichung 
ax  —  hy  =  c  nicht  stattfinden  können,  wofern  nicht  c  selbst  durch 
diesen  gemeinschaftlichen  Teiler  teilbar  wäre,  und  in  diesem  Falle 
würde  man  ihn  durch  Division  wegschaffen  müssen. 

Bemerkung.  Ohne  die  Zahlen  t  und  t«,  welche  unbestimmt  sein 
können,  zu  kennen,  darf  man  immer,  wenn  man  nur  weifs,  dafs 
die  eine  dieser  Zahlen  u  prim  zu  einer  gegebenen  Zahl  A  ist,  an- 
nehmen, dafs  es  zwei  Zahlen  n  und  z  von  solcher  Beschaffenheit 
giebt,  dafs  t^=nu  —  An  ist,  und  femer  noch,  dafs  n  nicht  gröfser 

ist  als  —A.  Diese  Eigenschaft  wird  in  der  Folge  bei  vielen  Gelegen- 
heiten Anwendung  finden. 

13. 
Die  Gleichung  ax  —  6y  «=  c,  die  wir  soeben  aufgelöst  haben, 
giebt  das  Mittel  an  die  Hand,  um  einen  solchen  Wert  von  x 

zu  bestimmen,  dafs  — r —  eine  ganse  Zahl  ist,  eine  Bedingung, 

die  wir  ausdrücken,  indem  wir  setzen: 

— ^ —  =  e  (entier). 

Es  kann  nun  die  Aufgabe  gestellt  sein,  dafs  mehrere  derartige 

Bedingungen  gleichzeitig  erfüllt  sein  sollen.    Nehmen  wir  an, 

dafs  man  einen  solchen  Wert  von  x  verlangt,  dafs  die  drei  Gröfsen 

ax  —  c       a  X  —  c        d'x  —  c" 


ganze  Zahlen  seien,  so  giebt  die  erste  Bedingung  einen  Wert  von  x 
von  der  Form  a?  =  m  +  6jsr.  Setzt  man  diesen  Wert  in  die  zweite 
Gröfse  ein,  so  mufs  man  z  derart  bestimmen,  dafs 

ahz  +  am  —  c 

y <^ 

ist.  Hier  kann  es  eintreffen,  dafs  die  Lösung  unmöglich  ist.  Denn 
wenn  6  und  V  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  %^  haben,  so  ist  klar, 
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dafs  die  vorstehende  Gleichung  nicht  stattfinden  kann^  wofern  nicht 
die  bestimmte  Zahl  dm  —  c   ebenfalls  durch  ^  teilbar  isi 

Im  allgemeinen  wird  der  Wert  von  z,  welcher  der  vorhergehen- 
den Bedingung  (falls  sie  nicht  unmöglich  ist)  genügt^  von  der  Form 

sein:  je?  =  n  +  6'/  oder  0  =  w  +  ^/,  wenn  V  und  h  einen  gemein- 
schaftlichen Teiler  d'  haben.  Man  erhält  also  im  allgemeinen 
a;  =  m'  +  B' z\  wo  B'  gleich  hV  oder  gleich  der  kleinsten  Zahl  ist, 
die  gleichzeitig  durch  6  und  V  teilbar  ist.  Wird  dieser  Wert  in  die 
dritte  Grofse,  welche  eine  ganze  Zahl  werden  sollte,  eingesetzt,  so 
ergiebt  sich  daraus  der  schliefsliche  Wert  von  Xy  welcher  von  der 
Form  a;  =  ilf  +  Bz  sein  wird,  wo  B  die  kleinste,  gleichzeitig  durch 
ij  b\  V  teilbare  ganze  Zahl  und  z  eine  unbestimmte  Zahl  ist.  Auf 
diese  Weise  wird  man  immer  einen  Wert  von  x  finden  können,  der 

kleiner  oder  wenigstens  nicht  gröfser  als  yJ?  ist.   Aus  diesem  ersten 

Werte  leitet  man  dann  alle  andern  her,  indem  man  ein  beliebiges 
Vielfache  von  B  zu  ihm  addiert  oder  von  ihm  subtrahiert. 

Wenn  die  Zahlen,  mit  denen  man  rechnet,  nicht  sehr  grofs  sind, 
ist  es  leicht,  den  verschiedenen  Bedingungen  zu  genügen,  ohne  die 
Eettenbrüche  zu  Hülfe  zu  nehmen.  Wir  wollen  z.  B.  eine  Zahl  x 
von  der  Beschaffenheit  suchen,  dafs  die  drei  Grofsen: 

3a?—  10       l\x  -f  8       16a;  —  1 
7         '  17        '  6 

ganze  Zahlen  werden.    Die  letzte  Grofse  enthält  einen  ganzen  Teil 

a;  —  1 
3fl?  und  einen  Rest  — - —    Ist  dieser  Rest  glejich  Zj  so  hat  man: 

rc  =  öjef  +  1. 

Wird  dieser  Wert,  welcher  der  dritten  Bedingung*  genügt,  in  den 
ersten  Ausdruck  eingesetzt,  so  erhält  man 

16g--  7 

7        ' 

oder,   wenn  man  den  ganzen  Teil  wegläfst,  -  =  e,  also: 

z  <=lu  und  x  ==  35w  +  1- 

Diesen  Wert  hat  man  noch  in  die  zweite  Gröfse  zu  substituieren, 
wodurch  man  erhält: 

385  m  +  19 

-      17  ='■ 
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Läfst  man  den  in  der  linken  Seite  enthaltenen  ganzen  Teil  weg,  so 
wird  diese  Bedingung: 

__ e  oder  i^—^e. 

Multipliciert  man  die  linke  Seite  mit  3  und  läfst  man  den  ganzen 

Teil  weg^  so  erhält  man: 

—  u  +  6 

Mithin: 

M  =  6  +  17^  nnd  ÄJ  =  211  +  5  .  7  .  17^ 

Man  sieht  hieraus^  dafs  die  kleinste  Zahl,  welche  der  Aufgabe  ge- 
nügt, 211  isi 

14. 
Jeder  Bruch  -^,   dessen   Nenner   das   Produkt  sweier  zu 

einander  primen  Zahlen  m  und  n  ist,  läfst  sich  in  zwei  andre 
Brüche  zerlegen,  welche  m  und  n  zu  Nennern  haben. 

Sind  nämlich  m  und  n  prim  zu  einander,  so  kann  man  immer 
der  Gleichung  mx  -^  ny  =  C  genügen  und  daraus  folgt: 

C^ C_ _^   I   _y_ 

D  mn  n     *     m  ' 

Jeden  dieser  Brüche  kann  man  weiter  in  zwei  andere  zerlegen, 
wenn  sein  Nenner  das  Produkt  zweier  zu  einander  primen  Zahlen  ist. 

Allgemein    also    kann   jeder   Bruch  -^,    dessen   Nenner   das 

Produkt  von  mehreren  zu  einander  primen  Zahlen  tn,  n,  j>, . . 
ist,  in  mehrere  andere  zerlegt  werden,  deren  Nenner  die 
einzelnen  Faktoren  w,  n,  _p,  . . .  sind,  und  die  Aufgabe  wird 
immer  unbestimmter  werden,  je  mehr  die  Anzahl  der  Faktoren  zu- 
nimmt. 

§3. 

Methode,  um  die  unbestinunten  Gleichungen  zweiten  Grades  in  ratio- 
nalen Zahlen  aufzulösen. 

15. 
Ist  die  allgemeine  Gleichung 

aa^  -|-  bxy  +  cy^  +  da?  -]-  cy  -]-  f=  0 
gegeben,  in  welcher  x  und  y  unbestimmte  Zahlen  und  a,  &,  c,  d,  e,  f 
gegebene  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind,  so  erhält  man 
zunächst  aus  dieser  Gleichung: 

2ax  +  iy  +  d  =  y{üj+W^^<^^~+~^y~+fy 
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Setzt  man  sodann  zur  Abkürzung  die  Wurzelgröfse  gleich  t  und  femer: 

fe*  —  4ac  =  Ä 
bd —  2a€  =  g 

80  hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

2aX'\-    6y  +  J  =  ^ 

^/  +  2gy  +  h  =  t\ 
Multiplicieren  wir  die  letztere  mit  Ä  und  setzen  wieder: 

^y  +    9  =  ^ 
g'—Äh  =  B, 
so  erhalten  wir  die  transformierte  Gleichung: 

Umgekehrt,  wenn  man  Werte  von  u  und  t  finden  kann,  welche 
der  Gleichung  u^  —  Äfi  =  B  genügen,  so  erhält  man  daraus  für  die 
gegebene  Gleichung  die  Werte  der  unbestimmten  Zahlen  x  und  y, 

nämlich: 

u  —  g  t  ^  by  —  d 

wobei  zu  beachten  ist,  dafs  u  und  t  beide  mit  einem  beliebigen  Vor- 
zeichen genommen  werden  können. 

Wenn  man  die  Lösung  der  gegebenen  Gleichung  in  rationalen 
Zahlen  haben  will,  so  hat  man 'nur  die  transformierte  Gleichupg 
ti*  —  Ai^  =  B  für  solche  Zahlen  aufzulösen.  Wenn  man  aber  die 
gegebene  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  auflösen  will,  so  ist  erforder- 
lich, nicht  allein,  dafs  t  und  u  ganze  Zahlen  seien^  sondern  auch, 
dafs  die  Werte  von  t  und  w,  in  die  von  x  und  y  eingesetzt,  für  diese 
ganze  Zahlen  ergeben.  An  dieser  Stelle  werden  wir  uns  nur  mit  der 
Auflösung  in  rationalen  Zahlen  beschäftigen. 

16. 

Jede  unbestimmte  Gleichung  zweiten  Grades  läfst  sich^  wie  wir 

eben  gesehen  haben,  auf  die  Form  u^  —  At^  =  B  zurückführen.   Nun 

kann  man^  welches  auch  die  rationalen  Zahlen  t  und  u  sein  mögen, 

annehmen,  dafs  sie  auf  einen  und  denselben  Nenner  gebracht  sind. 

Folglich  wird  man,  wenn  man  m  =  — ,   t  =  ^  setzt,  die  Gleichung 

anfzulösen  haben: 

x^  -  Ay^  =  B0^, 

in  welcher  jetzt  x^  y,  0  ganze  Zahlen  sind. 

Legendre,  Zahlentheorie  L  3 
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Man  kann  voraussetzen;  dafs  diese  drei  Zahlen  unter  einander 
keinen  allen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben;  denn  hätten  sie 
einen  solchen,  so  könnte  man  ihn  durch  Division  wegschaffen.  Ebenso 
kann  man  voraussetzen ,  dafs  die  Zahlen  A  und  B  keinen  quadra- 
tischen Teiler  haben.  Denn  wäre  z.  B.  A^^Äh^j  B=>S^P,  so 
konnte  man  Jcy  =  y  und  U  =  /  setzen,  und  dadurch  würde  die  auf- 
zulösende Gleichung  werden: 

in  welcher  Ä  und  ff  keinen  quadratischen  Teiler  mehr  haben. 

Wenn  die  Gleichung  s^  —  Ay^  =  Ba^  in  dieser  Weise  vor- 
bereitet ist,  so  wird  man  bemerken,  dafs  irgend  zwei  der  un- 
bestimmten Zahlen  x,  y,  0  einen  gemeinschaftlichen  Teiler 
nicht  haben  können.  Denn  wenn  z.  B.  s^  und  y*  durch  d^  teilbar 
wären,  so  müfste  auch  B^  durch  ^*  teilbar  sein.  Nun  läfst  sich 
aber  0^  nicht  durch  d'^  teilen,  da  die  drei  Zahlen  x,  y,  0  keinen  ge- 
meinschaftlichen Teiler  haben;  ebensowenig  aber  läfst  sich  B  durch 
d^  teilen,  da  £  keinen  quadratischen  Faktor  besitzt  Mithin  sind 
X  und  y  prim  zu  einander.  Aus  demselben  Grunde  sind  auch  x  und  0, 
sowie  y  und  0  zu  einander  prim. 

Ich    behaupte    femer,    dafis    A   und   B   positiv    angenommen 

werden    dürfen.     Denn   hinsichtlich    der   Vorzeichen   der   Glieder 

unserer  Gleichung  lassen  sich  nur  die  folgenden  drei  Kombinationen 

machen: 

x^  —  Ay*  ^  +  Bf^ 

x^  -  ^y«  =  -  Bsi" 
x'  +  Ay*  =  +  B0K 

(Die  Kombination  a^  +  ^tf^  =  —  -B^  is*  weggelassen,  weil  dieselbe, 
wie  man  sieht,  unerfüllbar  ist) 

Von  diesen  drei  Kombinationen  föUt  die  zweite  mit  der  dritten 
durch  eine  einfache  Umformung  zusammen.  Denn  multipliciert  man 
die  letztere  mit  B  und  setzt  dann  B0  ^^  /,  AB  '^^  A%  so  erhält  man: 

/«  —  jy  =  Ba^. 
Somit  kann  die  aufeulösende  Gleichung  stets  auf  die  Form 

x^  -  By^  =  A0' 
gebracht  werden,  in  welcher  A  und  B  positive  Zahlen  ohne  jeden 
quadratischen  Teiler  sind. 

17. 
Das   Verfahren,   welches   wir   anwenden   werden,   um   diese 
Gleichung  aufzulösen,  ist  von  Lagrange  in  den  Abhandlungen 
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der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1767  angegeben  worden.  Es 
besteht  darin^  dafs  man  durch  Transformationen  die 
Koefficienten  Ä  und  B  nach  und  nach  zu  verkleinern  sucht^ 
bis  einer  dieser  Koefficienten  gleich  1  ist,  in  welchem  Falle  dann  die 
Auflösung  sich  unmittelbar  aus  bekannten  Formeln  ergiebt. 

Die  in  dieser  Weise  umgeformte  Gleichung  ist  nämlich  von  der 
Form  x^  —  y*  =  Aj^  oder  a^  —  J5y*  «=  z\  Da  aber  diese  beiden 
Formeln  nur  eine  und  dieselbe  bilden,  so  reicht  es  hin,  wenn  wir 
die  Auflösung  der  ersten 

a?^  —  y^  =  Ä^^ 

angeben.  Zu  diesem  Zwecke  zerlegen  wir  Ä  in  zwei  Faktoren  a,  ß 
(welche  stets  prim  zu  einander  sein  werden,  da  A  keinen  quadrati- 
schen Teiler  hat),  und  denken  uns  je?  ebenfalls  in  zwei  Faktoren  p,  q 
zerlegt,  so  dafs 

A  =  aß,    ß=pq 

ist.    Alsdann  erhält  man  die  Gleichung: 

(x  +  y){x  —  y)  =  aßp^q^, 
welcher  man  allgemein  genügt,  wenn  man 

x  +  y  =  ap^,    x  —  y  =  ßq^ 
setzt    Dadurch  ergiebt  sich: 

so  dafs  also  die  drei  unbestimmten  Zahlen  rr,  y,  z  mittelst  zweier 
anderen  willkürlichen  Zahlen  p  und  q  ausgedrückt  sind.     Träte  der 

Fall  ein,  dafs  die  Werte  von  x  und  y  den  Bruch  —  enthielten,  so 

koimte  man  alle  drei  Gröfsen  x^  y,  ß  mit  2  multiplicieren. 
Dies  ist  die  allgemeine  Auflosung  der  Gleichung: 

x^  —  y*  =  Az\ 

Dieselbe  umfafst  ebensoviele  besondere  Formeln,  als  es  ver- 
schiedene Arten  der  Zerlegung  von  A  in  zwei  Faktoren  giebt. 

Ist  z.  B.  il  ==  30,  so  giebt  es  vier  verschiedene  Arten,  um  30 
in  zwei  Faktoren  zu  zerlegen,  nämlich: 

130,    2-15,    3-10,    5.6, 

und  aus  diesen  ergeben  sich  folgende  vier  Auflosungen  der  Gleichung 
a;«  -  y«  =  ^Of?: 

3* 


36  Erster  Hauptteil. 

1)  x=  /  +  30g2,  y=    i?*  — 302%  ^  =  2m 

2)  x  =  2p^  +  153%  y  =  2p«  -  153%  ^  =  2p2 

3)  ic  =  3|)«  +  102%  y  =  Sp^—  102«,  0  =  2pq 

4)  a;  =  5p2+    63%  y  =  5i)«~    63%  ^  =  2jp3. 

18. 
Wir  gehen  jetzt  zur  allgemeinen  Gleichung 

über  and  bemerken  zunächst;  dafs  man^  da  diese  Gleichung  dieselbe 
ist,  wie  x^  —  Az^  =  JSy^,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen, 
voraussetzen  darf,  dafs  der  Eoefficient  der  rechten  Seite  der 
gröfsere  von  beiden  sei.  Im  Falle  sie  gleich  sein  sollten,  führt  die 
Reduktion,  die  wir  angeben  werden,  stets  zum  Ziele. 

Es  sei  also  die  Gleichung  gegeben: 

a?  -  By^  =  Az^, 
in   welcher   A>  B   und   femer  A  und  B  positiv   und   ohne  jeden 
quadratischen  Faktor  vorausgesetzt  werden. 

Wie  wir  bereits  bewiesen  haben,  sind  x  und  y  prim  zu  einander. 
Daraus  folgt,  dafs  auch  y  und  A  prim  zu  einander  sind;  denn  wenn 
y^  und  A  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  ^  hätten,  so  müfste  a? 
ebenfalls  durch  %'  teilbar  sein,  und  es  würden  somit  x^  und  y*  nicht 
prim  zu  einander  sein. 

Da  aber  y  und  A  prim  zu  einander  sind,  so  wird  man  auch, 

wenn  man  voraussetzt,  dafs  die  gegebene  Gleichung  auflösbar  sei, 

und  dafs  man  somit  bestimmte  Werte  von  x  und  y,  z.  B.  a;  =  Jf, 

y  =  N  wirklich  finden  könne,  (nach  Nr.  12)   der  Gleichung  ersten 

Grades 

M^=^nN —  y'A 

genügen  können,  wobei  Jf,  JV,  A  gegebene  zu  einander  prime  Zahlen 
und  n,  y   zwei  unbestimmte  Zahlen  wären. 

Man  kann  daher  allgemein,  ohne  diese  besonderen  Lösungen 
x  =  My  y  =  N  zvi  kennen, 

x  =  ny  —  Ay' 
setzen,  wo  n  und  y   zwei  unbestimmte  Zahlen  sind,  und  setzt  man 
diesen  Wert  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so  erhält  man,  nachdem 
man  sie^urch  A  dividiert  hat: 


{^^^)f-2nyy'-\-Ay'^^i?. 
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Da  nun  y  und  A  prim  zu  einander  sind;  so  kann  diese  Gleichung 
nur  dann  bestehen,  wenn  — -j —  gleich  einer  ganzen  Zahl  ist.     Ist 

diese  ganze  Zahl  gleich  Äh^,  wo  ¥  der  grofste  quadratische  Teiler 
derselben  sein  soll,  so  ist: 

n^  —  B^  AÄh\ 
und  die  aufzulosende  Gleichung  wird: 

ÄhY  —  2nyy  +  Ay^  =  0\ 
Wir  werden  später  die  einfachsten  Hülfsmittel  angeben,  welche 
zur  Bestimmung  einer  Zahl  n  von  der  Beschaffenheit  fahren,   dafs 

n« B     . 

— -^ —  eine  ganze  Zahl  wird.    Für  jetzt  genügt  es  zu  bemerken,  dafs, 

wenn  es  irgend  einen  solchen  Wert  von  n,  dafs  w^  —  B  durch  A 
teilbar  wird,  giebt,  dieser  Wert  um  ein  beliebiges  Vielfaches  von  A 
vermehrt  oder  vermindert  werden  kann,  ohne  dafs  n*  —  B  aufhört, 
durch  A  teilbar  zu  sein.  Demnach  kann  man  annehmen,  dafs  der 
betreffende  Wert  zwischen  den  Grenzen  0  und  A  oder  sogar  zwischen 

den  noch  engeren  Grenzen  —  -^A  und  -^  —A  enthalten  ist. 

Daraus  ergiebt  sich,  dafs,  wenn  man  für  n  der  Reihe  nach 
alle  ganzen  Zahlen  von  — —A  bis  -\- ~  A  nimmt,  man  not- 
wendig einen  oder  mehrere  finden  wird,  für  welche  n^  —  B 
durch  A  teilbar  ist,  vorausgesetzt,  dafs  die  Gleichung  auf- 
lösbar ist;  und  in  dem  Falle,  wo  für  keine  dieser  Zahlen  n^  —  B 
durch  A  teilbar  ist,  wird  man  mit  Sicherheit  schliefsen  können, 
dafs  die  gegebene  Gleichung  nicht  auflösbar  ist. 

19. 
Nehmen  wir  also  an,  dafs  man  einen  oder  mehrere  Werte  von  n, 
welche  die  erforderliche  Eigenschaft  besitzen,  gefunden  habe,  so  mufs 
man  mit  jedem  dieser  Werte  die  Rechnung  in  folgender  Weise 
weiterführen. 

Wir  nehmen  die  Gleichung 

AkY  -  2nyy  +  Ay^  =  z^ 
wieder  auf.    Multipliciert  man  sie  mit  A'k^^  und  setzt  man  zur  Ab- 
kürzung: 

A'J^y  —  ny  =  x\    hz  =  /, 

so  wird  die  transformierte  Gleichung: 

x'^  —  By^  =  Äz\ 
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Diese  transformierte  Gleichung  würde  aufgelost  sein^  wenn  man  die 
Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  wüTste,  da  die  Werte  von  x^  y ,  / 
sich  leicht  aus  denen  von  x^  y^  z  ergeben.  Umgekehrt  wird  die  ge- 
gebene Gleichung  aufgelöst  sein^  wenn  man  die  Lösung  der  trans- 
formierten gefunden  hat.  Denn  aus  den  bekannten  Werten  von  Xy 
y ,  z  kann  man  gleichfalls  die  Werte  von  x,  y,  0  ableiten.  Dabei 
thut  es  nichts  zur  Sache,  ob  diese  letzeren  ganze  oder  gebrochene 
Zahlen  sind,  da  es  sich  nur  um  die  Auflösung  in  rationalen  Zahlen 
handelt,  und  da  man,  nachdem  man  irgendwelche  gebrochenen  Werte 
von  Xf  y,  z  gefunden  hat,  dieselben  auf  den  nämlichen  Nenner  bringen 
imd  sodann  den  gemeinsamen  Nenner  weglassen  kann. 

Da  man  die  Zahl  n  <  -^A  annehmen  kann,   so  wird  offenbar 

—jj^ —  oder  Ä  kleiner  als  -jA  und  zugleich  positiv  sein.    Denn  es 

kann  nicht  n  <  }/!B  sein,  da  sonst  n*  —  B<,B  wäre  und  daher  nicht 
durch  A  leilbar  sein  könnte.  Mithin  ist  die  gegebene  Gleichung  auf 
eine  ganz  ähnliche  Gleichung  zurückgeführt,  in  welcher  der  Koefficient 

A\  welcher  die  Stelle  von  A  einnimmt,  kleiner  als  -^A  ist. 

20. 

Wenn  Ä  noch  gröfser  als  B  ist,  so  kann  man  in  analoger  Weise 
aus  der  Gleichung  x'*  —  By^  =  A'z'^  eine  zweite  transformierte 
Gleichung 

ableiten,  in  welcher  A''  <  -7- J.'  und  stets  positiv  ist    Um  diese  zweite 

transformierte  Gleichung  zu  erhalten,  ist  keine  neue  Bedingung 
weiter  zu  erfüllen.    Denn  setzt  man,  nachdem  man  bereits 

A 

gefunden  hat,  n  =  (lA'  +  w  und  nimmt  die  imbestimmte  Zahl  ft  so 
an,  dafs  n  <  y-dL'  ist,  so  sieht  man  leicht,  dafs  — -j, —  eine  ganze 
positive  Zahl  und  kleiner  als  -^A'  ist.    Man  wird  also  setzen: 

wo  -4"  <-T-'^'  ^^*  ^^^  keinen  quadratischen  Paktor  enthalt 

Tritt  der  Fall  ein,  dafs  Ä'  noch  gröfser  ist  als  B,  so  setze  man 
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dieses  System  der  transformierten  Gleichungen;  in  denen  B 
konstant  bleibt^  fort^  bis  man  eine  Gleichung 

findet,  in  welcher  G  positiv  und  kleiner  als  B  ist. 

21. 
Nachdem   man  jedoch   das   Glied^   welches   den   gröfseren 
Koefficienten    hat;    auf    die   rechte   Seite   gebracht   hat;    wo- 
durch sich 

x^  -  C0^  =  By^ 

ei^ebt,  kann  man  in  analoger  Weise  den  Koefficienten  B  mittelst 
eines  zweiten  Systems  von  transformierten  Gleichungen 

x'^  -  (7/8  =  B'y^ 

x"^—G/''=B"f^ 
u.  s.  w. 
rednoiereu;  wobei  die  Koefficienten  B\  B",  . . .  positiv  sind  und  min- 
destens im  Verhältnis  von  4  zu  1  abnehmen.    Auf  diese  Weise  wird 
man  bald  zu  einer  transformierten  Gleichung 

.  a?  —  Gs?^  By^ 
gelangen;  in  welcher  der  Koefficient  D  kleiner  ist  als  C. 

Nun  kann  die  Beihe  der  positiven  und  abnehmenden  Zah- 
len Aj  JB,  (7;  2);  . . .  nicht  ins  Unendliche  hin  fortgehen;  sie  mufs 
vielmehr  notwendig  mit  der  Einheit  endigen.  Ist  man  zu 
diesem  Gliede  gelangt;  so  ergiebt  die  Auflösung  der  letzten  trans- 
formierten Gleichung;  welche  ohne  weiteres  gegeben  ist;  auch  die 
Auflosung  aller  vorhergehenden  und  somit  die  der  gegebenen  Gleichung. 

Diese  Methode  ist  hier  nicht  etwa  deshalb  gegeben  worden;  weil 
sie  die  einfachste  oder  kürzeste  wäre,  vermittelst  deren  man  zur  wirk- 
lichen Auflosung  der  gegebenen  Gleichung  gelangen  könnte.  Aber 
der  Gang;  den  sie  vorschreibt;  um  die  Koefficienten  allmählich  zu 
vert^leineni;  ist  sehr  deutlich  und  klar;  wir  werden  daraus  bald  einen 
allgemeiuen  Satz  über  die  Auflösbarkeit  der  unbestimmten  Gleichungen 
zweiten  Grades  ableiten. 

22. 

Es  dürfte  angebracht  seiu;  einer  Schwierigkeit  vorzubeugen;  die 

eintreten  könnte,  wenn  beide  Koefficienten  gleich  sind. 

Es  sei  also  Ä  =  B.     In  diesem  Falle  scheint  eS;  als  ob  man, 

^j S      , 

wenn  man  bewirken  will;  dafs  — ^ —  eine  ganze  Zahl  sei,  n  =  0 


40  Erster  Hanptteil.    . 

setzen  dürfe.  Dann  würde  Äh^  ^^  —  1  oder  ^'  =  —  1  sein,  was 
nicht  im  Einklang  steht  mit  der  Annahme,  dafs  Ä  immer  positiv 
genommen  werden  solle.  Indessen  ist  diese  Schwierigkeit  leicht  zu 
beseitigen.    Denn  nimmt  man  n  =  J.  an  Stelle  von  n  =  0,  so  erhält 

man  — -j —  =  -4  —  1,  und  dies  würde  der  Wert  von  Äh^  sein.  Man 

sieht  also,  dafs  die  Gleichung 

a?  -  Ay"  =  Az" 
die  transformierte  Gleichung 

x^  —  Ay^  =  Äz^ 
liefert,  wo  J.'  <  J.  und  positiv  ist.     Man  würde  ebenso  zu  verfahren 
haben,  wenn  man  im  Verlauf  der  Rechnung  (7  =  JS,   oder  D  =  C 
u.  s.  w.  fände. 

Diese  Bemerkung  zeigt,  dafs  für  den  Fall  A^=^  B  und  für  andre 
ähnliche  Fälle  die  Methode  nicht  minder  anwendbar  bleibt,  und 
dafs  sie  somit  alle  erforderliche  Allgemeinheit  besitzt.  Übrigens 
läfst  sich  der  in  Rede  stehende  Fall  auf  einfachere  und 
direktere  Weise  behandeln.  Denn  hat  man  die  Gleichung: 
.   x^  —  Ay^  =  A$^y 

so  sieht  man  zunächst,  dafs  x  teilbar  sein  mufs  durch  A,  Demnach 
kann  man  x  =^  Au  setzen  und  erhält  dann: 

y«  +  ^  =  Au^. 

In  dieser  Gleichung  sind  e  und  A  zu  einander  prim  (denn  andern- 
falls würden  y  und  z  es  hiebt  sein).     Somit  kann  man  setzen: 

y  =  nz  +  Ay. 
Dies  giebt: 

^^-^  z^  +  2n^f/  +  Ay^  =  u\ 

Diese  Gleichung  kann  nicht  bestehen,  wofern  nicht  — y —  eine  ganze 

Zahl   ist.     Nennt    man   diese   ganze  Zahl  Äl^^   wo   U^   der   grofste 
quadratische  Teiler  derselben  ist,  so  erhält  man: 
Äl^s?  +  2nzy  +  Ay^  =  u^ 
Multipliciert  man  beiderseits  mit  Äl^  und  setzt  man: 

}fÄz  +  wy  .=  0 ,    A;w  =  m', 
so  wird: 

/«  +  y'«  =  ^V«, 

SO  dafs  die  gegebene  Gleichung  y*  +  ^*  =  -4u*  auf  eine  Gleichung 
von   derselben  Form   zurückgeführt   ist,   in  welcher  Ä  positiv  und 
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kleiner  als  —Ä4--y-  ist     Fährt  man  mit  diesen  Transformationen 

4  ^ 

SO  fort,  so  wird  die  Reihe  der  positiven  und  abnehmenden  Zahlen 
Af  A.J  Ä\  . . .  notwendig  als  letztes  Glied  die  Einheit  haben,  und 
da  alsdann  die  letzte  Gleichung  ohne  weiteres  auflösbar  ist,  so  wird 
sich  daraus  die  Lösung  aller  vorhergehenden  ergeben.  In  diesem 
Falle  existiert  keine  andere  Bedingung  für  die  Möglichkeit 

n^  4-  1 
der  Auflösung  der  Gleichung,  als  dafs  — —■ —  =  e   sein  mufs. 

Alle  andern  sind  eine  Folge  dieser  Bedingung. 

Bei  der  allgemeinen  Auflösung  dagegen  mufs  man  aufser 

der  ersten  Bedingung  — ~ —  =  c,  so  oft  man  von  einem  System 

von  transformierten  Gleichungen  zu  einem  andern  Systeme  übergeht, 

auch  den  verschiedenen  Bedingungen  — ^ — =e,       -^ — =e 

u.  s.  w.  genügen  können.  Dies  werden  wir  im  folgenden  Para- 
graphen des  Näheren  untersuchen. 

§4. 

Satz,  mit  dessen  Hülfe  man  über  die  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit 
der  Auflösung  einer  jeden  unbestimmten  Gleichung  zweiten  Grades 

entscheiden  kann. 

23. 
Im  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  gezeigt,   dafs  sich 
jede  unbestimmte  Gleichung  zweiten  Grades  zurückführen  läfst  auf 
die  Form: 

a^  —  By^  =  As?, 

in  welcher  A  und  B  positive  ganze  Zahlen  ohne  jeden  quadratischen 
Teiler  sind,  und  in  der  man  überdies  A>  B  annehmen  kann. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  mufs  man,  um  zur  Auflösung  zu 

gelangen,  zunächst  eine  Zahl  a  bestimmen,  welche  kleiner  als  ~A 

und  von  der  Beschaffenheit  ist,   dafs  —  -. —  eine  ganze  Zahl  wird. 

Ist  diese  Zahl  gefunden,  so  bildet  man  die  Reihe  von  Gleichungen: 

a^  —B  =  AA'k\ 

a'^  —  B^  A'Ä'Jc'%  a  =iiA'  +a  <  ^A 

«"*  —  5  =  Ä'Ä"'k"*,  a"  =  ylA'  +  &'  <  \A' 

U.    S.    W.  U.   8.    W. 
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In  der  ersten  ist  Äh^  der  Quotient,  der  sich  bei  der  Diyision  von 
a^  —  B  durch  A  ergiebt,  und  To^  ist  die  gröfste  Quadratzahl,  welche 
in  ÄTc^  aufgeht,  so  dafs  Ä  nur  noch  einfache  Paktoren  enthält, 
ebenso  wie  A  und  B.  Dasselbe  hat  man  bei  den  andern  analogen 
Werten  zu  beachten.  Ist  Ä  bestimmt,  so  erhält  man  a  durch  die 
Gleichung  a'  =  ft-4'  +  a,  wobei  die  unbestimmte  Zahl  ft  derart  zu 

wählen  ist,  dafs  a  <  -^Ä  wird  (das  Zeichen  <  schliefst  den  Fall 
der  Gleichheit  nicht  aus).  Ist  a  bekannt,  so  ist  a^  —  B  notwendig 
teilbar  durch  Ä.  Den  Quotienten  bezeichnet  man  mit  A"y^  und 
bildet  dann  ebenso  weiter  die  andern  Gleichungen. 

Wenn  man  die  Rechnimg  in  dieser  Weise  anstellt,  so  wird  die 
Reihe  -4,  Ä^  Ä\  . . .,  bei  welcher  jedes  Glied  positiv  und  kleiner  als 
der  vierte  Teil  des  vorhergehenden  ist,  sehr  schnell  abnehmen,  bis 
man  zu  einem  Gliede  J.(")  oder  G  gelangt,  welches  kleiner  ist  als  B. 
Die  gegebene  Gleichung  wird  also  nach  und  nach  in  die  folgenden 
Gleichungen  (in  denen  ich  der  gröfeeren  Einfachheit  wegen  die  un- 
bestimmten Zahlen  ohne  Accente  lasse)  transformiert  sein: 


x^  -  By^  =  Cz^, 


Gleichungen,  die  derart  unter  einander  zusammenhängen,  dafs,  wenn 
die  Lösung  einer  einzigen  von  ihnen  bekannt  ist,  unmittelbar  auch 
die  aller  übrigen  und  somit  auch  die  der  vorgelegten  Gleichung  ge- 
geben ist. 

Bei  diesem  ersten  System  von  transformierten  Gleichungen 
hat  man  nur  eine  einzige  Bedingung  zu  erfüllen,   nämlich  die 

erste,  dafs  — -j —  =  e  sei. 

Bringt    man   aber,    weil^C<B   ist,    die   letzte   transformierte 
Gleichung  auf  die  Form: 

so  mufs  man,  wenn  dieselbe  auflösbar  sein  soll,  eine  Zahl  %•  von 
der  Beschaffenheit  finden  können,  dafs  %^  —  C  teilbar  ist 
durch  JB.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  wird  man  die  Verklei- 
nerung von  B  mittelst  eines  zweiten  Systems  von  transfor- 
mierten Gleichungen 
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in  Angriff  nehmen^  wobei  die  Reihe  J5,  JB',  JB"  ... .  soweit  fortgesetzt 
ist;  bis  man  zu  einem  Gliede  D  <,G  kommt. 

In  dieser  Weise  setze  man  die  Reihe  der  abnehmenden  ganzen 
Zahlen  Aj  B,  C,  B . . .  so  lange  fort,  bis  man  zu  einem  Gliede, 
welches  gleich  der  Einheit  ist,  gelangt  Alsdann  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

24. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dals  man  im  Verlaufe  dieser  Rechnung 
nirgends  Halt  zu  machen  gezwungen  ist,  wenn  man  mit  Bezug  auf 
eine  beliebige  transformierte  Gleichung 

x^  -  Fy^  =  G0^ 
den  beiden  Bedingungen 

G       ~^>  F       ~^ 

genügen  kann. 

Ich  behaupte  nun,  dafs,  wenn  diese  beiden  Bedingungen 
bei  der  gegebenen  Gleichung  x^  —  By^  =  Äz^  und  bei  ihrer 
ersten  transformierten  Gleichung  x^  —  By^  =  J.V  erfüllt 
sind,  dies  auch  bei  allen  andern  der  Fall  sein  wird,  so  dafs 
also  dann  die  gegebene  Gleichung  notwendigerweise  auf- 
lösbar ist. 

Setzt  man  somit  voraus,  dafs  die  beiden  angegebenen  Bedingungen 
bei  den  beiden  ersten  Gleichungen 

x^  -  By"  =  As? 

a?^By^  =  Äz" 

erfüllt  seien,  d.  h.  dafs  es  derartige  ganze  Zahlen  a,  j3,  a,  ^  gebe, 

für  welche 

g'  — ^        ««  — g       ß^  —  Ä       ßr*  —  A' 
A      ^  Ä       '  B      ^  B~ 

ganze  Zahlen  werden,  so  ist  zu  beweisen,  dafs  die  analogen  Bedingungen 
auch  bei  der  folgenden  transformierten  Gleichung 

u?  ^  By^  =  Ä'z" 

erfüllt  sind.    Da  man  nun  bereits  — -^y —  =  Ä"^^  hat,  so  genügt 
es  zu  zeigen,  dafs  es  eine  ganze  Zahl  /3"  giebt,  für  welche 
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ist. 

Bezeichnet  0*  eine  der  Primzahlen,  welche  B  teilen,  so  hat  man 
bereits  nach  den  gegebenen  Bedingungen: 

»       —^>  »        —  ^* 

Wir  suchen  demgemäfs  eine  Zahl  X,  für  welche 

;i»  -  A" 

ist.  Wenn  Ä"  teilbar  ist  durch  -ö*,  so  hat  dies  keine  Schwierigkeit. 
Es  sei  also  A''  nicht  durch  &•  teilbar.  Dann  unterscheiden  wir  zwei 
FällC;  je  nachdem  Ä'  durch  &•  teilbar  ist  oder  nichi 

1)    Wenn  &•   ein   Teiler   ist  von  A',    so   wird  es  auch  den 
Gleichungen 

a«  — JB  =  ^^'ÄS     a'=^iLÄ±a 

zufolge  ein  Teiler  von  a  und  a   sein.     Femer  hat  man: 

Mithin  ist 

Ah*  -  A'k'^ 

eine  ganze  Zahl.     Addiert  man  hierzu: 

p»A:«  -  Ak* 
ö-  ' 

welches  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist,  so  erhält  man: 

Jl ——  0 

k'  ist  aber  prim  zu  B  und  folglich  auch  zu  %',  Denn  hätten  Tc  und 
B  einen  gemeinschaftlichen  Teiler,  so  müfste,  der  Gleichung 

«  «  -  £  =  ÄÄ'h'^ 
zufolge,  B  einen  quadratischen  Faktor  haben,  was  der  Voraussetzung 
widerspricht.     Man  kann  somit 

]cß  =  nie  —  m%' 
setzen  und  erhält: 

^ e 

oder  einfach: 

n»  -  A' 
-  » ^- 
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2)  Ist  -ö"  kein  Teiler  von  Ä  und  somit  auch  kein  Teiler  von 

ö'*  ~  Ä. 
§lj  so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  - — ^ =  e  zunächst: 

'-^ ^ 

oder:  • 

'^ '* 

Femer  kann  man^  da  ^V  und  %'  prim  zu  einander  sind; 

setzen  und  dies  giebt: 

n«  -  Ä' 


Aus  diesem  Beweise,  der  für  alle  Primfaktoren  von  B  gilt,  er- 

kennt  man,  dafs  nicht  nur  die  Gleichung  - — ^ =  e  möglich  ist, 

sondern  dafs  man  den  Wert  von  ^'  auch  leicht  a  priori  finden  kann. 
Demnach  wird  keine  der  Gleichungen 

x^  —  By^  =  Ä'^\  x^  —  By"  =  Ä^fs",  . . ., 

in  denen  B  dasselbe  bleibt,  unmöglich. 

Wir  werden  jetzt  zeigen,  dafs  dasselbe  bei  dem  zweiten  System 
Ton  transformierten  Gleichungen  stattfindet,  bei  welchem  C  einen 
und  denselben  Wert,  B  dagegen  die  abnehmende  Reihe  S^  jB"  . . . 
durchläuft. 

25. 

Sind  die  beiden  letzten  Gleichungen  des  ersten  Systems: 

(wobei  n  —  1  und  n  Indices,  aber  nicht  Exponenten  sind),  so  kann 
man  voraussetzen,  dafs  diese  Gleichungen  bereits  den  Bedingungen 

a^'-B  P'^-^"-^   _  a'^  -  B  y  — ^'^   _  -p.^g 

genügen;  alsdann  hat  man  zu  beweisen,  dafs  man  bei  der  folgenden 
transformierten  Gleichung 

a?  —  A^y"  =  B'z' 

(welche  zum  zweiten  System  gehört)  den  beiden  Bedingungen 
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Genüge  leisten  kann.     Da  die  erste  derselben  unmittelbar  durch  die 

fl'j ^ 

Gleichung   ^    ^ =  Bp  erfüllt  ist,  so  bleibt  nur  noch  zu  zeigen 

übrig,  dafs  man  immer  der  zweiten 

—^ — ' 

genügen  könne. 

Wir  bezeichnen  mit  ^  eine  der  Primzahlen,  welche  J."  teilen^ 

^\ ^ 

und  suchen  die  Zahl  ^  von  der  Beschaffenheit,  dafs        ^ —  =  t  isL 

Wenn  'S  teilbar  ist  durch  ^,  so  erhält  man  ^  gleich  Null  oder 
gleich  einem  Vielfachen  von  %.  Ist  aber  JB'  nicht  durch  -ö-  teilbar, 
so  sind  zwei  Fälle  zu  betrachten. 

1)  Ist  ^  ein  Teiler  von  JB,  so  wird  es  den  Gleichungen 

«*  — J?  =  J»^»~ii*,    p  —  A'^^BB'p 

zufolge  auch  ein  Teiler  von  a  und  §!  sein.  Man  kann  demnach 
folgende  Beihe  von  ganzen  Zahlen,  die  aus  einander  durch  sehr  ein- 
fache Substitutionen  oder  Rechnungen  abgeleitet  werden,  aufstellen: 


Setzt  man  also: 
so  erhält  man: 


p«-^"~^ 

^ 

Ä«P' 

'^«-Ä*^»^»-^ 

«■« 

= 

(r- 

BB'f^k^ß^  +  B 

*• 

BB'f^k^ß^  -  B 

= 

= 

B^Pk^ß^  —  B 

d' 

t  =  B'ßß, 

» 


2)  Ist  d"  kein  Teiler  von  J5,  so  ist  es  auch  kein  Teiler  von 
a  oder  ß'  und  man  erhält  nach  und  nach: 
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=  e 
e 
e. 


Da  aber  af  und  %•  prim  zu  einander  sind,  so  kann  man 

^  =  tffaf —  md" 
setzen,  und  dies  giebt: 

Da  dieselben  Schlüsse  bei  allen  Primfaktoren  von  A""  gelten^  so  folgt 
daraus,  dafs  man  stets  der  Gleichung 

ip*  —  B 

genügen  kann. 

26. 
Demnach   wird  die  Gleichung  a?*  —  By^  =  Az^  auflösbar  sein, 
wenn   man  den  beiden  Bedingungen  -^--j —  =  ^;        ^ —  =  ^  ^^^ 
femer  bei  der  ersten  transformierten  Gleichung  a?  —  J5y*  =  J.V  der 
dritten  Bedingung  — — ^ =  e  Genüge  zu  leisten  imstande  ist. 

Diese  dritte  Bedingung  würde,  wie  wir  sogleich  beweisen  werden, 
überflüssig  sein,  im  Falle  die  beiden  Zahlen  A  und  B  zu  einander 
prim  wären.  Der  allgemeinere  Satz  kann  indessen  auf  eine 
einfachere  und  gleichzeitig  elegantere  Weise  dargestellt 
werden. 

Wir  bemerken  zunächst,  dafs  sich  jede  unbestimmte  Gleichung 
zweiten  Grades  zurückführen  läfst  auf  die  Form  ax^  +  ^y*  =  ^^;  ^^ 
welcher  die  Koefficienten  positiv  sind,  keine  zwei  von  ihnen  einen  ge- 
meinsamen Teiler  haben,  und  überdies  von  jed^m  quadratischen  Faktor 
befreit  sind.  Das  auf  die  Vorzeichen  Bezügliche  ist  ohne  weiteres 
ersichtlich,  da  jede  aus  drei  Grofsen  gebildete  Gleichung  erfordert, 
dafs  eine  dieser  Gröfsen  gleich  der  Summe  der  beiden  andern  ist. 
Wenn  femer  a  einen  quadratischen  Faktor  d'^  enthielte,  so  könnte 
man  a  «=  ^a ,  x  =  tx'  setzen,  wodurch  sich  ax^  in  ax^^  verwandeln 
würde,  und  hierin  hätte  a'  keinen  quadratischen  Faktor  mehr.  Wenn 
endlich  zwei  von  den  drei  Koefficienten  a,  b,  c  z.  B.  a  imd  b  einen  ge- 
meinsamen Teiler  «ö-  hätten,  so  könnte  man  a^=^a^,  b  =  V^,  c%'  =  Cy 
z  =  z%  setzen.    Dadurch  würde  sich  die  Gleichung  ao? '\'by^^=cz^ 
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in  eine  andere  do^  +  &'y*  =  c /^  verwandeln,  in  welcher  d  und  h' 
keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  mehr  haben. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  bringe  man  die  Gleichung 

auf  die  Form 

Diese  kann  man  mit  der  Formel 

a?2  —  J9y2  _  ^^8 

vergleichen,  wodurch  sich  jB  =  fcc,  A  =  ac  ergiebt.  Man  hat  dem- 
nach zunächst  die  beiden  Bedingungen  zu  erfüllen: 

ac  '  oc 

Setzt  man  a  «>=  cfi,  ß  ^=»  cvy  so  werden  diese  Bedingungen: 

cti'^  —  6  cv*  —  a 

a  '  0 

Ä'S  ^ 

Um  die  dritte  Bedingung  — — ^ =  e  auszudrücken,  bemerken  wir, 

dafs  a*  —  JB  =  AÄk^  oder  Cft*  —  6  =  a-4'Ä^  ist,  und  da  ak^  keinen 
gemeinschaftlichen  Teiler  mit  hc  hat,  so  wird  die  letzte  Bedingung 
erfüllt  sein,  wenn  man 

gfe'y'  —  Cft»  +  &  _ 
hc  ~^ 

hat.  Damit  nun  der  Zähler  dieser  Grofse  teilbar  sei  durch  h,  genügt 
es,  wenn  ak^ß'^  —  Cfi^  durch  6  teilbar  ist,  oder  es  mufs,  wenn  man 
mit  Berücksichtigung  der  zweiten  Bedingung  oi/^  an  Stelle  von  a  setzte 
k^ß^v^  —  |Li*  durch  6  teilbar  sein,  was  immer  möglich  ist,  wenn  man 

ß'  der  Gleichung     ^   ir~~—  =  ^  gemäfs  bestimmt.     Hieraus  erkennt 

man,  dafs,  wenn  Ä  und  B  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben 
(oder  wenn  c=l  ist),  die  dritte  Bedingung  eine  Folge  der 
beiden  andern  und  somit  gleichzeitig  mit  diesen  erfüllt  ist. 

Haben  sie  jedoch  einen  gemeinsamen  Teiler  c,  so  bleibt 
noch  die  Bedingung 

— ^-— - —  ==  e,  oder  emfacher —  =  e 

c  ^  c 

zu  erfüllen.  Wir  haben  also  einen  allgemeinen  Satz,  vermöge  dessen 
man  unmittelbar  und  ohne  irgendwelche  Transformation  entscheiden 
kann,  ob  eine  unbestimmte  Gleichung  zweiten  Grades  auflösbar  ist 
oder  nicht. 
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27. 
Satz. 
Ist  die  Gleichung  ax*  +  6y*  =  c^er*  gegeben,  in  welcher 
die  einzelnen  Koefficienten  a,  b,  c  keinen  quadratischen 
Teiler  und  zu  je  zweien  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben,  so  wird  diese  Gleichung  auflösbar  sein,  wenn  sich 
drei  ganze  Zahlen  X,  ft,  v  von  der  Beschaffenheit  finden 
lassen,  dafs  die  drei  Gröfsen 

aX'  +  b         Cft*  ~  h         cy'  —  a 
c~      ^  a       '  6 

ganze  Zahlen  werden.   Sie  wird  dagegen  unlösbar  sein,  wenn 
sich  diese  dreiBedingungen  nicht  gleichzeitig  erfüllen  lassen. 

1.  Bemerkung.  Diese  Bedingungen  reducieren  sich  auf  zwei, 
wenn  eine  der  drei  Zahlen  a,  &,  c  gleich  1  ist,  und  sie  reducieren 
sich,  wie  in  No.  22,  auf  eine  einzige,  wenn  zwei  dieser  Zahlen  gleich 
der  Einheit  sind. 

2.  Bemerkung.  Man  kann  die  drei  Glieder  der  gegebenen 
Gleichung  stets  so  anordnen,  dafs  a,  &,  c  positiv  sind;  indessen  ist 
dies  keine  unerläfsliche  Bedingung,  vielmehr  würde  der  Satz  auch 
richtig  sein,  wenn  eines  dieser  Glieder  negativ  ist. 

Jedoch  darf  man  hieraus  nicht  schliefsen  wollen,  dafs  eine 
Gleichung  wie  a?  +  5y*  +  6^^  =  0  möglich  sei,  weil  man  den  Be- 
dingungen — ^ —  =  e,  ^  7" —  =  e  genügen  könne;  man  dürfte  viel- 
mehr nur  schliefsen,  dafs  dieselbe  auf  die  Form  a?*  +  !/^  +  ^*  =  0 
gebracht  werden  kann.  Allgemein  kann  jede  auflösbare  Glei- 
chung mittelst  des  im  vorhergehenden  Paragraphen  angegebenen 
Verfahrens  auf  die  Form 

^'  +  y'  —  ^'  =  0 

gebracht  werden;  jedoch  reicht  es  hin,  sie  auf  die  Form  zu  bringen: 

deren  Auflösung  unmittelbar  gegeben  ist. 

•§5. 
Entwicklung  der  Wurzel  aus  einer  nichtquadratischen  Zahl  in  einen 

Eettenbruch. 

28. 
Das   in  No.  1    auseinandergesetzte  Verfahren   zur  Entwicklung 
einer  beliebigen  Zahlgröfse  x  in  einen  Eettenbruch  kann  mit  grofser 

Legandre,  Zahlentheorio  I.  4 
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Leichtigkeit  auf  die  Quadratwurzeln  der  Zahlen  oder  allgemein  auf 

Zahlgröfsen  von  der  Form  - — —^ — ,  wo  -4,  B,  C  ganze  Zahlen  sind, 
angewandt  werden. 

Um  den  Gang  der  Rechnung  recht  klar  hervortreten  zu  lassen, 
wollen  wir  erst  ein  specielles  Beispiel  nehmen. 

Ist  Ä  =  19,  so  hat  man  x  oder  }^19  =  4  -| — r,   und  hieraus 

sc 

x=— ,  oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  mit 

|/19  +  4  multipliciert: 

3 

Die  grofste  in  diesem  Ausdrucke  enthaltene  ganze  Zahl  ist  2,  so  dafs 
man  erhält:* 

Nennt  man  diesen  letzteren  Teil  ^,-,  so  ergiebt  sich: 

3  Vl9  +  2 


Vl9  —  2 


t/Tq  o 

Die  hierin  enthaltene  ganze  Zahl  ist  1,  der  Rest  - — r .    Diesen 

mufs  man  wieder  umkehren^  um  den  Wert  von  x''  zu  erhalten  u.  s.  w. 
Die  Rechnung  zur  Entwicklung  von  YTd  in  einen  Eettenbrnch  stellt 
sich  also  folgendermafsen: 

=  1/19         =4  +  -^^*- 


X 

x' 

1 

V19--4 

x" 

3 

Vl9  +  2   ^  ^     I    yi9  —  3 
yi9  —  2  ö  "»6 

y'l9-S  2        '  "+"2 

TV 1 ]/l9  +  3   _  ,     ,     yi9  -  2 


]/l9  —  3  6    ' 


a;^  = 


_  VT9  +  2  _  9   .   Vi9 


|/19  — 2  3  '  3 

1/19  —  4  1  '1 


yi9  —  4 

1  ^  Vl9  +  4 

>/l9  —  4  3 


2  +    «•  S.  W. 


i 
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Bis  hierher  gelangt,  stofst  man  auf  einen  Wert  von  x^^^^  der 
demjenigen  von  x  gleich  ist  Daraus  folgt,  dafs  die  bereits  gefun- 
denen Quotienten  2,  1,  3,  1,  2,  8  in  derselben  Reihenfolge  wieder- 
kehren werden,  und  dafs  somit  die  Entwicklung  von  |/l9  in  einen 
Kettenbruch  die  Quotienten: 

4;  2,  1,  3,  1,  2,  8;  2,  1,  3,  1,  2,  8;  2,  1,  3,  1,  2,  8;  u.  s.  w. 
liefern  wird.     Man  erkennt  hieraus,  dafs  hinter  dem  ersten  Gliede  4 
die  Periode  2,  1,  3,  1,  2,  8  stets  in  derselben  Reihenfolge  wieder- 
kehrt und  sich  unendlich  oft  wiederholt. 

29. 

Ist  jetzt  A  eine  beliebige  Zahl,  a*  die  gröfste  darin  ent- 
haltene Quadratzahl  und  &  der  Rest,  so  ^afs  man  J.  =  a^  -f*  ^  h^^; 
so  ergiebt  die  Entwicklung  von  y A  in  einen  Kettenbmoh  zmiächst: 

1                 VÄ+a 
X  =  — = == TT ==  U.  S.  W. 

yA  —  a  ^ 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dafs  man,  wenn  man  diese  Rechnung  beliebig 

weit  fortsetzt,  zu  einem  vollständigen  Quotienten  x^^^  oder  y  =      ^ 
gelange.    Ist  dann  ft  die  grofste  in  y  enthaltene  ganze  Zahl,  so  wird 

der  Rest  gleich  - —     jy^  ^     s^iii«     Nennt  man  diesen  Rest  -^-,  so 
erhalt  man: 

^     yz  +  j-^D' 

Da  aber  femer  die  Analogie  der  Formen  erfordert,  dafs  man 

,       VA  +  J' 

y  =  -^-  - 

habe,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  folgende  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  «T  xmd  IX: 

B  ^VÄ  +  J' 

y/A  +  J—iLB  ^ 

In  dieser  Gleichung  hat  man  die  rationalen  Teile  unter  einander  und 
die  irrationalen  Teile  imter  einander  gleichzusetzen.     Dies  giebt: 

J'  =  ^Z)  —  e7 


^'=        B- 


4* 
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Dies  ist  das  sehr  einfache  Gtosets,  nach  welchem  sich  aas 
einem  beliebigen  vollständigen  Quotienten— ^^  der  nächst- 
folgende  vollständige  Quotient         J" —   ableitet     Dabei   ist 

nicht  zu  befurchten,  dafs  die  Zahlen  J*  und  2/  Brüche  seien.  Denn 
setzt  man  den  Wert  von  J'  in  den  von  Df  ein,  so  erhält  man: 

Da   nun   A  —  J"^  ^^^^IfD  ist,   so    ergiebt   sich   in  analoger  Weise, 
wenn  man  den        ^ —  vorhergehenden  vollständigen  Quotienten  mit 
J^ —  bezeichnet,  A  —  J*  =  DD^,  mithin: 

2y  =  iy>  +  2/ter-ft2D. 

Daraus  ist  ersichtlich,  dafs,  weil  die  Zahlen  D  und  «Tin  den  beiden 
ersten  vollständigen  Quotienten  - — p^;  r^- —  ganze  Zahlen  sind, 

dieselben  notwendigerweise  auch  bei  allen  andern  bis  ins  Unend- 
liche hin  ganze  Zahlen  sein  werden. 

Der  soeben  gefundene  Wert  fiir  IX  läfst  sich  auch  auf  die  Form 

bringen: 

iy  =  2)o  +  ^(j-_j'). 

Mithin  ergiebt  sich  aus  den  beiden  aufeinanderfolgenden  vollständigen 
Quotienten 

der  nächstfolgende  vollständige  Quotient  ^ —  mit  Hülfe  der 
Formeln: 


[>rt(ichr6fttLng8ge86t2  a  u  f  d  i  e  e  1 1 


Hierdurch  ist  das  FortisbhretttLngsgesets  auf  die  einfachste  Weise 
dargestellt. 

30. 
Nehmen   wir  jetzt   an,    dafs    ^,    ^   zwei   aufeinanderfolgende 

Näherungsbrüche  von   }/Z  seien  und         ^ —  der   dem   Bruche  -^ 
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entsprechende   vollständige   Quotient^    so   hat   man   dem   bekannten 
Prinzipe  zufolge: 

(VÄ±l)+pO 


,(yA+£)  +  qo      iV^  +  iJ+q"!) 


Bienns  folgert  man  die  beiden  Gleichungen: 

qJ+^D  =  p, 
und  diese  geben: 

(j?q'>-p°q)J=qgf>A-ppO 

{pq'-fq)B  =  p'-Aq\ 
Nach  der  Eigenschaft  der  Eettenbrüche  (No.  6)  ist  aber: 
|,gO  »_  pOj  „  ^  1^    ^enn  ^>YÄ 

pqO  — pOq  -_  —  i^   wenn  —  <  YÄ. 

Daraus  ersieht  man,  dafs  p^  —  p^q  stets  dasselbe  Vorzeichen  hat, 
wiej)^— ^2*,  und  dafs  somit  D  stets  positiv  ist.  Ferner  zeigen 
diese  Werte  unmittelbar,  daCs  D  und  J  stets  ganze  Zahlen  sind;  wir 
behaupten  aber  noch  weiter,  dafs  auch  J  stets  positiv  ist.  Denn 
einerseits  giebt  die  Gleichung  qJ+  q^D  ='p  die  folgende: 

q  \q  /  ' 

ond  da  g"  <  g  ist,  so  muft  sein: 

D>^-J  oder  D>l/Z  — J; 
andrerseits  hat  man: 

^/'^>ft,    also  2X1/Z  +  J. 

Diese  beiden  Bedingungen  würden  aber  mit  einander  unvereinbar 
sein,  wenn  J  negativ  wäre. 

Nachdem  wir  dieses  festgestellt  haben,  können  wir  auch  leicht 
die  Grensen  finden,  welche  J  und  D  nicht  übersteigen  dürfen. 
Die  Gleichung  ^  —  J«  =  DB^  ergiebt  JkYä.  Mithin  konnte  J 
die  gröiste  in  Yä  enthaltene  ganze  Zahl  a  nicht  übersteigen.  Da 
femer  J-^-  J'  =  ^B  ist,  so  folgt,  dafs  2a  die  Grenze  von  B  und 
zugleich  auch  die  des  Quotienten  ft  ist. 

Da  jedoch  der  Kettenbruch,  welcher  den  Wert  einer  irrationalen 
Zahlgrofse  darstellt,  sich  ins  Unendliche  erstrecken  mufs,  und  da  es 


54  Erster  Hanptteil. 

nur  eine  bestimmte  Anzahl  yerschiedener  Werte  sowohl  fQr  J  als  ftlr 
D  geben  kann^  so  mufs  notwendig  derselbe  Wert  von  eT"  un- 
endlich oftmal  mit  demselben  Werte  von  D  zusammen- 
treffen.   Sobald  man  aber  für  den  vollständigen  Quotienten  ^— ^  - 

efaien  bereits  gefundenen  Wert  noch  einmal  findet ,  so  ist  klar^  dafs 
auch  die  folgenden  Quotienten  des  Eettenbruches  dieselben  sein  und 
in  derselben  ßeihenfolge  vorkommen  müssen;  wie  die  bereits  erhal- 
tenen. Mithin  wird  der  Kettenbruch,  welcher  j/Z  darstellt, 
(wenigstens  nach  einigen  Gliedern)  aus  einer  beständigen,  sich 
bis  Unendliche  hin  wiederholenden  Periode  bestehen,  wie 
wir  dies  bereits  bei  einem  speciellen  Falle  (No.  28)  gesehen  haben* 

31. 
Es  handelt  sich  nunmehr  darum,  genau  die  Stelle  zu  be- 
stimmen, an  welcher  die  Periode  beginnt.  Wir  werden  annehmen, 
dafs  ft,  /t',  ft",  . .  •  o  diese  Periode  ist,  und  werden  wie  gewöhnlich 
die  Beihe  der  Quotienten  und  die  Reihe  der  ihnen  bis  zum  Beginn 
der  zweiten  Periode  entsprechenden  Näherungsbrüche  folgendermafsen 
bezeichnen: 
Quotienten:  a ,  a ,  /5,  y  » . .  A,  fi,  ft',  ft", . , .  G:i^yi>j fi',  fi", ... a>  u.8. w. 

Naherungsbrüche:  -,  j, |ö,  J; 'öV  «/*"* 

Sind  dann  gleichzeitig  die  entsprechenden  Werte  des  vollständigen 
Quotienten: 

YA      VA  +  a  VÄ  +  J^     YÄ+JL  y^  +  «^V     VÄ  +  J 

so  erhält  man  zunächst  dem  Bewiesenen  zufolge: 

A  —  J^  =  Diy, 


und 

Dies  giebt: 

Ferner  hat  man 

und 


und  hieraus  ergiebt  sich: 


X  —  a>. 
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Andrerseits  aber  folgt  aus  der  Gleichung  gJ^+ g^D  =^: 


J= 

p          q^D 

q        q 

Da  nun  ~  ein  Näherungswert 

von  Yä  ist, 

so 

mufs 

SQin 

Mithin: 

a  —  J 

einem  Bruch 
_  q^D  —  r 

r 

Wegen  ^  <g  erhält  man  also 

In  analoger  Weise  ist: 

a  - 
a  — 

-J<D. 

daher  umsomehr: 

a  — 

j'iKiy'i, 

Da  wir  aber  bereits  — j^^o —  gleich  der  ganzen  Zahl  X  —  o  gefunden 
hatten,  so  mufs  diese  ganze  Zahl  notwendig  Null  sein.   Man  erhält  also: 

jo  c=:  J^j  und  A  =  ö). 
Ebenso  beweist  man,  dafs  der  Quotient,  welcher  X  Vorhergeht,  gleich 
demjenigen  ist,  welcher  o  vorhergeht,  und  so  fort  bis  zum  Quotienten 
a,  so  dafs  also  a  derjenige  Quotient  ist,  welcher  zuerst  wiederkehrt 
und  die  Periode  beginnen  mufs. 

32. 

Hiernach  kann  man  die  Reihe  der  Quotienten  und  die  Reihe  der 
ihnen  bei  der  Entwicklung  von  Yä  entsprechenden  Näherungsbrüche 
in  folgender  Weise  darstellen: 

Quotienten: 
a;  a,  /5,  ...  A,    |ii;    a  ,    /5,  . .  .     A,     fi  ;      a  ,    /5,  . . .  A,  fi,  u.  s.  w. 

Näherungsbrüche : 

l   a  p1    P.    ^  Pj^    Pi    P^ 

0»  1'     '     "'    g«'    g'      g"      "    '"     q'/    q^^    ij^ 

Bei  dieser  Aufstellung  ist  ^  der  Näherungsbruch,  welcher  dem  letzten 
Quotienten  ft  der  ersten  Periode  a,  /!,...  A,  /t  entspricht.  Ist  z  der 
entsprechende  vollständige  Quotient,  so  hat  man  z  -—  \i  =  y A  —  a 
oder  jg?  »=  fi  —  a  +  j/Z,  und  hieraus  ergiebt  sich,  dem  gewöhnlichen 
Prinzipe  zufolge: 
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pz  +  p"  _  pVÄ  +  pdi-dj+p" 


VZ= 


2«  +  9°  2^2 +3(^_«)  4.40- 

Diese  Gleichung  liefert  die  beiden  folgenden: 
p(jt  —  a)  +  p"  =' Aq 

«(/*  —  «)  + 2"-=  !>• 
Die  zweite  Gleichung  giebt: 

und  hieraus  folgt,  dafs  ft  —  a  die  grofste  iu  ~  enthaltene  ganze  Zahl 
ist     Diese  ganze  Zahl  ist  gleich  a,  so  dafs  man  hat: 

^  —  a  '^^  a,  oder  [i  =  2a. 
Zu  gleicher  Zeit  ergiebt  sich,  da  g^  =  j)  —  aq  ist,  dafs  die  Reihe  der 
Quotienten  a,  ß,  . . .  d-,  A,  welche  ft  vorhergehen,  symmetrisch  ist 

(No.  11);  denn  es  ist  ^^-^ — -  einer  der  Näherungsbrüche  von  Yä  —  a, 
einer  Grofse^  die  gleich  ist  dem  Eettenbruche: 

Diesem   Näherungsbruche    geht   unmittelbar   der   folgende   — — 0-^ 

vorher;  da  man  nun  3^=»p  —  aq  hat,  so  mufs  die  Periode  a,  /S, . .  .^,  A 
identisch  sein  mit  der  zu  ihr  inversen  A,  «d*,  . . .  /},  a.  Aus  allen 
diesen  Bemerkungen  folgt,  dafs  die  Quotienten,  welche  aus  der 
Entwicklung  von  j/Z  entspringen,  nach  folgendem  GesetBe 
fortschreiten: 

a;     ^y  ßi  Y7  -'  y>  /*;   «,   ^0,\     ^>  ßf  Yf  "'  ?>  ß>  «,   "^0,^  U-  S.   W., 

ein  Gesetz,  welches  noch  regelmäisiger  sein  würde,  wenn  der  erste 
Quotient  2a  oder  0  wäre,  d.  h.  wenn  es  sich  um  die  Entwicklung 
von  yA  +  a  handelte. 

33. 
Es  ist  wichtig,  zu  bemerken,  dafs  jeder  Näherungsbruch  ^j 

welcher  dem  Quotienten  2a  in  irgend  einer  Periode  entspricht,  von 
solcher  Beschaffenheit  ist,  dafs  die  Gleichung  gilt: 

p"  _  ^g«  =  +  1. 

Denn  ist  der  Quotient  ft  =  2a,  so  giebt  die  Gleichung  tP-^-J^^Dii, 
in  welcher  J  und  tP  a  nicht  übersteigen  können  (No.  30),  notwendig: 
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Mithin  geht  die  Gleichung 

Qber  in: 

wobei  das  Zeichen  +  gilt,  wenn  —  >  )/3  ist,  das  Zeichen  —  im 
entgegengesetzten  Falle. 

Da  der  Quotient  2  a  notwendig  in  der  Entwicklung  von  Yä  vor- 
kommt, so  folgt  daraus^  dafs  die  Gleichung  x^  —  Ay^  =  +  1 
jederzeit  auflösbar  ist  (wenigstens  mit  dem  Zeichen  -{-),  welches 
auch  die  Zahl  Ä  sein  möge,  vorausgesetzt,  dafs  sie  kein  vollständiges 
Quadrat  ist.  Zugleich  sieht  man,  dafs  es  unendlich  viele  Lö- 
sungen dieser  Gleichung  giebt,  da  der  Quotient  2a  sich  unendlich 
oftmal  in  den  aufeinanderfolgenden  Perioden  wiederholt. 

Wenn  übrigens  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode  a,/3, .../!, a, 2a 
gerade  ist,  so  werden  alle  Brüche,  welche  dem  Quotienten  2  a  in  den 
verschiedenen  Perioden  entsprechen,  gröfser  als  Yä  sein,  und  es 
werden  somit  in  diesem  Falle  die  Brüche  der  Gleichung 

genügen.  Wenn  dagegen  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode  un- 
gerade ist,  so  wird  der  erste  dem  Quotienten  2a  entsprechende  Bruch 
kleiner  als  }/Z,  der  zweite  gröfser  sein  und  so  abwechselnd  weiter. 
In  diesem  Falle  wird  daher  die  Gleichung  a^  —  Ay^  =  —  1  ebenso 
gut  auflösbar  sein,  wie  die  GJeichung  x^  —  Ay^  =  -|-  I5  erstere  durch 
die  Näherungsbrüche  von  ungerader,  letztere  durch  die  von  gerader 
Ordnung. 

§6. 
Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung  x^  —  Ay^  ==  +  D  in  ganzen 
Zahlen  für  den  Fall,  dafs  D  <  YÄ  ist. 
34. 
Im   vorhergehenden  Paragraphen   haben   wir   gezeigt,   dafs    die 
Gleichung  x*  —  Ay^  =  +  1  immer  auf  unendlich  viele  Arten  auf- 
lösbar ist,  wie  beschaffen  auch  A  sein  möge,  wofern  es  nur  kein 
vollständiges  Quadrat  ist.    Dagegen  ist  die  Gleichung  a?  —  Ay^  =  —  1 
nur  in  gewissen  besonderen  Fällen  auflösbar,  und  da  die  Auflösung, 
wenn  sie  möglich  ist,  sich  unter  den  Näherungsbrüchen  von  YÄ  vor- 
finden  mufs,   so  ist  die  notwendige  und  zugleich  hinreichende  Be- 
dingung für  die  Möglichkeit  dieser  Auflösung,  dafs  die  Periode  der 
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Quotienten,  welche  durch  die  Entwicklung  von  Yä  gegeben  wird, 
aus  einer  ungeraden  Anzahl  von  Gliedern  bestehe. 

Die  Auflösungen  einer  jeden  der  beiden  Gleichungen  erhält  man 
unmittelbar  aus  den  Näherungsbrüchen  von  Yä,  nämlich  aus  den- 
jenigen, welche  dem  Quotienten  2  a  entsprechen  (wo  a  die  gröfste  in 
Yä  enthaltene  ganze  Zahl  ist).  Solcher  giebt  es  unendlich  viele, 
da  dieser  Quotient,  ebenso  wie  die  ihn  enthaltenden  Perioden,  sich 
unendlich  oft  wiederholt.  Der  Zähler  jedes  Bruches  ist  ein  Wert 
von  X,  sein  Nenner  der  zugehörige  Wert  Von  y. 

Wir  werden  weiter  unten  zeigen,  wie  man  den  allgemeinen  Aus- 
druck der  verschiedenen  Brüche,  welche  einem  und  demselben,  in 
den  aufeinanderfolgenden  Perioden  an  derselben  Stelle  befindlichen 
Quotienten  entsprechen,  a  priori  finden  kann.  Für  den  gegenwärtigen 
Fall  genügt  es,  das  Resultat,  das  man  übrigens  unmittelbar  bewahr- 
heiten kann,  kennen  zu  lernen. 

Es  sei  —  der  erste  und  einfachste  der  Näherungsbrüche,  welche 
einem  und  demselben  Quotienten  2a  entsprechen.     Hat  man  dann: 

p^-A^^  +  l, 
oder  ist  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode  gerade,  so  wird  nur 
allein  die  Gleichung  x^  —  Äy^  =  -f-  1  auflösbar  sein,  wie  wir 
bereits  angegeben  haben.  Wenn  man  alsdann  die  allgemeine 
Auflösung  haben  will,  braucht  man  nur  p  +  qY^  auf  irgend 
eine  Potenz  m  zu  erheben  und  das  .Resultat  gleich  x-^yY^ 
zu  setzen.     Ist  nämlich: 

(p  +  qY^T  =  ^  +  vYÄy 

wo  X  und  y  rationale  Zahlen  sind,  so  hat  man  zugleich: 

(p  -  qYÄT  =  a?  -  yYÄ. 
Multipliciert  man  beide  Gleichungen  mit  einander,  so  wird  ihr  Produkt: 

x^  —  Ay*  =  (p^  —  Äq^)""  =  1"*  =  1. 
Mithin   genügen   die   gefundenen  Werte   für  x  und  y   wirklich   der 
Gleichung  x^  —  Äy^  =  1,  welches  auch  der  Exponent  m  sein  möge. 
Man  kann  auch  die  Werte  von  x  und  y  mittelst  der  Formeln: 

^_(p  +  gV"^)"  +  (p  -  gva)"^ 
_  (p  +  qVAr  -  (p  -  gva)" 

welche  immer  ganze  Zahlen  für  x  und  y  ergeben,  besonders  darstellen. 
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35. 
Ist  zweitens: 

p^  —  Aq^^  —  1, 

oder  ist  die  Angühi  der  Glieder  der  Periode  ungerade,  so  ist  er- 
sichtlichy  dafsman  immer  gleichzeitig  den  beiden  Gleichungen: 

x^—  Ay^=  +  1,    x^  —  Ay^=^  —  l 
genügen   kann^   und  zwar  der  ersteren  mittelst  gerader  Po- 
tenzen von  |)+g"|/Z,  der  zweiten  mittelst  ungerader  Potenzen 
desselben  Binoms.     Denn  setzt  man: 

(l)  +  qYiy  =  x  +  yVA, 
SO  erhält  man: 

^2-^y2  =  (-l)2*=  +  i5 

und  setzt  man: 

SO  wird: 

x^  ^Äy^  =  {-  l)2*+i=~  1. 

Ist  z.  B.  J.  =  13;  so  findet  man  —  =  —  und  p^  —  13  j*  =  —  1. 
Setzt   man  also: 

(l8  +  5)/i3r  =  a;  +  yVl3, 
so  genügt  man  der  Gleichung  x^ —  13y*  =  1,  und  setzt  man: 

(18  + 51/13)"+^  =  a;  +  yyT3, 
so  genügt  man  der  Gleichung  x^  —  13y^  ==  —  1. 

Die  kleinsten  Zahlen  ^  welche  der  Gleichung  a?*  —  13j/*  =  1 
Genüge  leisten,  sind  demnach  x  =  649,  y  =»  180;  denn  man  hat 
(18  +  51/13)*  =  649  +  180l/f3. 

Zuweilen  sind  die  einfachsten  Zahlen ,  welche  einer  gegebenen 
Gleichung  x^  —  Äy^  =  ib  1  genügen,  weit  beträchtlicher.  Z.  B.  ist 
die  einfachste  Lösung  der  Gleichung  a;*  —  211y*  =  1: 

X  =  278354373650 

y=    19162705353, 
und  die  einfachste  Lösung  der  Gleichung  a^  —  991y*=  1  ist: 
X  =  379516  400906  811930  638014  896080 
y  =    12055  735790  331359  447442  538767. 

Hieraus  ersieht  man,  wie  notwendig  es  für  die  Aufsuchung  dieser 
Zahlen  ist,  eine  sichere  und  unfehlbare  Methode,  wie  es  die  entwickelte 
ist,  zu  haben.     Denn  man  würde  sich  sehr  irren,  wenn  man,  nach- 
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dem  man  vergeblicli  die  Auflosung  mittelst  maXsig  grofser  Zahlen 
versucht  hätte^  schliefsen  wollte^  dafs  sie  überhaupt  für  keine  Zahlen 
möglich  sei. 

36. 

Fermat  ist  der  erste^  der  die  Auflosung  der  Gleichung 
a?  —  Ay^  =  l 
gekannt  zu  haben  scheint;  wenigstens  legte  er  diese  Aufgabe  gleich- 
sam als  Herausforderung  den  englischen  Mathematikern  Tor.  Lord 
Brounker  gab  eine  Auflösung  derselben,  welche  man  in  den  Werken 
von  Wallis  findet  und  die  fast  wörtlich  in  den  zweiten  Teil  von 
Euler's  Algebra  aufgenommen  ist.  Aber  einerseits  hat  Fermat 
nichts  über  seine  eigene  Auflösung  veröffentlicht,  andererseits  zeigt 
die,  wenn  auch  sehr  geistreiche,  Methode  der  englischen  Mathematiker 
doch  nicht  in  bestimmer  Weise,  dafs  die  Aufgabe  immer  lösbar  sei.  Es 
blieb  daher  noch  zu  beweisen  übrig,  dafs  die  Gleichung  a^  —  ^y*  =  1 
stets  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist.  Dies  hat  Lagrange  in  ebenso 
eleganter  wie  strenger  Weise  in  den  „Gemischten  Abhandlungen  der 
Turiner  Akademie'^  Band  IV  und  sodann  in  den  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  vom  Jahre  1767  gethan.  Dieser  Beweis,  sowie 
die  ihm  beigegebene  Methode  der  Auflösung  müssen  als  einer  der 
wichtigsten  Schritte,  welche  bis  heute  in  der  unbestimmten  Analysis 
gemacht  worden  sind,  betrachtet  werden.  In  der  That  ist  die  Gleichung 
Ol?  —  Ay^  =  1  nicht  allein  an  und  für  sich  interessant;  sie  ist  auch 
bei  der  Auflösung  aller  unbestimmten  Gleichungen  zweiten  Grades 
erforderlich,  wo  sie  dazu  dient,  unendlich  viele  Auflösungen  zu  finden, 
wenn  man  eine  einzige  solche  kennt. 

Am  Ende  dieses  Werkes  wird  man  eine  Tafel,  No.  X,  finden, 
welche  unter  der  Form  von  Brüchen  die  einfachsten  Lösungen  der 
Gleichung  m?  —  An^  =  +  1  für  jede  Zahl  A  von  2  bis  zu  1003 
enthält,  welche  nicht  Quadratzahl  ist. 

Der  blofse  Anblick  der  Ziffern,  mit  denen  die  Zahlen 
m  und  n  endigen,  läfst  erkennen,  ob  sie  der  Gleichung 

w«  -  ^n«  =  +  1 
oder  der  Gleichung 

m^-  An^  =  '-1 

genügen.  Erfüllen  sie  diese  letztere,  so  mufs  man,  um  die  kleinsten 
Zahlen  p  und  q,  welche  der  Gleichung  x^  —  Ay*  =  +  1  genügen, 
zu  erhalten,  (w  +  nl/-ä)*  =  j)  +  g|/Z  setzen.  Man  erhält  alsdann 
p  =  2w*  +  1,  g  =  2mn. 
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37. 

Wir  gehen  nunmehr  zur  Auflösung  der  gegebenen 
Gleichung 

über.  Wir  haben  Nr.  10  gesehen,  dafs,  wenn  D<.yÄ  ist,  wie  wir 
es  voraussetzen,  der  Bruch  —  einer  der  Naherungsbrüche  von  YA 

sein  mufs.  Man  wird  daher  YÄ  in  einen  Eettenbruch  entwickeln 
und    die   aufeinanderfolgenden   Werte   der   vollständigen   Quotienten 

jj" —  berechnen  müssen.  Findet  sich  unter  diesen  voll- 
ständigen Quotienten  einer,  dessen  Nenner  D  gleich  der 
rechten  Seite  der  gegebenen  Gleichung  ist,  so  folgt  daraus 
eine  Lösung  entweder  der  Gleichung  a?*  — - -4y*  =  +  D,  oder 
der  Gleichung  a?*  -7-  Ay^  =s  —  D.  Dazu  mufs  man  den  Näherungs- 
bruch —  berechnen,  welcher  dem  betreffenden  vollständigen  Quotienten 

entspricht.     Ist  dieser  Bruch  von  ungerader  Ordnung  (wobei  —  als 

der  erste  gerechnet  wird),  so  wird  er  grofser  als  Yä  und  mithin 
p*  —  Äg^  =  "{-  D  sein.  Ist  er  aber  von  gerader  Ordnung,  so  wird 
man  jp*  —  Aq^  =  —  2)  haben. 

Dieselbe  Zahl  D  kann  in  einer  und  derselben  Periode 
mehrere  Male  vorkommen,  und  zwar  wird  sie,  da  die  Periode 
symmetrisch  ist,  sich  stets  mindestens  zweimal  vorfinden  (den  Fall 

ausgenommen,  wo  der  Quotient,  welcheifl  ~  entspricht,  das  mittelste 

Glied  der  Periode  ist,  wenn  man  von  ihrem  letzten  Gliede  2a  ab- 
sieht). Man  erhält  alsdann  ebenso  viele  Lösungen  entweder  der 
Gleichung  x^  —  -4y^  =  +  D  oder  der  Gleichung  x^  —  Äy^  =  —  D, 
und  dieses  wird  bei  allen  andern  Perioden  ebenfalls  stattfinden. 

Findet  man  die  Zahl  D  nicht  unter  den  Nennern  der 
vollständigen  Quotienten  in  der  ersten  Periode,  so  kann 
man  sicher  sein,  dafs  weder  die  Gleichung  x^  —  Ay^  =  +  D, 
noch  die  Gleichung  a?*  —  Ay^  ===  —  D  in  ganzen  Zahlen  auf- 
lösbar ist 

38. 

Hat  man  aber  eine  oder  mehrere  Losungen,  welche  in  der 
Weise,  wie  wir  es  eben  auseinandergesetzt  haben,  durch  die  erste 
Periode  der  Quotienten  gegeben  werden,  so  kann  man  aus  jeder 
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Ton  diesen  ersten  Lösungen  unmittelbar  eine  allgemeine 
Formel  ableiten^  welche  eine  unendliche  Menge  anderer  von 
dieser  ersten  abhängender  Losungen  enthält. 

Es  sei  —  der  Näherungsbruch,  für  welchen  p^  —  A^  =  D  ist, 

und  zu  gleicher  Zeit  seien  t  und  %i  irgendwelche  der  Gleichung 
t^  —  Au^  =  1  genügende  Zahlen.  Multipliciert  man  beide  Gleichungen 
mit  einander ;  so  kann  man  das  Produkt  auf  die  Form  bringen: 

{pt  +  Aquf  —  Aisu  +  ity  =  D, 
so  dafs  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichung  x^  —  Ay^  =  D  ge- 
geben wird  durch  die  Formeln: 

x^'pt  +Aqu 
y  =  pu+  qt. 
Was  die  Werte  von  t  und  u  anlangt,  so  haben  wir  bereits  gezeigt, 
dafs,  wenn  m  und  n  die  kleinsten,   der  Gleichung  w*  —  An^  =  1 
genügenden  Zahlen  sind  und  man  für  k  eine  beliebige  ganze  Zahl 
nimmt,  man  hat: 

(m  +  nY2f^t+uyA. 
Man  sieht  daher,  dafs  man,  wenn  man  von  den  yerschiedenen  ur- 
sprünglichen Lösungen,  welche  in  der  ersten  Periode  enthalten  sind, 
ausgeht,    ebensoviele  allgemeine  Formeln  erhalten  wird,  deren  jede 
unendlichyiele  Lösungen  der  gegebenen  Gleichung  in  sich  begreift. 

Übrigens  gelten  die  Werte,  welche  wir  soeben  für  x  und  y  ge- 
geben haben,  in  gleicher  Weise,  mag  D  positiv  oder  mag  es  negativ 
sein.    Sie   setzen   nur  voraus,   dafs   D  in   der   speciellen  Gleichung 
p^ —  Aq^  =:  D  dasselbe  Zeichen  habe  wie  in  der  allgemeinen  Gleichung 
x^  —  Ay^  =  D]  sie  setzen  ferner  voraus,  dafs  m*  —  An^  =  -f-  1  sei. 
Wäre  m*  —  -4n*  =  —  1,  so  würden  die  Formeln 
X  '=^pt  +  Aqu 
y  =  pu  +  qt 
gleichzeitig  die  Auflösung  der  Gleichung  oc^  —  Ay^  =  -f-  D  und  die- 
jenige der  Gleichung  x^  —  Ay^  5=»  —  2)  geben,  nämlich  die  der  ersteren, 
wenn  man  (1»  -^-  «  "j/Z)^*  =  ^  -{-  m  Ya,  die  der  letzteren,  wenn  man 
(w  +  w  yÄf^  +  ^=t  +  w]/l  setzte. 

39. 
Wenn  man,  sei  es  aus  der  eben  erwähnten  Tafel,  sei  es  auf 
irgend  eine  andere  Weise,  den  einfachsten  Bruch  —  kennt,  welcher 
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der  Gleichung  w?  —  -4.n*  =  -J-  1  genügt,  so  wird  die  einfache  Ent- 
wicklung von  —  in  einen  Kettenbruch  die  Periode  der  Quotienten 

ergeben,  welche  aus  der  Entwicklung  von  ]/-4  hervorgehen  würden. 
Demnach  kann  man,  ohne  die  diesen  ganzzahligen  Quotienten  ent- 
sprechenden vollständigen  Quotienten  -^— -^  —  zu  kennen  und  mithin 

ohne  ihre  Nenner  zu  wissen,  dennoch  leicht  diejenigen  herausfinden, 
welche  einem  gegebenen  Werte  von  "N  entsprechen.   Diese  Quotienten 

sind  ziemlich  nahe  gleich  --g-;  wo  a  die  gröfste  in  yA  enthaltene 

ganze  Zahl  bedeutet    In  der  That  ergiebt  sich,  da  (nach  No.  30) 


ist, 


J^ 

¥- 

V2  +  J  _ 
D        ~ 

p 

t.  in   ^  + 

/ 

enthalt 

«_ 

2 


Mithin  ist  die  grofste  in  J^ —  enthaltene  ganze  Zahl  ft  sehr  nahe 
gleich  der  in  -jy  enthaltenen  gröfsten  ganzen  Zahl. 

40. 
Soll  z.  B.  die  Gleichung: 

a?  -  61y^  =  5 

aufgelost  werden,  so  entwickele  man  den  Bruch  ,  dessen  Zähler 

und  Nenner  der  Gleichung  w*  —  61n*  «=  —  1  genügen,  in  einen 
Eettenbruch.  Die  Quotienten  und  Näherungsbrüche  findet  man  fol- 
gend ermaCsen: 

Quotienten: 
7,    1,    4,    3  ,     1  ,      2,      2,      1  ,     3,     4,       1  ,••• 

Näherungsbrüche : 

Jl  -L  A  -??-  i?L  i?l   i^l  i2Z?  15??  5???  24079  29718 
"Ö" '  1  '  T  ^   6  '   16  '   21  '   58  '  137  '  196  '  722  '  3083  ^  8806  * 

/ —  .         2-7 

Die  grölste  in  }^61  enthaltene  ganze  Zahl  isjb  7  und  — g—  =  2  +  •  • 
Sucht  man  also  2  unter  den  Quotienten,  so  findet  man  die  beiden  ent- 
sprechenden Brüche  -rr-  und  -gö-,  deren  erster  p^  —  61 2^  =  —  5, 

deren  letzterer  p^  —  61g*  =  5  giebt.  Mithin  wird  die  gegebene 
Gleichung  a^  —  61y*  =  5  mittelst  der  Formeln  aufgelöst  werden: 
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X  =  453«  +  3538« 

y  =  453«  +     58< 
t  +  uY6i  =  (29718  +  3805  V^)", 
und  ferner  ebenfalls  durch  die  folgenden  Formeln,  welche  mit  Hülfe 
des  ersten  Näherungsbruches  -^  berechnet  sind: 

x=l64t  +1281W 

y  =  164w+      2U 
t  +  uYÖi  =  (29718  +  3805  l/6r)"  +  i- 
Auf  dieselbe  Weise  würde   man   die  Gleichung  x^ —  6Iy*««  —  5 
losen ;  und  man  erkennt,  warum  die  beiden  fOr  ^  gefundenen  Werte^ 

obgleich  sie  für  B  zwei  Werte  mit  verschiedenen  Zeichen  geben, 
dennoch  zur  Auflosung  einer  und  derselben  Gleichung  dienen.     Der 

Grund  liegt  darin,  dafs  der  Wert  von  —  ein  solcher  ist,  für  welchen 

m?  —  61»*  =  —  1  ist.  Denn  in  allen  ähnlichen  Fällen  giebt  eine 
Auflosung  der  Gleichung  x^  —  -4y*  =  D  immer  eine  Auflosung  der 
Gleichung  x^  —  Ai^  =»  —  B  und  umgekehrt 

41. 
Wir  bemerken  noch,  dafs,  wenn  D,  obwohl  stets  kleiner  als  YA^ 
einen  quadratischen  Faktor  ^*  hätte,  so  dafs  B  =  ^^IX  wäre,  man 
alsdann  aufser  den  Losungen,  die  wir  nach  der  vorhergehenden 
Methode  gefunden  haben,  und  bei  denen  x  und  y  stets  prim  zu 
einander  sind,  noch  andere  erhalten  konnte,  bei  denen  x  und  y  den 
gemeinsamen  Teiler  %•  hätten.  Hätte  man  nämlich  auf  andere  Weise 
gefunden,  dafs  die  Lösung  der  Gleichung  x^  —  Ay^  =^  B^  möglich 
sei,  so  ist  klar,  dafs  man  daraus  x  =  d-x,  y  «»  ^y  erhalten  würde. 
Auf  diese  Weise  wird  es  so  viele  neue  Auflösungsformeln  geben 
können,  als  es  Arten  giebt,  die  Zahl  B  durch  eine  Quadratzahl 
zu  teilen. 

§  7. 

Satze  über  die  Möglichkeit  der  (rleichnngen  von  der  Form: 
Mx^  —  Ny^^±l  oder  +  2. 

42. 

Wir  setzen  voraus,  dafs  A  eine  Primzahl  und  p  und  q  die 
kleinsten  Zahlen  (1  und  0  ausgeschlossen)  seien,  welche  der 
Gleichung 
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/  _  J[g2  =  1 
genügen.    Diese  Gleichung  läXst  sich  auf  die  Form  bringen: 

t^  —  l  =  Aq^  oder  (p  +  1)  O  —  1)  =  ^gl 
Da  nun  Ä  eine  Primzahl  ist,  so  kann  diese  Gleichung,  wenn  man 
q  =5  fgh  setzt,  nur  auf  folgende  zwei  Arten  zerlegt  werden: 

Es  mufs  demnach  eine  der  beiden  nachstehenden  Gleichungen  statt- 
finden: 

Aus  diesen  letzteren  erkennt  man,  dafs  f  nur  1  oder  2  sein  kann, 
so  dafs  man  die  vier  Kombinationen  erhält: 

(1)  -  1  =  Ä«  -  Äg^,  (3)     1  =  ?^  -  Ah' 

(2)  —2  =  h^  —  Äg%  (4)     2=g^  —  ÄhK 

Von  diesen  ist  jedoch  die  Kombination  (3)  auszuschliefsen,  da  aus 
ihr  sich  ergeben  würde,  dafs  p  und  q  nicht  die  kleinsten  der  Glei- 
chung f^  —  Ä^  e»  1  genügenden  Zahlen  seien.  Es  bleiben  daher 
nur  noch  die  drei  andern  Kombinationen  zu  diskutieren  übrig.  Dazu 
müssen  wir  nach  einander  die  yerschiedenen  Formen  betrachten, 
welche  Ä  mit  Bezug  auf  die  Vielfachen  von  4  oder  8  annehmen  kann. 

43. 

Ist  erstens  Ä  von  der  Form  4n  +  1,  so  mufs,  wenn  in 
den  Gleichungen  (2)  und  (4)  die  eine  der  beiden  Zahlen  g  und  h 
gerade  ist,  auch  die  andere  gerade  sein.  Alsdann  aber  würde  die 
rechte  Seite  durch  4  teilbar  sein,  wahrend  die  linke  +  2  ist,  was 
mit  einander  nicht  im  Einklang  steht.  Nimmt  man  sodann  die  beiden 
Zahlen  g  und  h  als  ungerade  an,  so  werden  ihre  Quadrate  g^  und  h^ 
von  der  Form  8n  +  1,  und  es  wird  die  rechte  Seite  ebenfalls  durch 
4  teilbar  sein.  Mithin  ist  die  Gleichung  (1)  die  einzige,  welche  statt- 
finden kann;  sie  findet  demnach  notwendig  statt,  und  daraus  ergiebt 
sich  folgender  sehr  bemerkenswerte  Satz: 

Ist  Ä  eine  Primzahl  von  der  Form  4n+l,  so  ist  die 
Gleichung 

a^^Ay^ 1 

stets  möglich. 

Diese  Eigenschaft  findet  für  die  Primzahlen  von  der  Form  4n  4"  1 

ausschliefslich  statt.    Denn  wenn  A  von  der  Form  4w  +  3  wäre,  so 

Legendre,  Zahlentheorie  I.  5 
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erkennt  man  leicht,  dafs,  wenn  x  nnd  y  gerade  oder  ungerade  Werte 
beigelegt  werden,  a;^ —  Äy^  immer  von  einer  der  Formen  4n,  4n  +  1, 
4n  +  2  sein  würde,  unter  denen  —  1  nicht  enthalten  ist. 

Man  bemerke  noch,  dafs,  wenn  Ä  eine  Primzahl  von  der  Form 
4n  +  1  ist,  jede  Zahl,  welche  durch  die  Formel  a;*  —  Äy^  dargestellt 
wird,  auch  durch  Äy^  —  x^  dargestellt  werden  kann.  Denn  da  man 
w*  —  J.n*  «=  —  1  setzen  kann,  so  hat  man: 

N=^(x^  —  Äy^  {An^  -  w«)  =  Ä{my  +  nxY  -  {mx  +  AnyY. 

44. 

Ist  zweitens  Ä  von  der  Form  8n  +  3,  so  kann  die  Glei- 
chung (1),  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  nicht  stattfinden.  Ebenso- 
wenig kann  Gleichung  (4)  stattfinden.  Denn  wenn  eine  der  Zahlen 
g  und  h  gerade  wäre,  so  würde  die  andere  ebenfalls  gerade  sein,  da 
die  linke  Seite  gerade  ist.  Alsdann  aber  würde  die  rechte  Seite  durch 
4  teilbar  sein,  w|bhrend  die  linke  nur  durch  2  teilbar  wäre.  Wenn 
die  Zahlen  g  und  h  alle  beide  ungerade  wären,  so  würde  die  rechte 
Seite  von  der  Form  8»  +  1  —  (8w  +  3)  (8n  +  1)  oder  8n  —  2  sein, 
was  mit  der  linken  nicht  im  Einklang  stände.  Mithin  ist  die  Glei- 
chung (2)  die  einzig  mögliche;  sie  mufs  demnach  notwendigerweise 
stattfinden,  und  daraus  ergiebt  sich  der  folgende  Sats: 

Ist  A  eine  Primzahl  von  der  Form  8»  +  3,  so  ist  die 
Gleichung 

i^  —  Ay^ 2 

immer  möglich. 

45. 

Ist  drittens  A  von  der  Form  8w  +  7,  so  findet  man  durch 
ähnliche  Betrachtungen,  dafs  die  Gleichung  (4)  die  einzige  ist,  welche 
stattfinden  kann,  und  daraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Ist  A  eine  Primzahl  von  der  Form  8n  +  7,  so  ist  die 
Gleichung 

a;«  _  ^y«  =  +  2 
immer  möglich. 

Man  beachte  noch,  dafs,  wenn  die  beiden  kleinsten,  der  Gleichung 
m*  —  Avf  =  +  2  genügenden  Zahlen  m  und  n  gegeben  sind,  es 
leicht  ist,  daraus  die  beiden  Zahlen  j)  und  g,  welche  der  Gleichung 
T^  —  -4-3^  =  1  genügen,  herzuleiten.    Dazu  hat  man  zu  setzen: 

|(m  +  nl/Z)»=jp  +  2>/Z. 

Dies  giebt: 

'p  =  -4«*  +  1 ,        5  =  wn. 
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46. 
Es  sei  jetzt  A  <»  M'Sy  wo  Mund  JV  zwei  beliebige  ungerade 
Primzahlen   bezeichnen^   und   es   seien   ferner   stets  j9  und  g   die 
kleinsten  Zahlen,  welche  der  Gleichung 

2?«  -  ^g«  =  1 

genügen.    Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form: 

O  +  1)  (j)  -  1)  =  Mli(q\ 
und  setzt  man  q  «=  fgh^  so  läfst  sich  dieselbe  nur  auf  folgende  vier 
Arien  zerlegen: 

p—l=fNh\    fMh*,    fV       ,    fMIfV. 
Hieraus  folgen  die  vier  Gleichungen: 

}=     Ng^-Mh^  , 


j^MNg'^-h^ 


in  denen  man  nach  einander  /*«>  1  und  /*«»  2  zu  setzen  hat.    Dies 

giebt  die  acht  Kombinationen: 

(1)         l  =  Mg^  —  Nh^    ,        (2)         2  =  Mg^  —  Nh^ 
(3)         l^Ng'-Mh^    ,        (4)         2  =  2^(/«  -  Jf Ä« 
(5)    —1=     h^  —  MNg*,        (6)     -2=     h^  -  MNg^ 
(7)  1=     g^'-'MNh^        (8)         2=     g*  —  MNh\ 

Hiervon  ist  die  siebente  auszuschliefsen,  da  nach  Voraussetzung  p 

und  q  die  kleinsten  der  Gleichung  p*  —  Aq^ ««  1  genügenden  Zahlen 

sein  sollen. 

Wir   geben   jetzt   zwei    der  hauptsächlichsten   Folgerungen, 

welche  man  aus  diesen  Zerlegungen  ziehen  kann. 

47. 
Erstens:  Wenn  die  Primzahlen  M  und  N  alle  beide  von 
der  Form  4n  -f~  3  sind,  so  kann  keine  der  Gleichungen  (2),  (4), 
(6),  (8)  stattfinden.  Denn  mag  man  die  Zahlen  g  und  h  beliebig  als 
gerade  oder  ungerade  annehmen,  stets  wird  die  rechte  Seite  jener 
Gleichungen  von  einer  der  drei  Formen  4n,  4n  +  1;  4n  +  3  sein, 
wahrend  die  linke  Seite  +  2  ist.    Bei  derselben  Voraussetzung  kann 
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die  Gleichung  (5)  ebensowenig  stattfinden ,  denn  wir  werden  später 
(No.  144)  beweisen,  dafs  keine  Zahl  von  der  Form  4n  +  3  ein  Teiler 
von  1  -{-  h*  sein  kann.  Mithin  mnfs  von  den  beiden  übrigbleibenden 
Gleichungen  (1)  und  (3)  notwendigerweise  die  eine  stattfinden,  und 
daraus  ergiebt  sich  folgender  sehr  bemerkenswerte  Säte: 

Wenn  jjfund  N  zwei  beliebige  Primzahlen  von  der  Form 
4n -|- 3  sind,  so  ist  die  Gleichung 

Mx'  —  Ny^^  +  l, 
wenn  man   das  Vorzeichen   der  rechten   Seite  passend   be- 
stimmt, stets  möglich. 

48. 

Zweitens:  Wenn  die  Primzahlen  M  und  N  alle  beide 
von  der  Form  4w+l  sind,  so  erkennt  man  auf  gleiche  Weise, 
dafs  die  Gleichungen  (2),  (4),  (6),  (8)  ebenfalls  nicht  stattfinden 
können.  Dagegen  ist  die  Gleichung  (5)  nicht  mehr  auszuschliefsen, 
und  es  kann  somit  der  auf  diesen  Fall  bezügliche  Satz  folgender- 
mafsen  ausgesprochen  werden.- 

Sind  M  und  N  zwei  Primzahlen  von  der  Form  4n  +  1; 
so  kann  man  immer  entweder  der  Gleichung 

x^  -  MNy^  =  —  1 
oder  der  Gleichung 

wenn  man  das  Vorzeichen  der  letzteren  passend  annimmt, 
Genüge  leisten. 

Da  man  übrigens  die  Zerlegung  der  Zahlgröfee  j?*  —  1  in  zwei 
Faktoren  jp  +  1  und  p  —  1,  welche  sich  von  einander  nur  um  zwei 
Einheiten  unterscheiden,  nur  auf  eine  einzige  Weise  vornehmen  kann, 
so  ist  ei;sichtlich,  dafs  man  niemals  den  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen  gleichzeitig,  sondern  nur  einer  von  ihnen  genügen  kann. 

49. 

Durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelangt  man  leicht  zu  einem 
noch  weit  allgemeineren  Satze,  nämlich  zu  dem  folgenden: 

Sind  Jf  und  M'  zwei  Primzahlen  von  der  Form  4n  +  3 
und  N  eine  Primzahl  von  der  Form  4w  +  1,  so  ist  es  stets 
möglich,  einer  der  sechs  Gleichungen: 

Nx"  -jfjfy  =  +  i 

Mx^  -  M'Ny^  =  +  1 

JfV  —  MNy^  =  +  1 
zu  genügen. 
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50. 

Diese  Sätze  und  andere  ähnlicher  Art  lassen  sich  auch  aus 
der  Betrachtung  des  mittleren  Quotienten^  welchen  die  Ent- 
wicklung von  YA  in  einen  Eettenbruch  darbietet,  ableiten. 

Es  bezeichne  nämlich  stets  ^  den  einfachsten  Bruch,  welcher 
der  Gleichung 

genügt;  femer  sei  a  die  grofste  in  Yä  enthaltene  ganze  Zahl,  und 
es  mögen  aus  der  Entwicklung  von  YÄ  die  Quotienten  und  die 
Näherungsbrüche  bis  zu  ^  folgendermafsen  entstehen: 

Quotienten:  a,    a  ,  ß  -,  X  ,   d' ,    A,---/S,   a,  2a,  •  •  • 

f^     L    IL  Pl     P 

Den  mittelsten  Quotienten  haben  wir  mit  ^  bezeichnet.  Ein  solcher 
mufs  notwendigerweise  existieren,  da  sonst  der  Bruch  —  von  ge- 
rader Ordnung  und  somit  gegen  die  Voraussetzung  jt>*  —  Aq*  =  —  1 
sein  würde.    Da  nun  die  Periode  a,  ß, . .  .d', , . .  ß,  a  symmetrisch 

ist,  so  mulB  der  Bruch  ~  bei  seiner  Entwicklung  die  auf  %'  folgen- 
den  Quotienten  A, .  • .  /),  u,  ergeben  (No.  11).  Mithin  kann  man  mit 
Hülfe  des  vollständigen  Quotienten  -Ö*  -j-  —  unmittelbar  den  Bruch  — 

ans  den  beiden  aufeinanderfolgenden  Brüchen  •^,  -^  ableiten,  und 
zwar  in  folgender  Weise: 


Näherungsbrüche:  -,_,...,  ^,  -,  -^, .. .     ,  ^, 


Hieraus  folgt: 

V  ==  fiPg  +  2/)  +  {fg  -  m 

2  =  K*i?  +  V)- 

Substituiert  man 

diese  Werte  in  die  Gleichung: 

so  ergiebt  sich: 

(/^ 

-Ag^(»g  +  2^)^2f{f^- 

rg\ 

Seist  man: 

r-Ä^-W-fg)D, 
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so  wird: 

und  hieraus  erkennt  man^  dafs  D  ein  Teiler  sein  mufs  von  2 f. 

51. 
Ist  erstens  D  gerade  und  gleich  2M,  so  mufs  f=Mh.  sein 
und-  die  Gleichung 

geht  über  in: 

M^h^  —  Ag"  =  2M{f^  -  fg). 

Nun  kann  aber  g  mit  M  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben ,  da 
es  sonst  auch  einen  solchen  mit  /*«=  Mh  haben  würde;  mithin  ist  M 
ein  Teiler  von  A. 

Ist  also  A=^MN,  so  erhält  man: 

Mh^-  Ng*  -  2{fg^  -fg)^±  2. 
Demnach  ist  in  diesem  ersten  Falle  die  Gleichung 

Mx'-Nii'  =  ±2 
möglich^  wobei  zu  beachten  ist}  dafs,  wenn  die  Zahlen  M  und  N 
alle  beide  ungerade  sind,  die  eine  von  der  Form  4n  +  ly  die  andere 
von  der  Form  4n  +  3  sein  mufs.  Denn  wären  sie  beide  von  der 
Form  4w  +  1  oder  beide  von  der  Form  4w  +  3,  so  würde  die  linke 
Seite  durch  4  teilbar  sein;  sie  könnte  sich  also  nicht  auf  +  2 
reducieren.  • 

Ist  zweitens  Z)  ungerade  und  gleich  My  so  mufs  man  f  =  Mh 
setzen.    Dies  giebt: 

JiPh*  •^Ag^  =  ±  M. 

Somit  ist  A  ebenfalls  teilbar  durch  M,  und  man  erhält,  wenn  A^==MN 
gesetzt  wird: 

Mh^  ^Ng^  =  ±  1. 

Aus  diesen  beiden  Fällen  ergiebt  sich  der  folgende  Sats: 

Ist  eine  beliebige,  aber  nicht  quadratische  Zahl  A  ge- 
geben, so  ist  es  immer  möglich,  diese  Zahl  in  zwei  Fak- 
toren Jf  und  ^von  der  Beschaffenheit  zu  zerlegen,  dafs  die 
eine  der  beiden  Gleichungen 

Mx^  -  i^y*  =  +  1 

Mx^  -Ny^  =  ±2 
befriedigt  wird,  wenn  man  das  Zeichen  der   rechten  Seite 
passend  wählt 
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Ferner  ist  noch  folgendes  zu  beachten: 

1)  Für  eine  und  dieselbe  Zahl  A  =  MN  giebt  es  stets  nur  eine 
Art,  einer  dieser  Gleichungen  zu  genögen;  denn  es  ergiebt  sich  aus 
der  Entwicklung  von  Yä  in  einen  Eettenbruch  nur  ein  mittelster 
Quotient 

2)  Nimmt  man  Jf  =  1,  wodurch  N^^A  wird,  so  mufs  man 
die  Gleichung  a^  —  Ay^  =  1  ausscheiden,  da  man  ihr  durch  kleinere 
Zahlen,  wie  x  '^p  und  y  =  q  sind,  nicht  genügen  kann.  Es  bleiben 
daher  nur  die  drei  Gleichungen: 

x'  —  Ay^^—l,  a;«-J.y«  =  2,  a?«  — ^y«=-2, 
und  diese  werden  sehr  häufig  unmöglich  sein,  z.  B.  die  erste,  wenn 
einer  der  Primfaktoren  von  A  von  der  Form  4n  +  3  ist,  die  zweite, 
wenn  einer  dieser  Faktoren  von  der  Form  8w  +  5  oder  8n  +  3  ist^ 
und  die  dritte,  wenn  ein  Faktor  von  der  Form  8n  +  5  oder  8w  +  7 
existiert. 

Ist  A  eine  Primzahl,  so  kann  man  keine  andere  Annahme 
machen,  als  Jf «»  1  und  N'=  A.  Alsdann  gelangt  man  durch  Dis- 
kussion der  Gleichungen  x^  —  Ay^  ^  +  1;  ^  —  ^V^  =  +  2  zu  den- 
selben Sätzen  wie  oben  hinsichtlich  der  Primzahlen  von  der  Form 
4n  +1,  8w  +  3,  8w  +  7.  Ebenso  würde  man  diejenigen,  welche 
auf  die  bereits  beha^elten  Formen  A  «=  MN,  A  =  MM'N  Bezug 
haben,  erhalten. 

52. 

Ist  die  Gleichung 

o^-^y« 1 

anflösbar  (dies  findet  statt  nicht  allein  in  dem  Falle,  wo  A  eine 
Primzahl  von  der  Form  4w  +  1  ist?  sondern  noch  in  unendlich  vielen 
andern  Fällen),  so  hat  man  D  ^=\  und  ^  =  2a.  Daraus  folgt,  dafs 
die  Quotienten  a,  /3, . . .  bis  A  eine  symmetrische  Reihe  bilden  (No.33). 
Femer  mufs  eben  diese  Reihe,  da  alsdann  P  —  Ag^  =  —  1  ist,  aus 
einer  geraden  Anzahl  von  Gliedern  bestehen.  Hiernach  wird  sich 
die  Entwicklung  von  Y^  ^^  einen  Kettenbruch  bis  zum  Näherungs- 
brache  —  hin  folgendermafsen  darstellen: 

Quotienten:  a  ,    a  ,/),.. .    ^  ,    ^  , . . .  /3,     a  ,  2a 

Naherungsbrüche:  ^,  y, -^ ^  -^^  ' '  " >  ^>    g  ' 

Nun  kann  man  mit  Hülfe  der  beiden  aufeinanderfolgenden  Brüche 
— ö",  — ,  welche  den  mittleren  Quotienten  ^,  ^  entsprechen,  unmittel- 
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bar  den  Wert  von  —  erhalten,  nämlicli: 

Hieraus  folgt: 

f  =.  tnn  +  w^w^ 

Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung: 

und  reduciert  man  diese ,  so  erhält  man: 

A{n^  +  w'«)  =  m«  +  m°* 
oder: 

w«  —  ^  w«  =  —  (w^«  —  J  n'O. 

Sind  -^^—^ —  und  "^^^ —  ^^®  ^®^  Näherungsbruchen  ^,  —  ent- 
sprechenden vollständigen  Quotienten,  so  hat  man  (No.  30): 

w«  —  Än^  =  (wn«  —  m^n)D, 
und: 

m'»  —  ^n^*  =  —  (tnn''  —  m^n)JD^. 
Mithin:  ^ 

1/^  =  1). 
Da  aber  allgemein 

ist,  so  folgt: 

A  =  iy  +  J^, 

Allemal  also,  wenn  die  Gleichung  x*  —  Äy*  =  —  1  auflösbar 
ist  (was  unter  andern  stets  dann  stattfindet,  wenn  Ä  eine  Primzahl 
von  der  Form  4n -f-  1  ist),  läfst  sich  die  Zahl  Ä  in  zwei  Qua- 
drate zerlegen.     Diese  Zerlegung   wird   unmittelbar   durch 

den  vollständigen  Quotienten  jT —  gegeben,  welcher  dem 
zweiten  der  mittleren  in  der  ersten  Periode  der  Entwick- 
lung von  yj.  auftretenden  Quotienten  entspricht.  Sind  die 
Zahlen  J  und  D  auf  diese  Weise  bekannt,  so  erhält  man 
A^D*  +  J^. 

Dieser  Schlufs  enthält  einen  der  schönsten  Sfttse  \ier  Zahlen- 
theorie, nämlich: 

„Jede  Primzahl  von  der  Form  4n -f- 1  ist  die  Summe 
zweier  Quadrate." 
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Derselbe  giebt  zugleich  das  Mittel  an  die  Hand;  um  diese  Zer- 
legung auf  direktem  Wege  und  otine  jedes  Probieren  auszuführen. 

§8. 

Zuraekfohrong  der  Formel  Ly^  +  ^tf^  +  ^^^  ^^^  ^^^  einfachsten 

Ausdruck. 

53. 

Die  Koefficienten  L,  M,  N  in  dieser  Formel  werden  als  gegebene 
Zahlen  (jedoch  von  der  Art;  dafs  sie  nicht  alle  drei  durch  eine  und 
dieselbe  Zahl  teilbar  sind)  angenommen;  die  Grofsen  y  und  0  dagegen 
sind  unbestimmte  Zahlen,  denen  man  alle  möglichen  positiven  oder 
negativen  ganzzahligen  Werte  unter  der  einzigen  Einschränkung,  dafs 
y  und  z  prim  zu  einander  sein  sollen,  beilegen  kann.  Es  wird  daher 
stets  unendlich  viele  Zahlen  geben,  welche  durch  dieselbe  Formel 
Ly^  +  My0  +  Nß^  dargestellt  werden.  Im  Allgemeinen  aber  kann 
diese  Formel  verschiedene  Formen,  welche  alle  dieselben  Zahlen 
unter  sich  begreifen,  annehmen,  und  es  handelt  sich  nunmehr 
darum,  den  einfachsten  Aiuidmok  aller  dieser  Formen  zu  be- 
stimmen. 

Wir  werden  zunächst  den  Fall  betrachten,  wo  JM"  eine  gerade 
Zahl  ist,  weil  dieser  die  meiste  Anwendung  findet;  sodann  werden 
wir  die  analogen  Resultate,  welche  gelten,  wenn  M  ungerade  ist, 
angeben. 

Ist  also  die  Formel 

py*  +  2qyjs  +  rz^ 
gegeben,  in  welcher  p,  q,  r  gegebene  Zahlen  sind,   und  will  man 
diese  Formel  in  eine  andere  umwandeln,  die  sich  von  ihr  nur  durch 
die  Koefficienten  unterscheidet,  so  mufs  man  setzen: 

y  =  fy+  mz 
^^gy'  +  nz\ 

wobei  y   und  /  neue  unbestimmte  Zahlen  sind.     Hiemach  giebt  die 
Einsetzung  dieser  Werte  die  transformierte  Formel: 

py'  +  2qyz'  +  rz'\ 
deren  Koefficienten  sind: 

^=pf^2qfg-\^rg^ 

q  =pfm  +  q(Jn  +  gm)  +  rgn 

/  z^pw?  +  2qmn  +  rn^. 


WWv^^^^^mr^ 
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Damit  nun  die  KoefEcienten  f^  g,  m,  n  den  Bereich  der  Unbestimmten 
y  und  z  in  der  gegebenen  Formel  nicht  beschränken,  ist  erforderlich, 
dafs  die  Werte  von  y   und  /,  ausgedrückt  durch  y  und  z,  nämlich 

^ "^  fn—mg 

fn  —  mg  ' 
ganze  Zahlen  seien,   und   zwar   unabhängig  von  jedem   besonderen 
Werte  von  y  und  js.    Dazu  mufs  also  sein: 

fn  —  fng  =  +  l. 
Daraus  erkennt  man,  dafs  man  zwei  Koefficienten,   etwa  f  und  g, 
willkürlich  annehmen  kann,  vorausgesetzt,  dafs  sie  prim  zu  einander 

«n.  f 

sind.    Nimmt  man  sodann  für  —  den  Näherungsbruch,  welcher  — 

in  der  Entwicklung  des  letzteren  Bruches  in  einen  Eettenbruch  vor- 
hergeht, so  ist  hierdurch  die  Bedingung  fn  —  mg  =  +  1  erfüllt,  und 
man  kann  sicher  sein,  dafs  jede  Zahl,  welche  in  der  Formel 

py^  +  2qyis  +  rz^ 
enthalten  ist,  auch  in  ihrer  Transformation 

enthalten  ist  und  umgekehrt.  Da  femer  y  und  z  nach  Voraussetzung 
prim  zu  einander  sind,  so  müssen  es  y  und  z  ebenfalls  sein;  denn 
hätten  y  und  /  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  ^,  so  würden  die 
Zahlen  y  und  z  ebenfalls  (den  Werten  y  =  fy  -^^  msf^  ^  =  9y  +  w/ 
zufolge)  durch  ^  teilbar  sein,  was  im  Widerspruch  steht  mit  der 
Voraussetzung. 

Wir  bemerken  ferner,  dafs  die  für  p\  g',  r  gefundenen  Werte 
die  Gleichung  ergeben: 

//  —  «  *  =  (l^r  —  2«)  {fn  —  mgy  =pr  —  q% 
woraus  folgt,  dafs  „die  Gröfse  pr—^  und  die  ihr  entsprechende 
pr  —  '3'*   in   der    transformierten   Formel    gleich   und   von 
gleichem  Zeichen  sind^ 

Diese  Grofsejpr  — g^  bestimmt  die  besondere  Besohaffenheit 
der  Formel  jpy*+  2qyZ'\'rz^  rücksichtlich  der  beiden  Faktoren 
^V'Vß^y  YV'^'^^y  ^^s  denen  man  sich  dieselbe  zusammengesetzt 
denken  kann.  Wenn  diese  Faktoren  imaginär  sind,  so  ist  die  Grolse 
pr  —  q^  positiv;  sind  dieselben  entweder  gleich  oder  rational,  so  ist 
die  Gröfse  pr  —  q^  gleich  0  bezw.  gleich  einer  negativen  Quadratzahl. 
Sind  sie  endlich   reell,   aber   irrational,   so  ist   die  Gröfse  pr  —  q^ 
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gleich  einer  uegatiTeu,  sichtquadratischen  Zahl.    Man  erkennt  dies^ 
wenn  man  die  Formel  jpy*  +  2qy0  +  rjs^  auf  die  Form  bringt: 

j[py  +  a^  +  ^y^  —  rp]   [py  +  q^  —  ^Vq'^—pr]. 

Wir  werden  diese  yerschiedenen  Fälle  getrennt  yon  einander 
untersuchen.  Vor  allem  andern  aber  müssen  wir  folgende  allgemeine 
Aufgabe*)  lösen. 

54. 

Ist  die  unbestimmte  Formel  py^  +  2qy0  +  rg^  gegeben,  in 
welcher  der  mittlere  Eoefficient  2q  gröfser  ist  als  einer  der 
beiden  äufseren  Eoefficienten  p  und  r  oder  auch  grofser  als 
alle  beide,  so  soU  man  diese  Formel  in  eine  andere  ähnliche  trans- 
formieren, in  welcher  der  mittlere  Eoefficient  kleiner  als  jeder 
der  äufseren  oder  wenigstens  nicht  gröfser  als  der  kleinste  der 
beiden  letzteren  ist. . 

Wir  setzen  2q>p  voraus,  und  in  dem  Falle,  wo  zugleich  2q'>p 
und  2q>  r  ist,  sei  p  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  p  und  r,  ab- 
gesehen Ton  ihren  Vorzeichen.    Setzen  wir: 

wo  m  ein  noch  unbestimmter  Eoefficient  ist,   so  ergiebt   die  Sub- 
stitution dieses  Wertes  die  transformierte  Formel: 

py^  —  {2pm  —  2q)yis  +  (pw*  —  2qm  +  r)0\ 
Die  unbestimmte  Zahl  m  kann  man  derart  annehmen,  dafs  2pm  —  2q 
kleiner  als  p  oder  gleich  p  ist.     Dazu  mufs  m  die  ganze  Zahl  sein, 

welche  dem  gegebenen  Bruche  — ,  sei  es  nach  oben  oder  unten  hin, 

am  nächsten  liegt.    Setzt  man  sodann: 

pm  —  q=^  q,    pm*  —  2qm  -{-  r  =  ry 

so  wird  die  transformierte  Formel: 

py'  —  2qyz  +  /is^, 
und  es  ist: 

pr'  —  q^^s=pr  —  g^,  und  2q  <p, 

wobei  das  Zeichen  <  die  Gleichheit  nicht  ausschliefst 

Da  nun  gleichzeitig 

2q>p  und  2q  <p 
ist^  so  folgt  daraus: 
3  <  «• 

*)  Die  Lösung  dieser  Aufgabe,  einer  der  wichtigsten  in  der  unbestimmten 
Analysis,  verdankt  man  Lagrange.  Siehe  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie 
Tom  Jahre  1778.  Anm.  d.  Verf. 
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Dies  ist  das  Hauptziel  dieser  ersten  Bechnung.  Wenn  jetzt  in  dieser 
transformierten  Formel  der  Koefficient  2}'  obwohl  kleiner  als  jp, 
noch  gröfser  als  /  ist,  so  kann  man  ebenso  verfahren,  und  wird 
dadurch  eine  neue  transformierte  Formel  erhalten,  in  welcher  der 
mittlere  KoefQcient,  welcher  2q'  heifsen  möge,  kleiner  als  2q  ist. 
Nun  kann  eine  Reihe  abnehmender  ganzer  Zahlen  q,  q^  q",  q'^ . . . 
ni'cht  ins  unendliche  fortgehen;  setzt  man  demnach  dieselben  Rech- 
nungen weiter  fort,  so  gelangt  man  notwendig  zu  einer  transfor- 
mierten Formel,  bei  welcher  es  eine  weitere  Reduktion  nicht  mehr 
giebt,  und  die  demnach  so  beschaffen  sein  wird,  dafs  der  mittlere 
EoefiGlcient  keinen  der  beiden  äufseren  übersteigt.  Diese  transfor- 
mierte Formel  leistet  der  gestellten  Aufgabe  Genüge;  die  in  ihr  vor- 
kommenden unbestimmten  Zahlen  werden  ebenfalls  prim  zu  einander 
sein  und  die  jjr  —  g*  entsprechende  Gröfse  wird  denselben  Wert  und 
dasselbe  Vorzeichen  besitzen,  wie  in  der  gegebenen  Formel.  Denn 
diese  beiden  Bedingungen  sind,  wie  wir  gezeigt  haben,  beim  Über- 
gange von  einer  transformierten  Formel  zur  andern  immer  erfüllt. 
Wir  wollen  als  Beispiel  die  Formel 

35j/«  +  Vl2ysi  +  210i^« 

86 

nicne  —  = 
Zahl  2  ist,  so  setze  man: 

y  =  j^  -  2;?. 

Dies  giebt  die  transformierte  Formel: 

35y  «  —  \myz  +  140|;^«  =  35y  »  +  32y  ^  +  6;^^ 
+  172]       —  344 
+  210 
Da  in  dieser  der  mittlere  Koefficient  32  grofser  ist  als  der  äufsere 
Koefficient  6,  so  mufs  man  in  derselben  Weise  zu  einer  neuen  trans- 

16 

formierten  Formel  übergehen.    Nimmt  man  also  die  dem  Bruche  —^ 
am  nächsten  liegende  ganze  Zahl,  welche  3  ist,  und  setzt  man: 

«  ==  /  _  3y , 
so  wird  die  neue  transformierte  Formel: 


betrachten.  Da  die  dem  Bruche  —  =  -^  am  nächsten  liegende  ganze 


6/»  -  36UY+  54 

+  32J      —  96 

+  35 


y'«  =  6/»  -  \zy'  -  ly'\ 
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Diese  letztere  erfollt  die  verlangten  Bedingungen  ^  da  der  mittlere 
EoefiGcient  4  kleiner  ist  als  jeder  der  änfseren  6  und  7.  Zugleich 
sieht  man^  dafs  die  Grofse  pr  —  q^  in  der  gegebenen  Formel  ebenso 
wie  in  der  transformierten  gleich  —  46  ist.  Was  die  Beziehung 
zwischen  den  ersten  Veränderlichen  y  und  0  und  den  neuen  y  und  / 
anlangt;  so  findet  man,  dafs  dieselbe  durch  die  Gleichungen 

y  =  ly'-  2/ 

z  —  0—^y' 
gegeben  ist 

Wir  untersuchen  jetzt  die  drei  allgemeinen  Fälle,  deren 
wir  oben  (No.  53)  Erwähnung  gethan. 

55, 

Ist  erstens  pr  —  g*  gleich  einer  negativen  Zahl  —-4,  so 
können  wir  annehmen,  dafs  die  Formel  p^  +  2qyis  +  rts^  auf  die 
einfachste  Form  gebracht  sei,  so  dafs  2q  weder  p  noch  r  übersteigt 
Alsdann  aber  behaupte  ich,  dafs  die  Zahlen  p  und  r  von  verschie- 
denen Vorzeichen  sind.  Denn  hätten  sie  dasselbe  Zeichen,  so  würde 
pr  positiv  und  >  4g*,  demnach  pr  —  g*  positiv  und  >  3g*  sein,  und 
diese  Grofse  könnte  somit  nicht  gleich  —  A  sein.  Wir  können  daher 
voraussetzen,  dafs  die  in  Bede  stehende  Formel  die  folgende  sei: 

ay*  +  2'byz  —  cje?*, 

wo  a  und  c  positiv  und  ac  +  &*  =  -^  ißt  Femer  aber  hat  man 
stets  2h<a  und  26  < c,  folglich  ac  +  6* >  56*,  und  daher  56*  <  A, 
oder  

Zu  gleicher  Zeit  sind  die  Grenzen  von  ac: 

ac<Ay    ac>Y  -^• 

Bemerkung.  Es  kann  vorkommen,  dafs  verschiedene  der- 
artige Formeln  wie  ay*  +  26y;ef  —  c^  einem  und  demselben 
Werte  von  A  zugehören  und  zugleich  der  Bedingung  2h  <,a  und 
2b<Cc  genügen,  ohne  dafs  sie  jedoch  wesentlich  von  einander 
verschieden  wären.    So  geben  z.B.  die  beiden  Formeln: 

und: 

2y*  +  2y0  —  Sf^ 

in   gleicher  Weise  ac  +  6*  =  7  und  26  <  a  und  <  e.     Setzt  man 
indessen: 


1 
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y  =  2t—5u,     0  =  3m  — ^, 
so  geht  die  Formel  2y*  +  2y^  —  5e^  in  ^^  —  7ti*  über,   und   setzt 
man  umgekehrt  in  dieser  letzteren: 

^  =  3y  +  5^,    M  =  y4-2iE?, 

so  verwandelt  sie  sich  in  die  erstere  2y*  +  2yis  —  Si^,  Daraus  er- 
kennt man^  dafs  diese  beiden  Formeln  in  Wirklichkeit  nur  zwei  ver- 
schiedene  Ausdrücke  einer  und  derselben  Formel  sind^  und  dafs  es 
keine  in  der  einen  von  ihnen  enthaltene  Zahl  giebt,  die  nicht  auch 
mit  demselben  Werte  und  demselben  Zeichen  in  der  andern  ent- 
halten wäre. 

Ist  die  Zahl  Ä  gegeben,  so  kann  man  leicht  alle  Formeln 
ay^-\-2hyz  —  cz^  finden,  welche  den  Bedingungen  6^  +  ac  — -4, 
2&<a  und  <c  genügen,  und  es  ist  klar,  dafs  die  Anzahl  dieser 
Formeln    notwendig   besohr&nkt    ist,    da    a    und   c    positiv   und 

6  <  T/y  sein  mufs*  Nachdem  man  aber  diese  verschiedenen  For- 
meln gefunden  hat,  hat  man  noch  diejenigen  abzuscheiden,  welche 
nicht  wesentlich  von  einander  verschieden  sind,  um  die  Gesamtheit 
auf  die  kleinstmögliche  Anzahl  reducieren  zu  können.  Diese  Unter- 
suchung wird  uns  im  §  13  beschäftigen. 

Ist  zweitens  unter  der  beständigen  Voraussetzung,  dafs 
pr  —  g*  =»  —  A 
sei,  A  ein  vollständiges  Qnadrat,  so  ist  die  gegebene  Formel 

JPy*  +  22J/^  +  r^ 
in  zwei  rationale  Faktoren  {ay  +  ßz)  (yy  +  ^^)  zerlegbar.  Hat  man 
ferner  jpr  —  g*  =  0,  so  sind  diese  beiden  Faktoren  einander  gleich. 
Diese  Fälle  bedürfen  keiner  weiteren  Auseinandersetzung,  und  man 
erkennt  leicht,  welches  alsdann  der  einfachste  Ausdruck  der  gegebenen 
Formel  ist 

Ist  daher  drittens  pr  —  g*  gleich  einer  positiven  Zahl  -4, 
und  setzen  wir  wiederum  voraus,  dafs  die  Formel  jt>y*  +  2gyj8f  +  ^^' 
auf  ihren  einfachsten  Ausdruck  gebracht  sei,  so  dafs  2q  weder  p 
noch  r  übersteigt,  so  hat  man  pr  >  4g*  und  3g*  <  A  oder: 

Zugleich  sieht  man,   dafs  pr  stets  zwischen  den  Grenzen  A  und 
4 

Y-4.  enthalten  ist. 

Ist   die  Zahl  A   gegeben,   so   kann   man  leicht  alle  Formeln 
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py*  +  2}yjer  +  y^*  finden,  welche  den  Bedingungen  jjr  —  q^  =  Ä 
und  2q<,p  und  <r  genügen.  Man  kann  ferner  beweisen,  dafs 
alle  diese  Formeln  wesentlich  von  einander  verschieden  sind 
und  sich  nicht  auf  eine  geringere  Anzahl  reducieren  lassen. 
Dies  wird  durch  die  beiden  folgenden  Sätze  geschehen. 

56. 

Satz.  Wenn  die  unbestimmte  Formel  py^ -^  2qyis -{' rz^ 
80  beschaffen  ist,  dafs  2q  weder  p  noch  r  übersteigt,  und 
wenn  zugleich  jpr  —  j*  gleich  einer  positiven  Zahl  Ä  ist,  so 
behaupte  ich,  dafs  die  beiden  kleinsten  in  dieser  Formel  ent- 
haltenen Zahlen  _p  und  r  sind. 

Man  beachte  zuerst,  dafs  die  Formel  py^  -f"  2qyz  +  rg^^  ana- 
lytisch betrachtet,  dieselbe  ist  wie  py^  —  2qyz  -|-  ris^^  da  man  nach 
Belieben  die  Unbestimmten  y  und  z  positiv  oder  negativ  nehmen 
kann.  Nun  ist,  unter  übrigens  gleichen  Umständen, 

Py^  +  Sgy^  +  rz^ 
worin  wir  die  drei  Glieder  positiv  annehmen,  grofser  als 

py^  —  2qyz  +  tz^\ 

mitbin  kann  nur  in  Bezug  auf  diese  letztere  das  Minimum  stattfinden. 

Es  sei  also  P^=^py^  —  2qyz  -[-  rz^  und  y>  z.   Setzen  wir  y  —  1 

an  die  Stelle  von  y  und  nehmen  wir  an,  dafs  P  in  P'  übergehe,  so 

erhalten  wir: 

r  ^P^2py+p  +  2qz 
oder* 

P'  =  p_2g(y-;er)-y(2,-2g)-i?(y-l). 

Wegen  p>2q  und  y>  z  ist  aber  offenbar  P'  kleiner  als  P,  selbst 
wenn^  wie  wir  immer  voraussetzen,  das  Zeichen  >  auch  die  Gleich- 
heit mit  einschliefst. 

Man  konnte  einwerfen,  dafs,  wenn  auch  P'  =^  P —  Q,  wo  Q  eine 
positive  Grölse  ist,  doch,  im  Falle  Q  selbst  grofser  als  P  wäre,  P' 
einen  negativen  Wert  haben  könnte,  der  grofser  als  P  wäre.  Dieser 
Einwurf  fällt  von  selbst,  wenn  man  beachtet,  dafs  es  keinen  Wert 
von  y  und  z  giebt,  für  welchen  die  Formel  py^  —  2qyz  +  ^^*  negativ 
würde,  da  seine  Faktoren  imaginär  sind. 

Es  folgt  hieraus,  dafs  man,  welches  auch  die  Werte  von  y  und  z, 
die  das  Resultat  P  geben,  sein  mögen,  ein  kleineres  Resultat  findet, 
wenn  man  die  gröfste  der  beiden  Zahlgröfsen  y  und  z  oder,  im  Falle 
sie  gleich^  die  eine  von  ihnen  um  eine  Einheit  vermindert.  Der  von 
uns  gemachte  Schlufs  würde  nämlich  ebenfalls  gelten,  wenn  y  ^^  z 
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wäre.  Verkleinert  man  aber  die  Unbestimmten  y  und  ^  in  derselben 
Weise  weiter,  so  gelangt  man  notwendig  zu  den  Werten  y  =  I  und 
^  =  1.  Mithin  ist  die  Gröfse  P  =  jp— -22  +  ^?  welche  den  Werten 
y  =  l,  jßf  =  1  entspricht,  kleiner  als  alle  diejenigen,  welche  zu  gröfseren 
Werten  dieser  Veränderlichen  gehören. 

Andrerseits  aber  ist  die  Zahlgröfse  p  —  2q  -^  r,  da  2g  <jp  und 
<  r  ist,  grofser  oder  mindestens  gleich  der  grofsten  der  beiden  Zahlen 
p  und  r.  Folglich  sind  die  beiden  Zahlen  p  und  r  die  kleinsten  in 
der  gegebenen  Formel  enthaltenen  Zahlen,  und  nächst  diesen  ist  die 
kleinste:  |)  —  2^  +  n 

57. 

SatB.  Wenn  zwei  unbestimmte  Formeln  jpy*  + 2 jy^er  +  ri?* 
und  jp'y*  -f-  ^Qy^  +  ^'^*  beide  so  beschaffen  sind,  dafs  der 
Koefficient  des  mittleren  Gliedes  keinen  der  äufseren  Koef- 
ficienten  übersteigt,  und  wenn  zugleich  die  Qrofsen  pr—q^ 
und  pr  —  q^  einer  und  derselben  positiven  Zahl  Ä  gleich 
sind,  so  behaupte  ich,  dafs  diese  beiden  Formeln  wesentlich 
von  einander  versohieden  sind  und  sich  nicht  auf  eine  und 
dieselbe  Formel  reducieren  lassen. 

Denn  wenn  es  möglich  wäre,  die  eine  von  diesen  Formeln  in  die 
andere  zu  transformieren,  so  müfste  die  eine  von  beiden  mindestens  eine 
Zahl  in  sich  enthalten,  welche  kleiner  als  einer  ihrer  äufseren  Eoef fi- 
cienten wäre.    Dies  verstofst  aber  gegen  den  vorhergehenden  Satz. 

58. 
Bisher  haben  wir  die  Formel  Ly^  +  ^V^  +  ^^*  ^^^  f^r  den 
Fall  betrachtet,  wo  der  mittlere  Koefficient  M  eine  gerade  Zahl  ist. 
Setzen  wir  jetzt  voraus,  dafs  dieser  Koefficient  eine  nn« 
gerade  Zahl  sei,  so  findet  man  durch  ähnliche  Betrachtungen  die 
folgenden  Resultate,  die  wir  uns  begnügen  anzufahren: 

1)  Jede  unbestimmte  Formel  Ly^  -{'  Myß  -^  Ne^,  in  wel- 
cher üf  >  2L  ist,  läfst  sich  auf  eine  ähnliche  Formel  zurück- 
führen, in  welcher  der  mittlere  Koefficient  kleiner  als  2L 
ist,  und  in  welcher  die  zu  ALN  —  M^  analoge  Gröfse  den- 
selben Wert  und  dasselbe  Zeichen  besitzt  wie  diese.  Dazu 
mufs    man    y  <=  y' —  m0  setzen    und   für  m  die   ganze   Zahl 

Ti/f 

nehmen,  welche  yl  ^.m  nächsten  liegt. 

2)  Mithin  kann  man  mittelst  einer  oder  mehrerer  der- 
artiger Transformationen  die  gegebene  Formel  in  eine  ähn- 
liche umwandeln,  in  welcher  der  Koefficient  des  mittleren 
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Gliedes  keinen  der  äufseren  übersteigt^  und  in  welcher  die 
Grofse  4LN  —  ]iP  denselben  Wert  und  dasselbe  Zeichen, 
wie  in  der  gegebenen,  besitzt. 

3)  Wenn  4ZrjV — M*  gleich  einer  negativen  Zahl  —  B 
ist,  so  ist  die  transformierte  Formel,  welche  den  vorher*^ 
gehenden  Bedingungen  genügt,  von  der  Form  ay*  +  ^y^  —  ^^% 

wobei  JB  =  6*  +  4ac,  b  <a  und  < c  und  folglich  b <  y-r-  i^** 

Ist  die  Zahl  B  gegeben,  so  kann  man  leicht  alle  Formeln 
ay^  +  bye  —  c^''  finden,  welche  den  Bedingungen  6*  +  4ac  =  J?, 
6<a  und  <c  Genüge  leisten.  Jedoch  können  mehrere  von 
diesen  Formeln  identisch  oder  in  einander  transformierbar  sein. 
Dies  soll  im  §  13  näher  untersucht  werden. 

4)  Wenn  4tLN  ^  M^  gleich  einer  positiven  Zahl  B  ist, 
so  ist  die  transformierte  Formel  ay*  +  ftyje?  +  Ci?*,  welche 
den  vorerwähnten  Bedingungen  4ac  —  b^  s=  B,  6<a  und  <c 

und  somit  &<l/-3-  genügt,  von  der  Beschaffenheit,  dafs  a 

und  c  die  beiden  kleinsten  darin  enthaltenen  Zahlen  sind. 
Mithin  sind  alle  Formeln  dieser  Art,  welche  einer  und 
derselben  gegebenen  ZahlJB  zugehoren,  wesentlich  von  ein- 
ander verschieden,  und  sie  lassen  sich  nicht  auf  eine  ge- 
ringere Anzahl  reducieren. 

§9. 
Entwicklung  der  Wurzel  einer  Gleichung  zweiten  Grades  in  einen 

Eettenbruch. 

59. 
Ist  die  Gleichung 

fs^  +  gx  +  h  =  0 

gegeben,  in  .welcher  die  Eoefficienten  ganse  Zahlen  und  die 
Wurzeln  reell  sind,  so  soll  die  eine  dieser  Wurzeln,  die  wir  der 
Einfachheit  halber  als  positiv  betrachten  (wäre  sie  negativ,  so  konnte 
man  —  rr  an  Stelle  von  x  setzen  und  dem  Resultat  das  Zeichen  — 
vorsetzen),  in  einen  Kettenbruch  entwickelt  werden. 

Nachdem  man  anfangs  nach  der  allgemeinen  Methode  gerechnet 
haty   nehme   man   au,    dafs   man   bis   zu   den   aufeinanderfolgenden 

Näherungsbrüchen  ^,  —  gelangt  sei.  Ist  0  der  diesem  letzteren  ent- 
sprechende vollständige  Quotient,  so  erhält  man: 

Legendre,  Zablentheorie  I.  6 


y^m^' 


¥'■ 
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i'  qi  +  q"' 

und  folglich: 

Setzt  man  für  x  seinen  Wert 


5;, 

k 
fe. 


ein,  so  ergiebt  sich: 


^=  2/" 


^  ^       j/g^  -  2/j>°  +  gYj/«  -  4A 
P«  +  2/-p  -  «>/</«  -  4/-Ä     ' 
und  dieser  Ausdruck  geht  dadurch;  dafs  man  den  Nenner  rational 
macht;  über  in: 

1 


^  "^  fp*  +  gpq.  +  Ä2*  • 

Stellt  man  diesen  Wert  zur  Abkürzung  durch  die  Formel 

dar,  so  werden  die  GrSfsen  A,  J,  D  folgendermafsen  sich  aasdrücken; 

(P2«  -  pOq)J=  -  fppo  -  lg(pqO  +  pOq)  -  hqg^ 

(P2»  -p'^q)B=  fp*  +  gpq  +  Äg*, 

woraus  man  erkennt,  dafs  wegen  pc^  —  p^q  =  +_1  die  Zahl  D 
stets  eine  ganze  Zahl  ist.  Was  die  Zahl  J  betri£Ft;  so  wird  sie 
eine  ganze  Zahl  sein,  wenn  g  gerade  ist;  sie  wird  dagegen  stets  den 

Bruch  Y  enthalten,  wenn  g  ungerade  ist. 

60. 
Wie  weit  man  auch  die  Entwicklung  Ton  x  in  einen  Eetten- 
bmch  fortgesetzt  haben  möge,  der  vollständige  Quotient  e  drückt  sich, 
wie  man  sieht,   leicht  mittelst  der  beiden  letzten  Näherungsbrüche 

^,  —  aus.    Dies  könnte  dazu  dienen,  die  Entwicklung  noch  weiter 

fortzusetzen.  Indessen  kann  man  unabhängig  von  den  Nähe- 
rungsbrüchen das  Fortschreitungsgesetz  der  vollständigen 
Quotienten  erhalten.     Es  seien  nämlich 
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drei  von  diesen  aufeinanderfolgenden  Quotienten  und 


die  ihnen  entsprechenden  Näherungsbrüche.   Setzt  man  zur  Abkürzung: 
so  erhält  man^  wie  eben  gefunden  wurde: 

iJ fppO  -  ^g(p^  +  pOq)  _  ÄggO 

iD=       fp*    ^gpq^hq^. 

Greht  man  von  hier  aus  za  den  folgenden  Werten  Ober,  und  beachtet 
man  dabei,  dafs  aldaun  i  sein  Zeichen  ändert,  da 
p'q  —pq' (pgo  —  pOq) 

ist,  so  werden  diese  Formeln: 

_  i J'  =  _  fp'p  —  —g(ja'q  +  pq)  —  hq'q 

-ijy^       fp'*  ^gp'q'  +  hq'». 
Nennt  man   nun  wie   gewöhnlich  (i   den  Quotienten,   welcher  dem 
Bruche  —  entspricht,  so  hat  man: 

p'^HP+pO,    2'  =  ;t3  +  3", 
und  diese  Werte  geben  in  die  erste  Gleichung  eingesetzt: 

iJ-  =  iiifp^  +  gpq  +  hf)  +  /j,/  +  {g(p^  +  p'>q)  +  hqq' 
oder: 

so  daJb  man  ohne  jede  Mehrdeutigkeit  erhält: 

J'^^B--  J. 

Ftlhrt  man  dieselben  Substitutionen  in  der  Gleichung  fUr  D'  aus^  so 
erhält  man  in  gleicher  Weise: 

-  iiy  =  ^^ifp'  +  gpq  +  Äg»)  +  (^{2fpp'  +  9P\  +  gPi"*  +  2hq^) 

und  da  die  rechte  Seite  sich  auf  ft^iD  —  2^1% J —  ilfi  reduciert,  so 
ergiebt  sich  ebenfalls  ohne  Mehrdeutigkeit: 

D'  =  Z)«  +  2ftJ— ft«D, 
oder: 

Hieraus  folgt^  dafs^  wenn  zwei  aufeinanderfolgende  vollständige  Quo- 
tienten 


jpjs^^^^ 
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I  gegeben  sind,  der  nächstfolgende        ^ —  sich  sehr  einfach  durch 

die  Werte 

2)'  =  Do  +  ^(j_j') 

bestimmt.    Es  ist  dies  dasselbe  Gesetz,   welches   wir  bei  der  Ent- 
wicklung der  Quadratwuraeln  (No.  29)  gefanden  hatten. 


61. 
Eliminiert  man  fi  aus  den  beiden  vorhergehenden  Formeln,  so 
erhält  man: 

Nun  enthält  aber  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  dieselben  Grofsen 
wie  die  rechte,  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dafs  erstere  von  einer 
um  eine  Einheit  höheren  Ordnung  sind.  Mithin  mufs  jede  Seite  eine 
konstante  Grofse  sein.  Um  diese  Gr6fse  als  Funktion  der  Eoefficienten 
der  gegebenen  Gleichung  zu  bestimmen,  sei  mit  X;  die  grofste  in  x 
enthaltene  ganze  Zahl  bezeichnet.  Dann  beginnt  die  Entwicklung 
des  Wertes  von  x  in  folgender  Weise: 

VÄ  -  i-^                  YÄ^^g^  fk 
^ f *  + f 

f  VÄ  +  ^g  +  fk 

«=  u.  s.  w. 


Demnach  kann  man  mit  Bflcksicht  auf  die  beiden  ersten  ToUstia- 

digen  Quotienten 

Ifi^f,    D ß*-gk-h 

setzen.    Dies  giebt: 

Welches  also  auch  die  Ordnung  des  vollständigen  Quotienten       ^ 
sein  möge,  es  ist  allgemein: 

JJPB  +  J^  =  A, 
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Es  kann  vorkommen^  dals  die  ersten  Werte  Yon  D  abwechselnd 
positiv  und  negativ  sind.  Denn  obwohl  x  immer  zwischen  zwei  auf- 
einanderfolgenden Näherungsbrüchen  -^^  ^  hegt,  so  ist  doch  leicht 
zu  sehen^  dals^  wenn  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

fx^  +  gx  +  h^O 
weniger  von  einander  verschieden  sind;  als  diese  beiden  Näherungs- 
brüche von  einander^  die  beiden  Resultate 

ff  +  9M    +  Ä«*, 
welche  man  erhält,  indem  man  in  der  linken  Seite  der  Gleichung  ^ 

and  -^  an  die  Stelle  von  x  setzt ,  notwendigerweise  von  demselben 

Zeichen  und  somit  Ifi  und  D  von  verschiedenen  Zeichen  sind.  Da 
jedoch  die  Annäherung  mit  Hülfe  der  Eettenbrüche  sehr  schnell  zu- 
nimmt^ 80  kann  diese  Abwechslung  der  Zeichen  nur  bei  einer  kleinen 
Anzahl  der  ersten  Glieder  stattfinden,  und  es  werden  bald  die  Gröfsen 
2)  beständig  dasselbe  Vorzeichen  besitzen. 

Rechnet  man  von  diesem  Punkte  aus,  wo  die  Reihe  der  voll- 
ständigen Quotienten  eine  regelmäfsigere  Form  annimmt;  so  erhält 
man,  da  die  Grofse  DUP  immer  positiv  ist,  zu  gleicher  Zeit: 

J<Y^  und  D<2yZ. 

Da  somit  die  Werte  von  J  und  Z)  in  dieser  Weise  beschränkt  und 
da  femer  2J  und  D  stets  ganze  Zahlen  sind,  so  kann  der  voll- 
ständige Quotient  - — ^ —  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von 
verschiedenen  Werten  haben.  Mithin  mufs  man  nach  einer  mehr 
oder  minder  grolien  Anzahl  von  Gliedern,  die  jedoch  }/]4x2}/3 
nicht  übersteigen  kann,  notwendig  auf  einen  bereits  gefundenen  voll- 
ständigen Quotienten  stofsen,  so  dafs  hiernach  der  Rest  des  Eetten- 
bruches  nur  noch  aus  derselben  Reihe  oder  Periode  von  bereits  ge- 
fundenen Quotienten,  die  sich  bis  ins  Unendliche  wiederholt,  besteht. 

62. 
Es   giebt   somit  unendlloh   viele   Näherungsbrüche   — ,  — , 
~^y  •  •  •,   welche   in   den   aufeinanderfolgenden  Perioden   einem  und 

zl 

demselben   vollständigen   Quotienten   ~    ^ —   entsprechen, 
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und  es  ist  von  um  so  gröfserer  Wichtigkeit ^  den  allgemeinen  Aus- 
druck dieser  Brüche  zu  suchen^  da  äie  dazu  dienen,  unendlich 
viele  Auflösungen  der  Gleichungen  von  der  Form 

zu  liefern. 

Es  sei  also  fi,  (i\  (i",  ...  ©  die  Periode  der  Quotienten,  welche 

unendlich   oftmal   wiederholt   die   Entwicklxmg   von    '^   ^       bildet. 

'Mittelst  dieser  Quotienten  setze  man  die  Berechnung  der  Näherungs- 
brüche von  X  in  folgender  Weise  fort: 
Quotienten:  ft ,   ft',  •  • .     ©  ,   ft ,  ft',  •  •  •     es  y   (i  ,  (i  --  - 

Naherungsbrüche:  ^I,  |,  |,  ...  ^,  |.,    ....    ^,  ^,    ... . 

Ferner  bezeichne  man  mit  -s-  den  Wert  des  Kettenbruches: 

P 

i^  +  jr+J- 

'^  +  ^"  +  . . . 

und  zwar  berechnet  bis  zum  Gliede  a  einschliefslich.  Da  man  nun, 
welches  auch  der  Wert  von  (i  sei, 

£_  ^  Pft  +  P' 
i  2^  +  2° 

hat,  so  ist  ebenso,  wenn  man  -^  an  Stelle  von  ft  setzt: 


Dies  giebt: 


«.        ««+3.         ««  +  «"? 


2i  =  2«  +  «°^- 
Setzte  man       J —  an  die  Stelle  (i,  so  würde  man  ebenso  erhalten: 


X  ■• 


,  cyA±j) + go    av^+aJ+ i'D 


Diese  Gleichung  würde  dieselben  Werte  von  J  und  D  geben,   die 
wir  oben  gefunden  haben.    Man  erhält  ferner  daraus  unmittelbar: 
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Setzt  man  diese  Werte  in  die  Werte  von  j)^  und  g^  ein,  so  folgt: 

In    analoger  Weise  erhalt  man  demnach^  wegen  der  Gleichheit  der 
Perioden: 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

a-^J=^,      :§-  =  *>      9>*-^**  =  fi, 
so  ergiebt  sich  aus  diesen  Gleichungen: 

P2  =  ^9>Pi  -  «P 
«2  =  2q>q^  —  sq. 

Hieraus  folgt;  dafs  die  Zähler  p^  p^,  p^^  ...  eine  rekurrente 
Beihe  bilden,  deren  Beziehungsskala  2g),  —  e  ist.  Dasselbe 
ist   der  Fall   bei   der  Beihe   der  Nenner  q^  q^,  q^,  ...    Dieses 

Besnltat  irilt  nicht  nur  für  die  drei  ersten  Glieder  —  •  — ,  — ,  son- 

dem  auch  für  drei  beliebige  andere,  wofern  dieselben  unmittelbar 
aufeinanderfolgen. 

Nun  ergiebt  sich  aus  der  bekannten  Theorie  dieser  Beihen,  dafs, 
wenn  man  _ 

setzt,  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist^  das  verlangte  allgemeine 

p 
Glied  —  durch  die  Formeln  gegeben  wird: 

|,„  =  o'<D  +  6'V 

worin  nur  noch  die  Eoefficienten  a,  6',  a",  6"  zu  bestimmen  sind. 
Setzt  man  hierzu  n  ==»  0  und  folglich  <|)  «=  1,  V  =  0,  so  kann  man 
|),  =sjp,  qn'^q  setzen,  und  erhält  dadurch: 

a'  =p,  d'  =  q. 
Ist  sodann  »=>  1,  so  mufs  sein: 

äi  =  «9>  +  &'>• 


^^^•ur^^?^^ 


t- 
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Hieraus  und  aus  den  bekannten  Werten  von  Pi  und  q^  folgt: 

6'  =  -  ^gp  —  hq 


2 


P 
Mithin  wird  schließlich  das  allgemeine  Glied  -^  durch  die  For- 

mein  bestimmt: 

Pn=p<t>  —  {{gp  +  hq)^ 

Wir  werden  jetzt  zeigen,  dafs,  obwohl  die  Werte  von  9  und  ^ 
und  folglich  auch  die  von  <l>  und  V  dem  Anschein  nach  unter  Bruch- 
form sich  darstellen  y  nichtsdestoweniger  diese  Zahlgroüsen  höchstens 

nur  den  Bruch  y  enthalten  können,  was  jedoch  nicht  hindert,  dafs 

die  Werte  von  pn  und  g„  stets  ganze  Zahlen  sind. 

63. 

Wir  betrachten  den  Eettenbruch,  welcher  aus  dem  vollständigen 
Quotienten 

^ 5— 

hervorgeht,   und  der  sich,   wie  bereits  erwähnt,  aus  der  unendlich 
offcmal  wiederholten  Periode  fi,  ii,  (i',  . ..  a  zusammensetzt.    Be- 
rechnet man  die  Näherungsbrüche  von  0  nach  der  gewöhnlichen  Vor- 
schrift: 
Quotienten:  (i,     ft',    11'  . . .    (o  ,      ft,    (i,  (i\  . . .  m,  . . . 

'  Näherungsbrüche:  ^,     y,      '    ' "    ^>     J7 7 

>  so  erhält  man  nach  der  ersten  Periode: 

az  +  gQ 
;  ^^  ßz  +  ß'^' 

Setzt  man  für  z  seinen  Wert  ^^'^  ^^^  ^^^  s®*^*  sodann  die  gleich- 
artigen Glieder  einander  gleich,  so  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen: 
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Hieraus  folgt: 

D    ^  2 


Nun  geben  die  Werte  von  q>  und  ^: 

und  hierin  reduciert  sich  zunächst  wegen  ^  —  J*  =  D2)°  die  rechte 
Seite  auf: 

a  ^  d        j^  LT. 

Setzt  man  sodann  die  gefundenen  Werte  von  ^  und  -^g-  ein,  so 
geht  sie  über  in: 

««-2«(^)-/3a«, 
oder  in: 

80  daJjs  man  erhält: 

Nach  diesem  Resultate  scheint  es,  als  ob  die  Gröfsen  q>  und  ^ 
dieselben  blieben,  mag  man  die  Periode  ft,  ft',  ^\  . , .  a  mit  dem 
Quotienten  (i  oder  mit  jedem  andern  Gliede  ^\  (i",  . . .  beginnen, 
wofern  dieselbe  nur  aus  denselben  Quotienten  besteht  und  letztere 
in  derselben  Reihenfolge  wie  in  der  Periode  geordnet  sind.  Hierüber 
kann  man  sich  übrigens  leicht  Gewifsheit  yerschaffen,   indem  man 

cT  und  ly  an  Stelle  von  J  und  D  nimmt  und  einen  Wert  von  -^ . 

P 

berechnet,  welcher  den  Quotienten  fi,  fi"  . .,  (Oy  (i  entspricht.  Man 
wird  in  der  That  genau  dieselben  Werte  für  die  Zahlen  g)  und  ^ 
erhalten« 

ß  et     \     ß^ 

Da  femer  9)  «=  a  —  ^-  J  =  —  2^  ^®*'  ^^  ^®*  ^^^'  ^^  ^  ®^^® 

ganzf  Zahl  ist  oder  höchstens  den  Bruch  y  enthält.    Von  der  andern 

ß 
Zahl  ^  ■=  -^  aber  behaupte  ich,  dafs  sie  stets  eine  ganze  Zahl  ist. 

64. 
Wäre  nämlich  -^  keine  ganze  Zahl,  so  sei  y  der  einfachste 
Ausdruck  für  sie,  so  dafs  man  erhielte: 
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Nun  hatten  wir  gefunden: 

man  konnte  also  auch  setzen: 

a<^  =  Ay,    LP  =  X8. 


Ferner  ist: 


§£_  yj_  _  «  — p^ 
D  ~    d    ~        2       ' 


folglich  mufs  —  eine  ganze  Zahl  sein^  und  demnach  kann  man 


setzen: 


j^^ 


Werden  diese  Werte  in   die  Gleichung  DL^  +  e7*  =  -4  eingesetzt, 

so  erhält  man: 

(4dA  +  H^8^  ^4A=g^  —  Aß. 

Wenn  also  die  Zahl  g^  —  4/%  keinen  quadratischen  Teiler  hat,  so 

ist  notwendig  d  «s  1^  und  alsdann  ist  bewiesen,  dais  -^  eine  ganze 

Zahl  ist.   Besitzt  dagegen  g^ — 4/%  einen  quadratischen  Faktor  d^^  so 

kann  die  vorhergehende  Gleichung  stattfinden,  und  wir  müssen  demnach 

die  weiteren  Folgerungen  untersuchen,  die  man  aus  ihr  ziehen  kann. 

Nun  hat  man: 

J=^02)o_jo^    oder  J^  =  ftö2)^--e7=^n*~  ^*. 

Folglich  ist  J^  durch  d  teilbar.    Man  hat  femer: 
und  hieraus  ergiebt  sich: 

Da  die  rechte  Seite  ebenfalls  durch  Ö  teilbar  ist,  so  mufs  es  auch 
die  linke  D^  und  ebenso  J^,  dessen  Wert  ft^D^  —  J^  ist,  sein. 
Man  sieht  hieraus,  dafs  nicht  nur  die  drei  Glieder  des  vallstandigen 

Quotienten  J" —  durch  Ö  teilbar  sind,  sondern  dafs  dasselbe  der 
Fall  bei  den  drei  Gliedern  eines  jeden  der  Torhergehenden  vollstän- 
digen Quotienten  ^— ^ — ,  ^~~W^ —  ^'  ^*  ^*  ^^ht  man  also  bis  auf 
den  ursprünglichen  Wert  von  x  zurück,  so  sieht  man,  dafs  d  nur  ein 
Faktor  sein  kann,  der  ohne  irgend  welchen  Zweck  in  den  drei  Glie- 

dem  der  Grofse j enthalten  ist,  und  da  man  voraussetzen 
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kann;  dafs  ein  solcher  Faktor  niclit  existiert^  oder  dafs  derselbe  durch 
Division    fortgeschafft   sei,    so   mufs   notwendigerweise   d  ==  1    sein. 

Mitbin  ist  -&-  oder  ^  stets  eine  ganze  Zahl. 

65. 

Ist  g  eine  gerade  Zahl^  so  ist  A  ebenso  wie  J  eine  ganze  Zahl; 
alsdann  mufs  aber  auch  tp  eine  ganze  Zahl  sein,  da  9)*  — -4^*  =  +  l 
ist.  Ist  g  dagegen  ungerade,  so  sind  A  und  J  Brüche,  welche  resp. 
4  und  2  zu  Nennern  haben.  Jedoch  kann  es  auch  in  diesem  Falle 
geschehen,  dafs  ^  eine  gerade  Zahl  wird;  alsdann  ist  tp  ebenfalls  eine 
ganze  Zahl  zufolge  der  Gleichung  9*  -—  Ai^  =  i  !• 

Sind  endlich  g  und  ^  gleichzeitig  ungerade,  so  enthält  tp  den 

Bruch  -r-  und  setzt  man: 

9>  =  ya>,     YA  =  ^ya, 
80  wird: 

tp  +  ^/Z=  yö  +  Y^Va. 

Ich  behaupte  nun,  dafs  eine  beliebige  ganze  Potenz  von 

höchstens  den  Bruch  y  enthalten  kann.  Wegen  o*  —  a^*  =  +  4 
hat  man  nämlich: 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  die  zweite  Potenz  nur  allein  den  Bruch  -r-, 
die  dritte  Potenz  aber  gar  keinen  Bruch  enthält,  da  cd  ungerade  ist, 
und  somit       "^ — ^  und        7" —  ganze  Zahlen  werden  müssen.    Nun 

ist  der  Exponent  n,  welchen  Wert  er  auch  haben  möge,  stets  von 
einer  der  Formen:  3*,  3Ä+  1?  3Ä  +  2;  mithin  kann,  da  die  3Ä*** 
Potenz  keinen  Bruch  enthält,  die  n**  Potenz  höchstens  den  Bruch  — 
enthalten.     Femer  kann  diese  Potenz  durch 

<D  + Vl/Zoder  <D+-ivya 

dargestellt  werden;  folglich  werden  2<t>  und  V  stets  ganze  Zahlen 
sein«     Zwischen  diesen  ganzen  Zahlen  besteht  die  Relation: 

4<D»  ^  44V»  =  +  4. 
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66. 
Wir  kehren  zurück  zur  Betrachtung  der  Brüche  ~,  — ,  ^,  •  •  •, 

welche  in  den  aufeinanderfolgenden  Perioden  einem  und  demselben 

vollständigen  Quotienten        I["      entsprechen.    Bezeichnen  wir  mit 

p 

■Q  den  allgemeinen  Ausdruck  dieser  Brüche  (derselbe  war  oben 

P 
mit  —  bezeichnet),  so  mufs  sein: 

wobei  das  Zeichen  +  gilt,  wenn  der  Bruch  -^  unter  den  Näherungs- 
brüchen von  ungerader  Ordnung  ist,  das  Zeichen  —  ds^egen,  wenn 
er  von  gerader  Ordnung  ist. 

Substituiert  man  nun  in  die  linke  Seite  die  für  P  und  Q  ge- 
fundenen Werte,  nämlich: 

P  =  1><I>-(|pJ>  +  Ä2)h' 

SO  findet  man: 

/•P»  +  gPQ  +  hQ*  =  (/jp"  +  gpq  +  hf)  (<D»  -  AT). 
Mithin  mufs  sich,  da  schon 

fp^+QM  +  w-^  +  iy 

war,  0*  —  A^  auf  +  1  reducieren,  und  dies  steht  im  Einklang  mit 
dem  bereits  Bewiesenen  (No.  63). 

Dieser  nachträgliche  Beweis  der  Richtigkeit  unserer  Formel 
giebt  uns  femer  zu  einer  sehr  wichtigen  Bemerkung  AnlaCs, 
nämlich  dafs  man  in  den  Werten  von  P  und  Q  das  Zeichen  von 
V  ändern  kann,  und  dafs  die  dadurch  entstehenden  neuen  Werte 
von  P  und  Q  ebenfalls  der  Gleichung 

genügen.    Untersucht  man  nun  diese  zweiten  Werte 


«  =  2<J>-(Yi?3  +  ^l>)f 


näher  und  vergleicht  sie  mit  den  ersten,  in  denen  V  das  entgegengesetzte 
Zeichen  hat,  so  findet  man,  dafs  dieselben  nicht  in  diesen  letzteren 
enthalten   sind,   oder  wenigstens  dafs  sie  nur  dann  darin  enthalten 
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sind,  wenn  man  den  Exponenten  n  negativ  annimmt  (wir  werden 
dies  später  näher  entwickeln).  Es  müssen  daher  diese  neuen  Werte 
Yon  P  und  Q  notwendigerweise  aus  der  Entwicklung  der 
zweiten  Wurzel  derselben  Gleichung  fcc^  -^  gx  -^  h  =^  0  ent- 
springen. 

67. 

Mithin  braucht  man  nur,  um  die  gegebene  Gleichung 

fy'  +  gy^  +  hffl^  +  D, 


falls  D  nicht  grofser  ist  als  y^g'  —  fh,  aufzulösen,  eine  einzige 
Wurzel  der  Gleichung 

in  einen  Kettenbruch  zu  entwickeln.  Die  Lösung,  welche  man 
mit  Hülfe  der  dem  vollständigen  Quotienten  ^— ^-—  entsprechenden 

Näherungsbrüche  erhält,  wird  dann  gleichfalls  durch  blofse  Zeichen- 
änderung diejenige  Lösung  in  sich  schliefsen,  welche  aus  der  Ent- 
wicklung der  anderen  Wurzel  entstehen  würde.  Diese  beiden  Lösungen 
sind  in  die  allgemeinen  Formeln  zusammengefafst: 

Tritt  der  Fall  ein,  dafs  die  gegebene  Zahl  D  sich  nicht  unter  den 
Nennern  der  vollständigen  Quotienten  in  der  Entwicklung  der  einen 
Wurzel  findet,  so  ist  es  überflüssig,  dieselbe  Zahl  in  der  Entwicklung 
der  andern  Wurzel  zu  suchen,  und  man  kann  dann  sicher  sein,  dafs 
die  in  Rede  stehende  Gleichung  nicht  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  isi 
Um  jede  Schwierigkeit  hinsichtlich  der  Vorzeichen  bei  der  An- 
wendung der  vorhergehenden  Formeln  zu  vermeiden,  wollen  wir 

p^-p'^q  =  i 

setzen^  wo  i  je  nach  den  verschiedenen  Fällen  -[-  1  oder  —  1  sein 
kann.    Dann  ist  zunächst: 

fP^  +  ffPi  +  A3*  =  «^• 
Sodann  mufs  man  auf  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode 
ffr,  fi',  .  •  .  CD  achten.    Ist  diese  Anzahl  gerade,   so  werden  die 

verschiedenen  Näherungsbrüche  ~,  — ,  — ,  ••.  gleichartige  Stellen 

9.       9i       Qa 
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eiDnehmen,  d.  h.  sie  werden  entweder  sämtlich  von  gerader  Ordnung 
oder  sämtlich  von  ungerader  Ordnung  sein.  Folglich  wird  die 
Gleichung 

fy^  +  yy^  +  *^^  =  »-D 

aufgelöst  durch  die  Formeln: 

wobei 

(9>  +  '^YÄy  =  <D  +  V]/Z 
ist. 

In  diesem  Falle  läfst  sich  die  Gleichung 

/V*  +  Oy^  +  Ä0*  =  —  iB 
nicht  in  ganzen  Zahlen  auflösen,  jedenf&lls  nicht  mittelst  des 
Näherungsbruches  —  • 

Ist  dagegen  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode  nn- 
gerade,  so  kann  man  mittelst  eben  derselben  Formeln  gleich- 
zeitig die  Gleichung 

fy'  +  gy^  +  hß'^  +  iD 

und  die  Gleichung 

/y*  +  9y^  +  Ä;er*  =  —  iD 
auflösen,  und  zwar  erstere,  indem  man  n=^2k,   letztere,   indem 
man  n  ■=  24  +  1  setzt. 

68. 

Da  derFall  D«»  1  sehr  häufige  Anwendung  finden  wird,  so 
wird  es  angemessen  sein,  ihn  besonders  zu  untersuchen.  Man 
hat  alsdann  (No.  62): 

Nun  ist  aber  y^  "^  f '~  ^^^  ^®^'  ^^^^  ^^^  V-^  ^^®'  yVs'* — ^A 
liegender  Wert.  Bezeichnet  man  daher,  im  Falle  g  ungerade  ist,  mit 
m  die  gröfste  in  Yg^  —  Afh  enthaltene  ungerade  Zahl,  und  im  Falle 
g  gerade  ist,  mit  in  die  gröfste  in  eben  dieser  Quadratwurzel  ent- 

haltene  gerade  Zahl,  so  erhält  man  (da  —  kleiner  als  1  ist)  in 
beiden  Fällen: 
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Zu  gleicher  Zeit  geht  der  vollständige  Quotient      ^    über  in  }/!Z+"2~> 

und  daher  ist  die  gröfste  darin  enthaltene  ganze  Zahl  ft  «»  m.  Dies 
ist  der  Wert  des  Quotienten^  welcher  in  den  aufeinanderfolgenden 
Perioden  dem  Werte  D  =  1  entspricht. 

Ist  stets  ft,  ft',  II ', . . .  a  die  Periode  der  Quotienten  und  -j  der 
daraas  entstehende  Bruch,  so  haben  wir  oben  gefunden: 


Wenn  also  2)  =  1  und  cT"—  —  ist,  so  erhalt  man: 

/jo  =  a  —  w/J  —  a  —  ft/J. 

Man  erkennt  hieraus,  dafs  die  Quotienten  ft',  ft", . . .  co  eine  sym- 
metrische Reihe  bilden  (No.  32),  und  demnach  ist  die  sich  anendlich 
oft  wiederholende  Periode  von  der  Form  »i,  ft',  ft", . . .  ft",  fi.   Endlich 

ergiebt  sich  in  dem  nämlichen  Falle  9  =  a  —  y^^>  ^  =  ^. 

69. 
Die  allgemeinen  Formeln  lassen  sich,  falls  g  eine  gerade 
Zahl  ist,  mag  die  Zahl  D  sein,  welche  sie  wolle^  vereinfachen 
und  von  den  Brüchen  befreien.    Soll  dann  die  Gleichung: 

ay"  +  2hyß  +  cs?^±D, 
welche 

f^^a^    ^ -s  26,    h=BCy    -4  =  &*  —  ac 

giebt,  aufgelöst  werden,  so  bezeichne  man,  wie  immer,  mit  (i,  f*', 
ffr", . . .  a>  die  Periode,  welche  unendlicli  oft  wiederholt  die  Entwick- 

i  lung  des  vollständigen  Quotienten    ^    ^ —  bildet,  und  berechne  mit 

Hülfe  dieser  Periode  den  Bruch  y,  wie  folgt: 

Quotienten:  ft  ,   (i,  ii'y  •  •  •  © 

Näherungsbrüche:  -q-^y ^'T' 

Alsdann  erhält  man: 

und  diese  Werte  werden  stets  ganze  Zahlen  sein.    Setzt  man  sodann: 


^^ 
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e=q<t>  +  (]bq  +  ap)V, 
so  ergiebt  sich: 

ay*  +  2by0  +  c^  =  +  D, 

und  was  das  doppelte  Vorzeichen  anlangt^  so  wird  dasselbe  bestimmt 
durch  die  Formel: 

ay^  +  2by0  +  C£^  =  (9«  —  At*y  (pq^  —  p^q)D, 
worin   bekanntlich   9*  —  Ä^;^  ebenso   wie  pq^ — p^q  nur   entweder 
gleich  +  1  oder  gleich  —  1  sein  kann. 

Die  Zahlen  9  und  ^^  die  man  in  der  eben  angegebenen  Weise 
durch  Berechnung  einer  Periode  gefunden  hat^  sind  stets  die  ein- 
fachsten von  allen  denen,  welche  der  Gleichung  9^  —  -4^*  =  +  ^ 
genügen.  Denn  wären  sie  es  nicht,  so  müfste  man  annehmen,  ent- 
weder dafs  die  betrefiFende  Periode  aus  mehreren  kürzeren  Perioden 
zusammengesetzt  ist,  oder  dafs  es  Lösungen  der  gegebenen  Gleichung 
giebt,  die  nicht  unter  den  Näherungsbrüchen  enthalten  sind.  Der 
^  erste  Fall  kann  wegen  unserer  Voraussetzung  nicht  stattfinden,  und 

i^f  der  zweite  ist  unmöglich,  wie  im  §  12  bewiesen  werden  wird.    Mit- 

ihin  hängen  die  Zahlen  O  und  Y  nur  von  der  einen  Zahl  Ä  ab. 
Es  ist  überflüssig  hinzuzuf&gen,   dafs,  wenn   die  Zahl  D  sich 
mehrere  Mal  innerhalb  einer  Periode  vorfindet,  daraus  eine  gleiche 
k  Anzahl  verschiedener  Lösungen  der  gegebenen  Gleichung  abgeleitet 

r  werden  kann. 

r  §  10. 

Vergleichung  der  ans  der  Entwicklung  der  beiden  Wurzeln  einer  nnd 
derselben  Gleichung  zweiten  Grades  hervorgehenden  Kettenbrache. 

[  _  70. 

IWir  haben  bereits  bemerkt  (No.  66),  dafs  die  beiden  Wurzeln 
einer  und  derselben  Gleichung  zweiten  Grades 

t  in  einen  Eettenbruch  verwandelt,  in  gleicher  Weise  zur  Auflösung 

r  der  Gleichung 

f;;  beitragen,  so  dafs  sich  in  den  beiden  Reihen  vollständiger  Quotienten, 

1^  welche  aus  der  Entwicklung  dieser  Wurzeln  entspringen,  notwendiger- 

p  weise  dieselben  Werte  von  D  vorfinden  müssen.     Wir  wollen  jetzt 

|-  diese  Eigenschaft  in  ihr  volles  Licht  setzen  und  allgemein  zeigen. 


f' 
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dals,  wenn  die  Reihe  der  y ollständigen  Quotienten ,  nachdem  sie 
regulär  geworden ,  in  der  Entwicklung  der  einen  Wurzel  folgender- 
mafsen  fortschreitet: 

1)0  —  ^    T^ 

VÄ+J'         ,, 
—ü ^  + 


u.  s.  w. 


die  Entwicklung  der  zweiten  Wurzel,  wenigstens  nach  einigen  am 
Anfang  abweichenden  Gliedern ,  diese  andere  Reihe  in  umgekehrter 
Reihenfolge  liefern  wird: 


-*»"  + 

2)00 

=r+ 

u.  s. 

w., 

welche  notwendig  auf  das  erste  Glied  ——3" —  zurückkommt  und  bis 

ins  Unendliche  immer  von  neuem  wieder  ebenso  beginnt. 

Wir  betrachten  wiederum  die  Kettenbruchentwicklung  der  Wurzel 

und  bezeichnen  mit  -^^  —,  ^  drei  aufeinanderfolgende  Näherungs- 
brüche, welche  aus  der  ersten  Periode  der  Quotienten*),  nachdem 
jede  Unregelmäfsigkeit  aufgehört,  und  man  sich  überzeugt  hat,  dafs 
diese  nämliche  Periode  sich  bis  ins  Unendliche  immer  wiederholen 
mufs,  entnommen  sind.  Wie  gewöhnlich,  stellen  wir  die  drei  ent- 
sprechenden   vollständigen    Quotienten    durch  J^ — ;         J" — , 

'- — ^ —  und  die  gröfsten  in  ihnen  enthaltenen  galizen  Zahlen  durch 
fft^,  ff,  IL   dar.    Was  die  Periode  der  Quotienten  angeht,  so  ist  die* 


*)  Diese  Peiiode  könnte  weniger  als  drei  Qlieder  enthalten;  alsdann  aber 
würde  man,  um  für  diesen  besonderen  Fall  keine  Ausnahme  zu  machen,  mehrere 
Perioden  zusammenfassen.  Anm.  d.  Verf. 

Legendre,  Zahlentheorie  I.  7 


gemeine  Ausdruck  dieser  Brüche  -^  durch  die  Formeln  gegeben 
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selbe  II,  II,  ^'\  •  •  •  l^^7  wenn  man  sie  mit  dem  Gliede  (i  beginnen 

läfst;  sie  würde  in  gleicher  Weise  (i,  \i'y f*^,  ft  sein,  wenn  man 

sie  mit  dem  Gliede  ^  beginnen  liefse,  und  so  je  nach  Belieben; 
allgemein  kann  man  die  betreffende  Periode  anfangen  lassen,  bei 
welchem  Gliede  man  will,  sie  mufs  jedoch  aus  denselben  Gliedern  in 
derselben  Reihenfolge  bestehen. 

Sucht  man  nun  die  verschiedenen  Näherungsbrüche  ^ ,  -  - ,  — ,  •  •  •, 

welche   in    den   aufeinanderfolgenden   Perioden    dieselbe   Stelle    ein- 

l/X-4-  ^ 
nehmen,  oder  welche   demselben  vollständigen  Quotienten  — — ~ — 

entsprechen,   so  wird,  wie  wir  in  No.  62  gesehen  haben,   der  all- 

iieser  Brüche  -^  durch  die 
2» 

JP»  =  JP<t>  —  {^gp  +  Äg)  V 
'wobei 

0  +  v]/!  =  (<p  +  ^Y^y 

und 

0«—  ^V«   =  {tf?  -  ^^«)»  =  (+  1)« 
isi 

Man  hat  also  nur  n  der  Reihe  nach  die  Werte  0,  1,  2,  3, . . . 
zu  geben  und  die  sich  dadurch  ergebenden  Werte  von  0  und  V  ein- 
zusetzen, um  nach  und  nach  alle  in  Rede  stehenden  Näherungsbrüche 

>        >  —*'-  zu  erhalten.    Es  bleibt  nur  noch  zu  untersuchen, 

was  geschieht,  wenn  man  n  negative  Werte  —  1,  —  2,  —  3, .  - . 
giebi 

71 
Nun  hat  man: 

Mithin  kommt  die  Annahme  eines  negativen  n  einfach 
darauf  zurück,  dafs  Y  sein  Zeichen  ändert,  und  dafs  die 
Werte  von  0  und  V  mit  einem  und  demselben  Faktor  (+  1)"  multi- 
pliciert  werden,  wobei  diese  ambige  Gröfse  +  1  von  9)*  —  -4^, 
welches  in  der  That  +  1  oder  —  1  sein  kann,  herrührt.   Da  jedoch 

^             — P      . 
der  Bruch  — -  von nicht  verschieden  ist,  so  kann  man  von  dem 

2«  —  2n 

Paktor  (+  1)**  absehen.  Demnach  werden  negative  Werte  von  »  neuen 
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p 
Werten  von  — ^  entsprechen,  welche  durch  die  Formeln 


1?«  ==  JP<t)  +  (y9P  +  Äff)  "V  (j) 


g^eben  werden.  Man  könnte  zunächst  glauben,  dafs  sich  diese  For- 
meln Ton  den  ersten  nur  durch  die  Form  unterscheiden,  und  dafs 

sie  in  Wirklichkeit  zu  denselben  Werten  von  — ^  fahren.    Dazu  müfsten 

zwei  solche  Brüche  wie 

P^-i\9P  +  hq)^        j)<t>'  +  {\9P  +  hq)r 

2<J>  +  (igi  +  /i>) V  '    «0'  -  (ii7«  +  fp)r 

einander  gleich  sein  können.  Dies  kann  jedoch  niemals  stattfinden; 
denn  bringt  man  sie  auf  denselben  Nenner,  so  findet  man  die  Differenz 
der  Zahler  gleich  (/p*  +  gpq  +  hq^  (O'V  +  OM^),  eine  Grofse,  die 
niemals  0  sein  kann. 

P 
Mithin  ist  sicher,  dafs  die  Formeln  (ft)  Werte  von  — ^  geben, 

welche  verschieden  sind  von  denen,  welche  die  Formeln  (a)  liefern. 
Setzt  man  aber,  sei  es  in  den  Formeln  (&),  sei  es  in  den  Formeln  (a), 
p^  "B  y,  9«  "=»  f!,  so  genügen  die  allgemeinen  Werte  von  y  und  0  der 
Gleichung: 

fy'  +  9y^  +  h0^^±D. 

Andrerseits  kann  man,  da  D  kleiner  als  Y^  vorausgesetzt  ist,  be- 
weisen, dafs  jeder  Bruch  ~,  welcher  dieser  Gleichung  genügt,  unter 
den  Naherungsbrüchen  einer  Wurzel  der  Gleichung 

fa^  +  gx  +  h^O 

p 
enthalten  ist.    Wenn    demnach   die  Formeln  (b)  Brüche  —^  geben, 

welche  nicht  unter  den  Naherungsbrüchen  der  Wurzel  x  =  - — ^pi^ 

P 
enthalten  sind,  so  müssen  eben  diese  Brüche  ---  unter  den  Näherungs- 

brüchen  der  andern  Wurzel  a;'=  ^      v— ---  enthalten  sein. 

Man   darf  nicht  vergessen,   dafs    unter   den  Näherungsbrüchen, 

welche  dem  vollständigen  Quotienten  ^^—^ —  entsprechen,   —   der 

Annahme  nach  der  einfachste  oder  derjenige  sein  soll,  welcher  in 

7* 


I 
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der  ersten  Periode  enthalten  ist.  Setzt  man  in  den  Formeln  (a) 
w  =  —  1,  oder  in  den  Formeln  (6)  n  «=  1,  so  kann  der  dadurch 
entstehende  Bruch  zu  dem  irregulären  Teile  der  Entwicklung  der 
einen  oder  andern  Wurzel  gehören  oder  sogar  in  keiner  Entwicklung 


f\-  vorkommen,  und  zwar  aus  Gründen,  die  wir  anderwärts  auseinander- 

l  setzen  werden.     Setzt  man  aber  in  den  Formeln  (6)  n>  1,  so  wird 

^:  der  dadurch  entstehende  Bruch  sicher  einer  der  Näherungsbrüche  der 

i^^  Wurzel  X  =  "~     /^        ^^^^ 

72. 
Ist  also  unter  der  Voraussetzung,  dafs  n  >  1  sei, 

und: 

Q  =  q0-(^9q  +  fp)^, 
SO  ist  -^  einer  der  Näherungsbrüche  der  Wurzel: 

:.  "^  f 

Setzt  man  aber  in  analoger  Weise: 

r J,O0  _  {LgpO  +  Ägo)  V 

po        p' 

SO  sind  -g^,  -^  offenbar  ebenfalls  Näherungsbrüche  derselben  Wurzel, 
Es    handelt    sich   jetzt    darum,    zu    zeigen,    dafs    die    drei 

po        p        p' 

Näherungsbrüche -^,  -^,  -^  unmittelbar  in  der  Reihenfolge, 

wie  sie  hingeschrieben  sind,  aufeinanderfolgen. 
Zunächst  geben  die  vorhergehenden  Werte: 

P(^  ~  F^Q  =  (pq-pq)  (<t>^  -  ÄW')  =  ±  1 
und: 

Bedingungen,  die  alle  beide  zu  dem  Zwecke,  den  wir  im  Auge  haben, 
notwendig  sind.    Indessen  sind  dieselben  noch  nicht  hinrefchend. 
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Man  kann,  um  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  haben,  annehmen^ 
dafs  der  Wert  von  n  ein  ziemlich  grofaer  ist^  so  dafs  der  Näherungs- 

bruch  -^  einer  ziemlich  weit  vom  Anfang  der  Beihe  entfernten  Periode 

entspricht  Da  alle  Perioden  gleich  sind;  so  thut  es  wenig  zur  Sache^ 
welche  Periode  wir  betrachten;  und  die  Form,  die  wir  für  eine  ent- 
fernte Periode  finden,  kommt  in  gleicherweise  allen  andern  Perioden 
zu.  Ist  aber  n  eine  ziemlich  grofse  Zahl,  so  sind  die  Zahlen  0 
und  ¥  sehr  beträchtlich,  und  da  stets  <t>*  —  Ä^"  =  (+  1)»  ==  +  1 
ist,  so  folgt  daraus,  dafs  alsdann  sehr  nahe  0s=VyZ  ist.  Sub- 
stituiert man  diesen  Wert  in  den  Wert  von  P,  so  erhält  maii: 

P=  Y  (pVä  -f  ^gp  +  Äg)  =  V  (|/Z  +  I  </)  (p  -  qx), 

wo  X  die  erste  Wurzel  -^ — T"^  ,  von  welcher  —  ein  Näherungswert 
ist,  bezeichnet. 

Ähnliche  Werte  findet  man  für  P®  und  P',  und  setzt  man  zur 

Abkürzung  den  konstanten  Faktor  ^{Yä  +  -^g)  =^  JB,  so  erhält  man: 

P«  =  —  R(p  —  qx) 

P  =       120  -  2^) 

P' R{p^—q^x), 

Ist  ß  der  vollständige  Quotient,  welcher  dem  Näherungsbruche  — 
in  der  Entwicklung  des  Wertes  von  x  entspricht,  so  ist: 

oder: 

p  —  qx 

Nun  mufs  aber  0  positiv  und  gröfser  als  1  sein;  mithin  ist  — (jf  —  Q^^) 
grofser  als  p  —  qx  und  gleichen  Zeichens  mit  diesem.  Aus  dem- 
selben Grunde  ist  p  —  qx  gleichen  Zeichens  mit  —  (jp  —  qx)  und 
grofser  wie  dieses.  Folglich  besitzen  die  drei  Zahlen  P^,  P,  P'  das- 
selbe Zeichen  und  folgen  der  Grofse  nach  derart  aufeinander,  dafs 
P^  <,  P^  P<.P'  ist.  Dasselbe  kann  man  von  den  drei  Zahlen 
Q^,  Q,  Q'  beweisen.   Wenn  nun,  nachdem  dieses  feststeht,  die  beiden 

po         p 

Naherungsbrüche  -^,  -^   nicht   unmittelbar   aufeinanderfolgen,   so 

p po 

kann  man  zwischen  ihnen  höchstens  nur  noch  den  Bruch  -q-^^qö 
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annehmen.  Denn  da  bereits  PQ^  —  i^*^^  =  +  1  ist  und  da,  wenn 
man  den  -g-  unmittelbar  vorhergehenden  Näherangsbruch  durch  --^ 
darstellt,  auch  PN —  MQ  =  +  1  sein  mufs,  so  ergiebt  sich  daraus: 

wo  h  eine  unbestimmte  Zahl  ist.     Nun  ergiebt  aber  die  Bedingung, 
dafs  M  zwischen  P  und  P^  enthalten  sein  solle,  Ä  =  1,  und: 
M=P-P^,    N=Q-  (y. 

P 

Mithin   kann   man   sicher  sein,   dafs    dem  Näherungsbruche  -^  der 

po  jp po 

Bruch  -^  oder  wenigstens  der  Bruch  -^  __  ^^    vorhergeht 

73. 

Diese  Ungewifsheit  wird   bald   aufgeklärt  sein,  wenn  wir   den 

P 
vollständigen   Quotienten,   welcher   dem   Bruche  -g-   entspricht,    be- 
stimmen.  Ist  is  dieser  vollständige  Quotient  unter  der  Annahme,  dafs 

po  p 

-gö"  unmittelbar  -g-  vorhergeht,  so  würde  der  vollständige  Wert  des 

Eettenbruches 

Pz  +  P^ 

sein.    Ist  dagegen  y  der  vollständige  Quotient  unter  der  Annahme, 

p po  p 

dafs  Q  __  qt  unmittelbar  -g-  vorausgeht,  so  würde  man  als  voll- 
ständigen Wert  des  Eettenbruches  erhalten: 

I  Py  -f  p  ^  po  -  P{y  +1)  +  P^ 

I  'Qy  +  Q-Q'  ^  -Q{y  +  ^)  +  Q'' 

Nun  ist  offenbar  diese  zweite  Annahme  in  der  ersten  enthalten,  wenn 
man  ä  «=  —  (y  +  1)  setzt.  Geht  man  demnach  von  der  ersten  An- 
nahme aus,  und  findet  man  einen  positiven  Wert  von  0,  so  ist  dies 
ein  Beweis  daftlr,  dafs  diese  Annahme  die  richtige  ist,  und  dafs  in 

po        p 

der  That  -^,  ^   aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  sind.    Giebt 

dagegen  die  Rechnung  einen  negativen  Wert  fOr  a,  so  folgt  daraus 
die  Richtigkeit  der  zweiten  Annahme. 

Ich   behaupte  nun,   dafs    der  Wert  von  a  nicht  allein  positiv, 

sondern  auch  im  Allgemeinen   -  -3^ —  ist,  und  ferner,  dafs  die  grofste 

in  diesem  Ausdrucke  enthaltene  ganze  Zahl  ft  ist.  Ist  das  letztere 
richtig,  so  mufs  man  also  haben: 
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imd   dies  bestätigt  sich  unmittelbar  mit  Hülfe  der  Werte  von  P^  Q, 
P®,  Q^  u.  s.  w.,  da  stets  jp'  =  f*l>  +  i>^,    ä'  =  f*?  +  S"«    ^^^  zweite 
Teil  kann  übrigens  auch  allgemein  folgendermafsen  bewiesen  werden. 
Zunächst  ist: 

J'^liD  —  J. 
Dies  giebt: 

jf ^f*  +  — 2>— • 

Femer  folgt  aus  dem  in  No.  62  für  ^  gefundenen  Werte: 

g°  __  y-J    ,     f     $_ 
q    ~        JD       '^  D       q  ' 

und  da  —  bereits  ein  sehr  angenäherter  Wert  von  -'- — f-^  ist,  so 

hat  man  ziemlich  nahe: 

q'  _ig-J  ^    f        YA^  ig   _   YA^J 


q  B        ^   B 


tO 


Daraus  ersieht  man,  dafs        j. — ,  welches  sehr  nahe  gleich  —  ist, 

stets  kleiner  als  die  Einheit  ist;  mithin  erhält  man  in  unserer  ge- 
wohnten Bezeichnung: 

Wir  kommen  jetzt  zum  ersten  Teile  unserer  Behauptung.    Ist 
- — J- —  der  vollständige  Quotient,  welcher  dem  Näherungsbruche  -^ 

po 

entspricht,  und  folgt  letzterer  unmittelbar  auf  -^ ,  so  muJjs  der  Wert 
der  zweiten  Wurzel  x  der  Gleichung  fa^  +  gx  -{-h'^O  gleich 

P(l/I  +  J')  +  P'D 


sein.  Setzt  man  für  J'  seinen  "^ert  fiD  —  J,  und  beachtet  man,  dafs 

ist,  so  geht  diese  Gleichung  über  in: 

.  ^  P{VÄ  -J)  +  F'B 

Q^VA  -  J)  +  Q'B  ' 

Substituiert  man  hierin  femer  &iT  P,  Q,  P^,  Qf  ihre  Werte  und  setzt 
sodann  im  Resultat  die  in  No.  62  für  p^  und  q^  gefundenen  Werte 
ein,  so  folgt: 

^/  _  0(i>l/5  +  jgp  +  feg)  +  V  (igpVÄ  +  hqVÄ  +  Ap) 

"    <i^{qVÄ^igq--fp)^^(\gqV2  +  fpyA^Aq)   ' 
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und  dieser  Ausdruck  läfst  sich  auf  die  Form  briugen: 

^  (<p  +  V>/I)  iqYA  -  igq  -  fp) 

Unterdrückt  man  also  den  gemeinsamen  Faktor  im  Zähler  und  Nenner, 
so  erhält  man: 

^<  _  pVg  +  jgp  +  hg 
qyA-igq-fp 

Wegen  Ä  =  -^9^  "~  A  ist  aber: 

r,  _  (ig  +  V^)  {^  -  VA) 
und  daher: 

Mithin  reduciert  sich  schliefslich  der  Wert  von  x   auf: 

^VÄ--ig 
u? j.  , 

und  dieses  ist  die  zweite  Wurzel  der  Gleichung  fx^  ••{■•  gx  +  h  =  0. 

74. 

Dieses  Resultat  bestätigt  vollkommen  die  verschiedenen,  von  uns 
aufgestellten  Behauptungen.    Als  hauptsächliche  Folgerung  er- 

giebt  sich  daraus,  dafs  — — ~ —  der  vollständige  Quotient 
ist,  welcher  in  der  Entwicklung  der  zweiten  Wurzel  x  dem 
Näherungsbruche  -^  entspricht.    Aus  demselben  Grunde  ist  der 

dem  folgenden  Bruche  -^  entsprechende  vollständige  Quotient  —-^ — , 

und  der,  welcher  unmittelbar  darauf  kommt,        ^ — ■  u.  s.  w.    Man 

erkennt  daraus,  dafs  die  Nenner  D,  D^,  D^, ...  in  umgekehrter 
Reihenfolge,  wie  diejenige  ist,  in  der  sie  in  der  Entvrick- 
lung  der  ersten  Wurzel  vorkommen,  aufeinanderfolgen. 

Übrigens  genügt  die  Existenz  des  vollständigen  Quotienten      ^     , 

um  die  der  folgenden  Quotienten  zu  beweisen,  und  zwar  erhält  man 
letztere  durch  das  gewöhnliche  Verfahren  der  Entwi(!klung  in  einen 
Kettenbruch.    Denn  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  ist  die  grofste  in 

- — ^ —  enthaltene  ganze  Zahl  ft.   Hieraus  und  aus  den  bereits  durch 


§  11.  AuflöBung  der  Gleichung  Ly*-\-  Myz  -f  JV«*  =  ±  -BT  in  ganzen  Zahlen.  105 

die  Entwicklung  der  ersten  Wurzel  bekannten  Relationen  leitet  man 
die  Reihe  ab: 

VÄ  +  r  _       ,VÄ^j 

1/3  -  jo  Doo  f*    -r        2)00 

u.  s.  w. 
Die  Reihe  der  Quotienten  f*,  ft®,  ft^, . . .  mufs  notwendig  wieder  auf 
den  Quotienten  fi  zurückkommen;  mithin  besteht  die  Periode,  welche 
in  der  Entwicklung  der  zweiten  Wurzel  auftritt ,  aus  denselben 
Gliedern;  wie  die  Periode  der  ersten  Wurzel,  nur  mit  dem  einen 
Unterschiede,  dafs  die  Glieder  in  der  umgekehrten  Reihenfolge  ge- 
ordnet sind. 

Wenn  der  Fall  einträte,  dafs  die  in  der  Entwicklung  der  einen 
Wurzel  vorkommende  Periode  von  der  Form  fi,  ft',  f*", . . .  f*",  fi',  ft,  A; 
wäre,  d.  h.  aus  einem  symmetrischen  Teile  bestände,  dem  ein  einzelnes 
Glied  Iz  vorausgeht  oder  nachfolgt,  so  würde  die  Umkehrung  stets  die- 
selbe Periode  ergeben,  und  letztere  würde  somit  den  beiden  Wurzeln  der 
Gleichung  gemeinsam  sein.  Dies  kann  man  bei  einer  grofsen  Anzahl 
von  Fällen  beobachten.  Alsdann  kommen  auch  in  der  Entwicklung 
der  beiden  Wurzeln  dieselben  vollständigen  Quotienten  vor  und  folgen 
in  derselben  Ordnung  aufeinander. 

§  11. 
Auflösung  der  Gleicliung  Zy*  -f  Myz  -j-  Ns^  =  +  ^  ^  ganzen  Zahlen. 

75. 
Je  nachdem  y  und  g  zu  einander  prim  sind  oder  nicht,  mufs 
man  zwei  Fälle  unterscheiden.  Um  den  zweiten  Fall  auf  den  ersten 
zurückzuführen,  bezeichnen  wir  mit  Qr  das  grofste  gemeinschaftliche 
Mafs  von  y  und  jer,  und  es  sei  y  =  ^y\  z  =  ^z\  Da  alsdann  die 
linke  Seite  durch  %^  teilbar  ist,  mufs  auch  H  durch  Q^  teilbar  sein. 
Ist  also  H=^^H\  so  erhält  man: 

Ly^  +  Myz  +  Nz^  =  +  H% 
eine  Gleichung,   in  der  nunmehr  y    und  z    prim  zu  einander  sind. 
So  oft  es  also  Quadratzahlen  d^^  welche  H  teilen,  giebt,  hat  man 
stets  der  vorhergehenden  ähnliche  Gleichungen  aufzulösen,  in  denen 
die  unbestimmten  Zahlen  relative  Primzahlen  sind. 
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Man  kanu  voraussetzen^  dafs  diese  Art  der  Zerlegung  durch  eine 
vorbereitende  Rechnung  bereits  ausgeführt  ist;  mithin  können  vor  die 
gegebene  Gleichung 

Ly^  +  Myz  +  Nz^~  +  H 
als  eine  von  denen  ansehen,  in  welchen  die  unbestimmten  Zahlen 
y  und  0  prim  zu  einander  sein  sollen. 

Nachdem  wir  dies  vorausgeschickt  haben,  unterscheiden  wir  noch 
den  Fall,  wo  z  und  S  zu  einander  prim  sind,  und  den,  in  welchem 
sie  einen  gemeinsamen  Teiler  d'  haben.    Ist  in  diesem  letzteren  Falle 

g  z=s  ^/,  H  =  d'H\  so  mufs  —^  eine  ganze  Zahl  sein.    Da  aber  y 

mit  0  und  demnach  auch  mit  ^  keinen  gemeinsamen  Teiler  hat,  so 
erfordert  diese  Bedingung,  dafs  L  durch  d'  teilbar  sei.  Ist  daher 
L  =^  ^L',  so  geht  die  aufzulosende  Gleichung  über  in: 

L'y^  +  Myz  +  ^Nz^  =  ±S\ 
in   welcher   man   nunmehr  /    und  H'   als   relative  Primzahlen    be- 
trachten kann. 

So  oft  es  also  zwischen  L  und  H  gemeinschaftliche  Teiler  (die 
Einheit  mit  einbegriffen)  giebt,  hat  man  immer  Gleichungen  auf  zu* 
losen,  in  denen  /  und  H'  zu  einander  prim  sind.  Man  kann  aber 
diese  vielen  aufzulösenden  Fälle  leicht  vermeiden  mittelst  einer  Trans- 
formation, welche  darin  besteht,  dafs  man  y  -{-  mz  an  die  Stelle  yon 
y  setzt  und  m  derart  bestimmt,  dafs  Lw?  4~  Mm  -f-  N  mit  H  keinen 
gemeinsamen  Teiler  besitzt.  Alsdann  kann  die  neue  unbestimmte  f/ 
mit  H  keinen  gemeinsamen  Teiler  mehr  haben.  Die  ganze  Schwierig- 
keit reduciert  sich  also  darauf,  die  Gleichung 
Ly^  +  Myz  +Ns?=^±H 
in  welcher  z  und  y,  ebenso  wie  z  und  H  zu  einander  prim 
sind,  aufzulösen.  Diese  Gleichung  bietet  aber  verschiedene  zu 
untersuchende  Fälle  dar,  je  nachdem  die  Zahl  ALN — M^  positiv, 
Null  oder  negativ  ist,  d.  h.  je  nachdem  die  beiden  Faktoren  der 
linken  Seite  imaginär,  gleich  oder  reell  sind. 

76. 
Es   sei   zuerst  4iLN — M^  gleich  einer  positiven  Zahl  B. 
Multipliciert  man  die  gegebene  Gleichung  mit  4jL,  und  setzt  man 
2iy  +  Mz  =  Xf  so  erhält  man: 

a?  +  Bz^  =  +  4.LH. 
(Wir  schreiben  auf  der  rechten  Seite  nur  das  Zeichen  -f-,  weil  man 
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leicht  erkennt,  dafs  das  Zeichen  —  nicht  stattfinden  kann).  Die  ein- 
fachste Methode  zur  Auflösung  der  Gleichung  o;^  4*  ^^^  "="  ^ 
besteht  nun  darin,  daTs  man  nach  und  nach  die  yerschiedenen  Werte 
der  Zahlgroüse  C  —  Bz^  berechnet,  indem  man  e  ^^0^  1,  2,^  3,  ... 

bis  e  =  Y  B  ^^****  ^i*i^ß*  si^^t  unter  diesen  Werten  eine  Quadrat- 
zahl, und  macht  zugleich  die  Wurzel  x  dieses  Quadrats  den  Ausdruck 
g?  zu  einer  ganzen  Zahl,  so  erhält  man  eine  Lösung  der  ge- 
gebenen Gleichung.  Können  aber  diese  beiden  Bedingungen  nicht 
ZQ  gleicher  Zeit  erfüllt  werden/  so  folgt  daraus,  dafs  die  gegebene 
Gleichung  nicht  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist. 
*  Es  ist  ersichtlich,  dafs  es  in  diesem  Falle  nur  eine  be- 
schränkte Anzahl  von  ganzzahligen  Lösungen  geben  kann. 
Obr^ens  ist  dieser  Fall  so  einfach,  dafs  er  keiner  der  im  vorher- 
gehenden Artikel  angedeuteten  Vorbereitungen  bedarf,  und  dafs  man 
ZQ  seiner  Auflösung,  wie  eben  angegeben,  verfahren  kann,  ohne  sich 
darum  zu  kümmern,  ob  y,  g  und  H  einen  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben  oder  nichi 

77. 
Wir  nehmen  als  Beispiel  die  Gleichung: 
15y*  -f  4:^yz  +  32;?*  =  223. 
Maltipliciert  man  beide  Seiten  mit  60,  und  setzt  man: 

30y  +  43jr  =  0?, 
80  wird  die  transformierte  Gleichung: 

a;«  + 710»— 13380. 
Wir  berechnen  also  die  Gröfse  13380  —  71  je?»,  indem  wir  der  Reihe 
nach  xr  =  0,  1;  2,  3,  ...  setzen^  bis  die  in  Rede  stehende  Gröfse  auf- 
bort positiv  zu  sein.  Die  Resultate,  die  man  mit  Hülfe  ihrer  gleich- 
mäfsig  wachsenden  Differenzen  leicht  erhält,  sind: 
Werte  von  oi?:  13380,  13309,  13096,  12741,  12244,  11605,  10824, 
Differenzen:  71,       213,      355,      497,      639,      781,      923, 

Werte  von  x":  9901,  8836,  7629,  6280,  4789,  3156,  1381. 
Differenzen:  1065,     1207,    1349,     1491,     1633,     1775. 

Nun  ist  unter  diesen  Resultaten  nur  8836  ein  vollständiges 
Quadrat,  nämlich  das  Quadrat  von  94.  Mithin  sind  die  einzigen 
brauchbaren  Werte  von  s  und  x\  jgf  =  8  und  x  »^^  +  M.  Hieraus 
crgiebt  sich  aber: 

_  ±94  —  844 
^  ~  30       "' 
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und  dieser  Wert  reduciert  sich  nicht  auf  eine  ganze  Zahl.  Die  ge- 
gebene Gleichung  ist  demnach  nicht  in  ganzen  Zahlen  auflösbar;  man 
kann    ihr   nur   durch   rationale   Werte  Genüge   leisten^   z.  B.  durch 

z  =^  8,  y  = g-  und  unendlich  viele  andere. 

78. 

Ist  4LN  —  IP  =  0  oder  sind  die  Paktoren  der  linken  Seite  der 
gegebenen  Gleichung  einander  gleich,  so  mufs  diese  Gleichung,  wenn 
sie  auflösbar  sein  soll,  die  Form  {m^  -4*  ^^Y  =  ^'  haben.  Alsdann 
reduciert  sie  sich  auf  die  Gleichung  ersten  Grades  my  +  nj?  «=«  +  Ä, 
welche  immer  möglich  ist,  wenn  m  und  n  prim  zu  einander  sind. 

Es  bleibt  also  nur  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  w<t 
4LN —  M^  gleich  einer  negativen  Zahl  —  B  ist  Ist  dabei  zu- 
nächst die  Zahl  B  eine  vollständiges  Quadrat,  so  sind  die 
Faktoren  der  Gröfse  Ly^  +  Mya  -f-  Nsi*  rational,  und  die  aufzulösende 
Gleichung  besitzt  die  Form: 

{my  +  nz)  (fy  +  gz)  =  ±  Ä 
Nun  ist  ersichtlich,  dafs  sich  die  Auflösung  dieser  Gleichung  auf  die 
der  beiden  bestimmten  Gleichungen: 

my  -(-  wjef  ^  ^ 

fy  +  9^  —  ±^ 

reduciert,  wo  d'  ein  beliebiger  Faktor  von  H  ist.  Man  nehme  also 
der  Reihe  nach  für  d"  alle  Teiler  von  J7,  die  Einheit  einbegrifiTen, 
und  löse  in  Bezug  auf  jeden  von  ihnen  die  vorstehenden  bestimmten 
Gleichungen  auf.  Hierdurch  wird  man  mehrere  Lösungen  erhalten, 
wofern  die  sich  ergebenden  Werte  von  y  und  z  ganze  Zahlen  sind. 
In  keinem  Falle  aber  kann  die  Anzahl  dieser  Lösungen  die  Anzahl 
der  Teiler  der  Zahl  H  übersteigen. 

79. 
Nehmen   wir   nun   an,    dafs  Jüf*  —  4LN  =  4iÄ  sei,   wo  Ä 
kein    vollständiges   Quadrat   sein   soll,   so    bietet   die   gegebene 
Gleichung 

Ly«  -I-  Myz  +  Nz^  ==  ±  H 

zwei  zu  untersuchende  Fälle  dar,  je  nachdem  fl"  <  }/Z  oder  >  y^  ist 
Es  sei  zuerst  H<.yA.    In  diesem  Falle  hat  man  nur  eine 
Wurzel  der  Gleichung 
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in  einen  Eettenbrach  zu  entwickeln.  Findet  man  unter  den  sich  durch 
diese  Rechnung  ergebenden  vollständigen  Quotienten  ^   ß—   einen 

mit  dem  Nenner  D  =  S^  so  folgt  daraus,  dafs  von  den  beiden 
Gleichungen: 

Lf  +  Myz  +  Ng^  =  +  H 

Ly^  +  MyB  +  Nz"  =  —  H 

wenigstens  eine  auflösbar  ist,  oder  auch  alle  beide^  wenn  die  erforder- 
lichen Bedingungen  erfüllt  sind.  Diese  Bedingungen  haben  wir  im 
§  9  angegeben,  ebenso  die  Formeln,  welche  die  vollständigen  Werte 
von  y  und  z  enthalten,  und  wir  haben  bemerkt,  dafs  diese  Formeln 
das  Resultat  der  Entwicklung  beider  Wurzeln  der  Gleichung 

in  sich  schliefsen,  so  dafs  man  nur  eine  zu  entwickeln  braucht. 

Die  Zahl  H  kann  innerhalb  einer  und  derselben  Periode  mehrere 
Male  unter  den  Werten  von  D  vorkommen;  alsdann  ergeben  sich 
daraus  ebenso  viele  verschiedene  Lösungen  der  gegebenen  Gleichung. 
Kommt  dieselbe  aber  unter  diesen  Werten  gar  nicht  vor,  so  folgt 
daraus  mit  Sicherheit,  dafs  die  gegebene  Gleichung,  weder  wenn  die 
rechte  Seite  +  J?,  noch  wenn  sie  —  H  ist,  auflösbar  ist. 

Dieser  erste  Fall,  in  welchem  H<iYÄy  erledigt  sich  also  un- 
mittelbar und  mit  grofser  Leichtigkeit  allein  durch  die  Eettenbruch- 
entwicklung  einer  Wurzel  der  Gleichung  La?  +  Mx  +  ^  =  0.  Man 
kann  sogar  bemerken,  dafs  diese  Lösung  nur  y  und  z  als  relative 

Primzahlen  voraussetzt  (denn  da  —  einem  Näherungsbruche  —  gleich- 

gesetzt  ist,  so  mufs  es  stets  ein  irreduktibler  Bruch  sein,  da  ja 
pgO  —  ^q  =  +  1)>  ^^^  ^^^^  81®  somit  nicht  erfordert,  dafs  z  und  H 
prim  zu  einander  seien.  Hierdurch  kann  man  sich  also  der  Mühe 
überheben,  die  oben  in  No.  75  erwähnte,  auf  die  gemeinsamen  Fak- 
toren von  L  und  H  sich  beziehende  Zerlegung  auszuführen,  und  er- 
halt durch  eine  einzige  Rechnung  die  Lösung  aller  Gleichungen  dieser 
Art.  Es  mufs  jedoch,  wie  wir  vorausgesetzt  haben,  JEf<]/-4  sein; 
ferner  muls  man,  wenn  H  einen  quadratischen  Faktor  ^*  besitzt,  wie 
bereits  angegeben,  y  «=  ^y,  z  =  ^z'j  H=  %^H'  setzen  und  auf  dem- 
selben Wege  eine  jede  Gleichung  Ly'  +  Myz  -f  Nz^  ^  +  H'  für 
jeden  quadratischen  Faktor  «d*^,  welcher  H  teilen  kaim^  auflösen. 
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80. 

Ist  zweitens  H>yAy  so  setze  man  voraus,  dafs  die  Gleichongy 
wie  in  No.  75  angegeben,  vorbereitet  ist,  so  dafs  y  und  0  ebenso 
wie  0  und  H  prim  zu  einander  sind.     Dann  kann  man 

y  =  njEf  +  Hu 
setzen  und  sogar  diq  Bedingung  hinzufügen,  dafs  n  nicht  grofser  sein 
solle   wie   y-ET.     Denn   die  vorstehende  Gleichung  würde  bestehen, 

wenn  man  n  —  aJS  bh  Stelle  von  n  und  u  -{-  a0  boi  Stelle  von  u 
setzte.    Nun  kann  man  aber  offenbar  a  derart  wählen,  dals  n  —  aH 

zwischen  +  -^-ff  ^^^^  —  -^^  enthalten  ist.    Substituiert  man  also 

den  Wert  von  y  in  die  gegebene  Gleichung  und  dividiert  man  das 
Resultat  durch  H,  so  erhält  man: 

^Ln'  +  gn  +  y^  ^  _^  ^2ni  +  Jf)  «M  +  LEU*  =  ±  1. 

Da  0  und  H  prim  zu  einander  sind,   so  kann  diese  Gleichung  nur 

stattfinden,  wenn 

Ln^+Mn  +  N 
H 

eine  ganze  Zahl  ist.    Man  gebe  also  n  alle  ganzzahligen  Werte  von 
—  yB"  bis  +  y-S^;    giöb*    es    unter    diesen    keinen,    für    welchen 

Ln^  +  Mn  +  N  durch  H  teilbar  wird,  so  kann  man  mit  Gewifsheit 
behaupten,  dafs  die  gegebene  Gleichung  nicht  auflösbar  ist  Findet 
man  dagegen  einen  oder  mehrere  Werte  von  n,  welche  diese  Be- 
dingung erfüllen,  so  mufs  man  nach  einander  diese  verschiedenen 
Werte  nehmen  und  für  jeden  eine  besondere  Rechnung  anstellen, 
gleich  als  ob  die  gegebene  Gleichung  in  ebenso  viele  verschiedene 
Gleichungen  transformiert  wäre. 
Setzt  man  zur  Abkürzung: 

Ln'^  +  Mn  +  N^fH, 
2Ln+M^g 
LH^h, 
so  wird  die  aufzulösende  Gleichung  für  jeden  Wert  von  n: 

fz^  +  9^^  +  AM*  =  +  1 , 
wobei  zu  beachten  ist,  dafs  man  stets 

f  —  iß  =  M^-  ALN  =  4A 
hat. 
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Wir  haben  im  §  9  eine  Methode  znr  Auflösung  dieser  Gleichung, 
im  Falle  sie  möglich  ist,  angegeben,  und  dieselben  Bemerkungen,  die 
wir  far  den  Fall  D  <  }/Z  gemacht  haben,  sind  in  gleicher  Weise 
anfrendbar  fOr  den  Fall;  wo  D  >=>  1  ist.  Mithin  haben  wir  hier  nichts 
weiter  hinzuzufügen ^  da  man  leicht  erkennt,  dafs  man,  nachdem  die 
allgemeinen  Werte  von  0  und  u  gefunden  sind,  daraus  unmittelbar 
die  Werte  der  unbestimmten  Zahlen  in  der  gegebenen  Gleichung  er- 
hält und  zwar  ebenfalls  in  ganzen  Zahlen  ausgedrückt. 

81. 
BeispieL 

Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  die  Gleichung: 
2a^  —  23y«  =  105 
in  ganzen  Zahlen  aufzulösen. 

Diese  Gleichung  gehört  zum  Torhergehenden  Falle;  sie  läfst  sich 
nicht  in  mehrere  andere  zerlegen;  da  105  keinen  quadratischen  Teiler 
und  femer  mit  dem  Eoefficienten  2  keinen  gemeinsamen  Teiler  hat 
Man  setze  also: 

xt^^ny  ~~  lOöjT; 

und  bestimme   n  <  -g—  sO;  dafs  — ^ —  eine  ganze  Zahl  wird. 

Spater  werden  wir  mehrere  Hülfsmittel  angebeU;  um  derartige  Unter- 
suchungen zu  erleichtem;  für  den  Augenblick  bemerken  wir  nur,  dafs, 
da  105  das  Produkt  der  Primzahlen  3;  5;  7  ist;  man  gesondert  drei 
solche  Werte  von  n  suchen  muCs;  dafs 

2n'  ~  23  2n«  —  28  2n»  ->-  28 

8  '  6  '  7 

ganze  Zahlen  werden.    Diese  Werte  sind  resp. 

n  =  3a+l;    n  =  5/J  +  2,    n  =  7y+l, 

wo  die  Zahlen  a,  ß,  y  beliebig  sind.  Diese  Formeln  sind  leicht  mit 
einander  zu  vereinigen,  und  da  es  genügt,  die  Werte  von  n,  welche 

positiv  und  <— ö"  sind,  zu  betrachten,  so  giebt  die  letzte  Formel: 
n=  6,  8,  13,  15,  20,  22,  27,  29;  34;  36,  41,  43,  48,  50. 

Bieraus  sind  alle  Zahlen  auszuscheiden;  welche  der  zweiten  Formel 
nicht  genügen;  oder  welche  durch  5  geteilt  nicht  den  Best  +  2  lassen. 
Mithin  reducieren  sich  die  vierzehn  vorstehenden  Werte  auf  die 
folgenden: 

n  =  8;  13,  22,  27;  43;  48. 
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Um   endlich  der  ersten  Formel  zu  genügen,  sind  alle  durch  3  teil- 
baren Zahlen  zu  unterdrücken,  so  dafs  nur  die  vier  Werte  übrig  bleiben: 

n  =  8,  13,  22,  43. 

Es  sei  also  erstens  n  =  8  und  aj  =  8y  —  105£f. 
r  Alsdann  ist  die  transformierte  Gleichung: 

t  y*  -  32yis  +  210;?«  =  1. 

V ,  Jedesmal  also,  wenn  man  auf  eine  Gleichung  von  der  Form 

y'-2fysi  +  gs!'==l 
kommt,   ist   man   sicher,   dafs  die  Losung   stets  möglich  ist;   denn 
setzt  man: 

y  —  fz  =  u, 
so  wird  die  Gleichung: 

und  diese  ist  immer  auflösbar.     Im  gegenwärtigen  Falle  findet  man 
mit  Hülf/B  der  Formeln  in  No.  69: 

y  =  <t)  +  16Y 
^  ;»  =  +  ¥ 

^  (24335  +  3588 1/46)"  -=  <t)  +  Y)/46, 

und  hieraus  ergiebt  sich  als  erste  Losung  der  gegebenen  Gleichung: 
l  rr  =  8<t)  +  23Y 

y=     04.  16V. 

Es  sei  zweitens  n  =  13  und  x  =  13y  —  105;?. 
Dann  ist  die  transformierte  Gleichung: 

3y«  -  52y;?  +  210jp«  =  1. 

Um  dieselbe  aufzulösen^  mufs  man  eine  Wurzel  der  Gleichung 

Sx^  —  b2x  +  210  =-  0 
in  einen  Eettenbruch  entwickeln.     Das  Verfahren  hierzu,  sowie  die 
Berechnung  der  Näherungsbrüche,  nur  bis  dahin,   wo  man  D  s=  1 
findet,  ausgedehnt,  stellt  sich  folgendermafsen  dar: 

X  «=  ^ — ^ =  10  +       ,         1:0 

1+       ,       10:1 

12+       ,       11:1 
u.  s.  w. 


1/46  +  26 

8 

1/46  +  4 

10 

/46  +  6 

1 

u.  s.  w. 
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Hiemach  sind  die  Zahlen,  welche  in  die  Formeln  der  No.  69  einzu- 
setzen sind,  die  folgenden: 

p^ll,    3  =  1,    a  =  3,    6  =  —  26,    c  =  210,    J.  =  46. 
Femer  hatten  wir  bereits  beim  ersten  Falle  gefunden,  dafs  die  kleinsten 
der  Gleichung 

<p«  —  46^^«  =  ±  1 

genügenden  Zahlen  sind:. 

q>  =  24335,    ^  =  3588, 
und  diese  geben: 

<p»  -  46^«  =  +  1. 

Da  man  zugleich  pgf^ — P^Q  =  +  1  hat,  so  ist  die  gegebene  Gleichung 
3y^  —  52y;gf  +  210^8;*  =  -f.  1  auflösbar  (sie  würde  es  nicht  sein,  wenn 
die  rechte  Seite  —  1   wäre).     Setzt  man  also  immer: 

(24335  +  3588  y46)'*  =  <t)  +  V  }/46, 
so  hat  man,  wenn  man  die  Werte  einsetzt: 

y_ll<t)  +  76Y 
g=      0+    7Y. 

Hieraus  ergiebt  sich  als  zweite  Lösung: 

a:  =  38<t)  +  253Y 

y=ll(t)4-    76V. 
Man  beachte,  dafs  man  die  Werte  von  y  und  z  unmittelbar  aus  der 
Rechnung  für  die  Eettenbruchentwicklung  hätte  finden  können.    Denn 

wenn  man  an  Stelle  des  vollständigen  Quotienten  - — 1~>  welcher 
dem  Näherungsbruch  y  entspricht,  den  angenäherten  Wert  ^  +  6 
setzt,  und  w^nn  man  darauf  mit  Hülfe  dieses  als  vollständig  betrach- 
teten Quotienten  den  auf  y  folgenden  Näherungsbruch  berechnet, 
so  findet  man  diesen  Bi-uch  gleich 

11  (e  +  y)  +  1^ 

l(6  +  v)  +  ^   ' 
tind  dieser  reduciert  sich  auf: 

ll<t>  +  76V 
0-f7Y      • 

Dies  ist  der  allgemeine  Wert  von  — ;  man  hat  darin  nur  noch  V 
das  doppelte  Zeichen   +    zu   geben.    Es   würde  leicht  sein  zu  be- 

Legendre,  Zahlenthaorie  I.  8 
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weisen^  dafs  dieses  Verfahren,  welches  uns  der  Mühe  überhebt,  auf 
die  allgemeinen  Formeln  zurückzugehen,  vollständig  mit  den  letzteren 
übereinstimmt  und  somit  an  deren  Stelle  gesetzt  werden  kann,  selbst 
für  einen  beliebigen  Wert  von  D. 

Ist  drittens  n  =  22  und  x  =  22y  —  105;?,  so  wird  die  trans- 
formierte Gleichung: 

9y«  —  88yz  +  210;?*  =  1. 

Man  entwickele  demnach  eine  Wurzel  der  Gleichung 
9x^  —  88a:  +  210  =  0 

in  einen  Kettenbruch,  bis  man  einen  vollständigen  Quotienten  mit 
dem  Nenner  1  findet,  und  berechne  darnach  die  Näherungsbrüche 
wie  folgt: 


5:    1 


y46  +  44 
9 

= 

5+      , 

1/46  +  1 
6 

= 

1+      , 

1/46  +  4 
6 

= 

1+      , 

1/46  +  2 

7 

= 

1+      , 

1/46  +  5 
3 

= 

3+      , 

1/46  +  4 
10 

= 

1+      , 

y46  +  6 
1 

= 

12+      , 

6:    1 


11:    2 


17:    3 


62 :  11 


79  :  14. 


79 


Dieser  letztere  Näherungsbruch  j^  genügt  der  gegebenen  Gleichung, 

da  er  von  ungerader  Ordnung  und  somit  pq^ — p^q  =  +  1  ist.    Ge- 
mäfs  der  beim  vorhergehenden  Falle  gemachten  Bemerkung  nehme 

79 

man  jetzt  an,  dafs  der  dem  letzten  Näherungsbruche  ^  entsprechende 

Quotient  ^7  +  6  sei.     Dann  ergiebt  sich  daraus  der  darauf  folgende 
Bruch: 

79(6+^) +  62 


y_ 

z 


79<t>  +  636M^ 
14  <D  +  96V 


14(6  +  1^)  +  11 
und  hieraus  folgt  allgemein: 

y=  790  + 536V,    ^=14<t)  +  95Y, 
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und  es  ist  somit  die  dritte  Losung: 

a;  =  2680  +  1817Y 
y=    790+    536Y. 
Ist  viertens  n  =  43  und  x  =  43y  —  105;?,  so  ist  die  trans- 
formierte Gleichung: 

35y^  —  n2yz  +  2100"  =  l. 
Man  hat  also  eine  Wurzel  der  Gleichung 

35fl?«  —  n2x  +  210  =  0 

zu  entwickeln,  bis  man  einen  vollständigen  Quotienten   -     J* —  findet, 
in  welchem  D  gleich  1  ist    Die  Rechnung  stellt  sich  folgendermafsen: 

^46  +86 
35 

yie—  16 


^^V^±S.^,^       ,  1:      0 


_e      -    1+       ,  2:      1 


9=1+,  3:      1 


y46  +  10 
9 

%^=    1+  ,  5:.     2 

y^^    6+  ,  8:      3 

^  +  ^   =    2+  ,  53:    20 

1^±^==    1+  ,  114:    43 

^t?-=    1+  ,  167:    63 

Y^JlL^    3+  ,  281:106 

^tL  =    1  +  ,  1010 :  381 

^  +  °   =  12  +      ,       1291 :  487. 

Dieser  elfte  Näherangsbrach  genügt  der  gegebenen  Gleichung: 

35y*  -  172y«  +  210ä»  =  +  1, 
da  er  von  ungerader  Ordnung  ist.     Man  erhält  sodann  die  vollstän- 
dige Losung,  wenn   man  6  -f~  ^  '^'^  ^'^  Stelle  des  entsprechenden 
Quotienten  setzt.    Dies  giebt: 
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z 


1291 


(•+?)+ 


1010 


487  1 


381 


1291  <t>  +  8766  V 
4870  +  3303  V 


und  hieraus  folgt  die  vierte  Losung: 

X  =  43780  +  29693V 
y=  12910+    8756  Y. 

Es  dürfte  die  Bemerkung  •  angebracht  sein,  dafs  man  schneller 
und  einfacher  zu  dieser  vierten  Losung  gelangt  sein  würde ,  wenn 
man  die  andere  Wurzel  derselben  Gleichung  entwickelt  hätte.  Die 
Bechnung  stellt  sich  so: 

1:0 


7:    3 


Hieraus  folgt: 


z 


1/46  —  86 
—  86 

= 

2  + 

V46  +  16 
6 

= 

3  + 

y46  +  2 

7 

= 

1  + 

V46  +  6 
.     8 

= 

3  + 

1/46  +  4 
10 

= 

1  + 

1/46  +  6 
1 

= 

12  + 

48(6  + 

+  84 

19(6  +  ^)4-16 


9:    4 


34:15 


43 :  19. 


43<t>  +  292V 
19<t>  +  129M" 


und  man  erhält  als  vierte  Losung: 

X  =  1460  +  989V 
y=    430  + 292V. 

Diese  Formeln^  welche  auf  dasselbe  hinauskommen  wie  die  obigen, 
sind  einfacher  als  die^  welche  wir  mittelst  der  andern  Wurzel  ge- 
funden haben.  Die  Übereinstimmung  beider  kann  man  übr^ens  be- 
weisen, indem  man  annimmt^  dafs  die  <t>  und  V  dieser  Formel  einem 
Werte  von  n  entsprechen,  der  um  eine  Einheit  kleiner  ist  als  das  n 
in  den  Werten  von  <t>  und  V  in  der  andern  Formel.  Unterscheidet 
man  daher  diese  durch  ^'  und  Y,  so  .kann  man  setzen: 

<t)  +  Y)/46  ==  (<t)'  +  r  ]/46)  (24335  -  35881/46). 
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Stellt  man  diese  verschiedenen  Resultate  zusammen,  so  erhält  man 
sämtliche  Losungen  der  gegebenen  Gleichung: 

2x'  —  23y*  =  105. 

Dieselben  sind  in  den  folgenden  Formeln^  in  denen 

(24335  +  35881/46)"  =  <t)  +  Yj/iö 

gesetzt  ist;  ejith alten: 

x=      80+      23V    ,        y=      <t)+    lev 

a?=    380+    253Y     ,        y=ll<t)+    76^ 

a;  =  268<D  +  1817M'    ,        y  =  79*  +  536^ 

a;  =  146<t)+    989^    ,        y  =  430  +  292V. 

Dieselbe  Gleichung  oder  eine  äquivalente  Gleichung  (p^  —  46  j^  =  210) 
ist  in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1767 
gelost  Das  daselbst  pag.  263  gegebene  Resultat  stellt  acht  Lö- 
sungen dar. 

Diese  acht  Losungen  reducieren  sich  auf  die  vier  vorstehenden; 
überhaupt  kann  die  Rechnung  stets  um  die  Hälfte  abgekürzt  werden, 
wenn  man,  wie  wir  es  gethan  haben,  beachtet,  dafs  es  überflüssig 
ist,  beide  Wurzeln  derselben  Gleichung  in  einen  Kettenbruch  zu  ent- 
wickeln, und  dafs  die  Entwicklung  einer  einzigen  ausreicht,  um  das 
ans  beiden  sich  ergebende  Resultat  zu  erhalten. 

82. 
Als  ferneres  Beispiel  wollen  wir  noch  die  Gleichung  nehmen: 
67y»  —  227y;?+ 191^^  =  5. 

Durch  Vergleichung  derselben  mit  der  allgemeinen  Formel  (No.  67) 
ergiebt  sich: 

/•=67,    g 227,    Ä=191,    D  =  5. 

Man  kann  demnach  diese  Gleichung  durch  Entwicklung  einer  Wurzel 
der  Gleichung 

*    67ai?  — 227  a; +191=0 

in  einen  Kettenbruch  auflosen.  Die  Rechnung,  bis  zu  dem  Punkte, 
wo  man  die  sich  bis  ins  Unendliche  wiederholende  Periode  gefunden 
hat^  fortgesetzt^  stellt  sich  folgendermafsen: 
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f 


im  +  iVm.  _ 

*—  67 

5 

H  +  iYsü 

13 


1  + 
1  + 

4  + 
1  + 


8^  +  W^l   _  17    I 


13 


H  +  ^y84i 
11 


6^  +  il/34i 
6 

13 


1  + 

2  + 

1  + 

2  + 
1  + 


11 


196  :  107 


207  :  113 


610 :  333 


817  :  446 


U.  8.  W. 


i 


Da  der  vollständige  Quotient     ^     it  ^^  ^®^  bereits  gefundenen 

gehört;  80  ist  die  Rechnung  beendet,  und  man  sieht,  dafs  man  un- 
mittelbar nach  den  ersten  Gliedern  1,  1,  4  die  sich  bis  ins  Unend- 
liche immer  wiederholende  Periode  1,  17,  1,  2,  1,  2  erhält. 

Sucht  man  jetzt  die  Zahl  5  unter  den  Nennern  der  vollständigen 
Quotienten,  so  sieht  man,  dafs  der  dritte,  der  siebente  und  der  neunte 
Näherungsbruch  der  gegebenen  Gleichung  genügen  können.  Der  sie- 
bente und  neunte,  welche  derselben  Periode  angehören,  genügen  in 
der  That,  da  sie  von  ungerader  Ordnung  sind,  und  da  in  dem  Werte 
von  X  die  Wurzelgröfse  positiv  genommen  worden  ist.  Was  den 
dritten  anbetrifift,  so  genügt  er  zwar  ebenfalls;  wir  sehen  jedoch  von 
ihm  ab,  da  es  ausreicht,  die  durch  die  Glieder  einer  und  derselben 
Periode  gegebenen  Lösungen  zu  betrachten,  und  alle  andern  in  diesen 
enthalten  sein  müssen.    Man  sehe  hierüber  den  folgenden  Paragraphen. 

Man  erhält  somit  mittelst  des  siebenten  Näherungsbruches: 

j,  =  207,    g  =  113, 

und  berechnet  man  wie  gewöhnlich  den  Wert  der  von  diesem  Gliede 
ab  gerechneten  Periode: 


r 
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Periode:  2,    1,     2,     1,     17,     1 

xT-u  ,     .,  ,  1        2        3        8        11        195        206 

Naherungsbrüche:  -,   y,   -,   y,   — ,   -^,   -^, 
80  findet  man: 

«-.20«       /I0_71       «,_iL+ü._iqftl        ,/._  ^         lf^ 
J--75-,    P   =<1,     9 2 —  =  1^^Y;     ^  =  ^  =  15. 

Man  erhält  daher: 

Man  hat  zu  gleicher  Zeit: 

SP*  -  ^**  =  +  1, 
und  dies  beweist,  dafs  die  gegebene  Gleichung  auflösbar  ist,  wenn 
die  rechte  Seite  +  5  ist,  dafs  sie  es  aber  nicht  sein  würde,  wenn 
ihre  rechte  Seite  —  5  lautete.  Setzt  man,  nachdem  dieses  festgestellt 
ist,  die  gefundenen  Werte  in  die  Formel  der  No.  67  ein,  so  erhält 
man  als  erste  Losung  der  gegebenen  Gleichung: 

y  =  2070  +  3823.  yV 

;?=  1130  + 2087. -V. 
Verfährt  man  in  derselben  Weise  mit  dem  neunten  Näherungs- 

L  Ä1 7 

brache  -  — ,  so  ergiebt  sich  die  zweite  Lösung: 
y  =  8170  ±  15087  .  y  V 

«  =  4460  4-    8236- 4- M'. 

Öiese  letzteren  Formeln   enthalten   die  Lösung  y,   die   wir  in 

"^  unregelmäfsigen  Teile  des  Kettenbruches  bemerkt  haben.    Setzt 

"aji  öätnlich  n  =  1,  <t)  =  ^,  +  V 15,  so  findet  man  y  =  2, 

^  ''^-     Daraus  läfst  sich  vermuten,  dafs  die  zweite  allgemeine  Losung 

öitie  einfachere  Form  gebracht  werden  kann.    Hierüber  verschafift 

inan    sieh  leicht  Gewifsheit,  wenn  man  an  Stelle  von  <t)  und  V  die 

analogen  Gröfsen,  welche  einem  um  eine  Einheit  verschiedenen  Werte 

von  n  entsprechen,  nimmt.    Es  ergiebt  sich: 

y  =  2<t)  +  72  .  -i-V 


\ 


) 
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83. 
Aus  dem,  was  in  diesem  Paragraphen  bewiesen  worden  ist,  er- 
kennt man,  dafs,  wenn  die  betreffenden  Gleichungen  möglich   sind, 
ihre  Auflösung  durch  ein  oder  mehrere  Formelsysteme  von  der  Form 

z  =  a"<t)  +  6"  Y 
gegeben  wird.    Dabei  sind  die  Zahlen  a',  6',  a",  V  konstant  und  die 
Grofsen  $  und  ¥  bestimmen  sich  durch  die  Gleichung: 

in  welcher  n  eine  unbestimmte  Zahl,  und  wo  jederzeit  q>^  —  -4^*  =  +  1 
und  demnach  auch  0*  —  A^  =  (+  1)"  "  +  1  oder  —  1  isi 

In  den  allgemeinen  Formeln  kann  man  ¥  nach  Belieben  negativ 
oder  positiv  nehmen  und  somit  Y  mit  dem  doppelten  Vorzeichen  + 1 
versehen.  Dies  kommt  auf  dasselbe  hinaus,  als  wenn  man  das  Vor- 
zeichen von  y  als  bestimmt  ansieht  und  für  n  irgendwelche  positive 
oder  negative  Werte  nimmt.     Denn  es  ist: 

{q>  +  t^yZ)-"  =  {tp"  -  A^^y-  (tp  -  jI;YäY  =  (+  1)«  (<t)  -  Vyj), 
und  mithin  ist  die  Änderung  des  Vorzeichens  von  n  gleichbedeutend 
mit  der  Änderung  des  Vorzeichens  von  y,  da  es  auf  das  Zeichen  von 
(+  1)",  mit  welchem  das  Ganze  behaftet  ist,  nicht  ankommt;  denn 
wie  aus  der  Natur  der  gegebenen  Gleichung  sich  ergiebt,  kann  man 
immer  das  Zeichen  von  y  und  das  von  g  gleichzeitig  ändern. 

Es  folgt  hieraus,  dafs  die  verschiedenen,  in  einem  solchen  Formel- 
system, wie  das  vorhergehende,  enthaltenen  Werte  von  y  und  js  zwei 
Reihen  bilden,  die  sich  ins  Unendliche  in  positiver  wie  in  negativer 
Richtung  erstrecken,  und  von  denen  jedes  Glied  einem  bestimmten, 
positiven  oder  negativen  Werte  von  n  entspricht,  in  folgender  Weise: 

n  •••—3,    —2,     —1,    0,     1,    2,    3,    •-. 

fff  ff  / 

Pf  Py  Pf     Pf     Pif     Pif     Psf     '•• 

•••       "?;  '?^  '?,      9f      Qif     q.%f      ffs;      ••• 

Übrigens  beruht  die  einfachste  Art,  die  Zahlenwerte  dieser  Glieder 
zu  berechnen,  auf  der  Anwendung  des  No.  62  gefundenen  Gesetzes, 
welches  p^  =  ^^>Pi  +1>  (^o  das  Zeichen  +  dem  von  (p^  —  -4^'  ent- 
gegengesetzt ist)  giebt.  Diese  Formel,  in  welcher  |),  p^^  p^  allgemein 
drei  aufeinanderfolgende  Glieder  bezeichnen,  kann  zur  Fortsetzung 
einer  dieser  Reihen  sei  es  nach  rechts  oder  nach  links  hin  dienen. 
Dasselbe  Gesetz  findet  bei  der  andern  Reihe  statt. 
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§  12. 
Beweis  eines  in  den  yorliergehenden  Paragraplien  vorausgesetzten  Satzes. 

84. 
Wir  haben  bisher  angenommen,  deSs,  wenn  es  möglich  ist^  der 
Gleichung 

fy"  +  gy^  +  hz'  =  ±  s, 

in  welcher  y  und  z  als  relative  Primzahlen  und  H  <  y1/^^  —  4/% 

vorausgesetzt  ist,  Genüge  zu  leisten,  der  Bruch  ^  stets  unter  den 
NaherungsbrSchen  einer  Wurzel  der  Gleichung 

fx^  +  gx  +  h^O 
enthalten   ist.    Dieser   Satz   besitzt  grofse   Ähnlichkeit  mit   dem   in 
No.  10.    Indessen  ist  es  durchaus  notwendig  zu  beweisen,   dais  er 
allgemein  richtig  ist,  abgesehen  von  einer  geringfügigen  Ausnahme, 
die  wir  erwähnen  werden. 

Es  möge  f  eine  positive  Zahl,  g  und  h  nach  Belieben  positive 

oder  negative  Zahlen  bedeuten;   ferner  sei  —   ein  gegebener  Bruch, 

dessen  Zähler  und  Nenner  prim  zu  einander  sind  und  der  Gleichung 

genügen.  Wir  nehmen  an,  dafs  man  ^  in  einen  Eettenbruch  ent- 
wickle, und  dafs  die  bei  dieser  Rechnung  sich  ergebenden  Quotienten 
ff,  /3,  . . .  A,  ft  seien.    Mittelst  dieser  Quotienten  berechne  man  in  der 

gewohnlichen  Weise  die  Näherungsbrüche  von  -^.  Bezeichnet  man 
mit  ^  denjenigen  Näherungsbruch,  welcher  —  unmittelbar  vorangeht, 

so  kann  man,  vne  wir  bereits  (No.  9)  gesehen  haben,  nach  Belieben 
V^  —  p^j  =  -f-  1  oder  pq^  —  p^q  =  —  1  setzen. 

Dies  vorausgeschickt,  betrachten  wir  dieselben  aufeinanderfolgen- 
den Brüche  ^,  —  als  zur  Entwicklung  von  x  in  einen  Kettenbruch 

gehörig.  Ist  e  der  vollständige  Quotient,  welcher  dem  letzteren  Bruche 
entspricht,  so  muls  demnach  sein: 

X  =  ■       ;     0    oder  z  =*  ^ ^ . 

qz  +  q""    •  p  —  qx 

Nun  wird  die  Annahme,  dafs  ^,  —  zwei  aufeinanderfolgende  Nähe- 

nmgsbrüche  von  x  seien,  berechtigt  sein,  wenn  der  soeben  gefundene 
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Wert  von  0  positiv  und  gröfser  als  die  Einheit  ist    Denn  dies  ist  die 
I  Bedingung,  welcher  alle  aus  der  Kettenbruchentwieklung  einer  be- 

liebigen Grofse  hervorgehenden  vollständigen  Quotienten  unterworfen 
i^^  sein  müssen.    Es  handelt  sich  daher  darum  zu  untersuchen,  ob  diese 

Bedingung  erfüllt  ist. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  erhält  man: 

Setzt  man  nun  stets: 

so  ist: 

X j  . 

Substituiert  man  diesen  Wert  fQr  x  und  schafft  alsdann  das  Wurzel- 
zeichen aus  dem  Nenner  fort,  so  wird: 

In  dieser  Gleichung  kann  man  das  Zeichen  von  Yä  nach  Belieben 
wählen,  da  es  freisteht,  für  x  die  eine  oder  die  andere  Wurzel  der 
Gleichung  fx^  -{-  gx  -}-  h  =  0  zu  nehmen ,  und  der  Wert  von  z  in 
beiden  Fällen  verschieden  ist.     Da  ferner 


ist, 

so  giebt  diese  Gleichung: 
glich  erhält  man: 

+  hq*  =  ±H 

1 

Fol| 

±2j/^±;f. 

±VÄ±yA± 

fH 
9* 

Von  diesen  verschiedenen  unbestimmt  gelassenen  Zeichen  ist  nur  das- 
jenige von  +  Yä  willkürlich,  da  das  Zeichen  von  H  von  der  ge- 
gebenen Gleichung   abhängt   und   das   von  1/-4  4:     «"    ^^   gleicher 

2  ff)  ■ 

Weise  durch  den  Wert  von  — ^  +  9  bedingt  ist.  Da  es  aber  von 
Wichtigkeit  ist,  den  gröfsten  Wert  von  0  zu  betrachten,  so  nehme 
man  das  Zeichen  von  Yä  gleich  dem  von  l/-4+^-j-.    Alsdann  ist 
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die  rechte  Seite  unserer  Gleichung  notwendigerweise  von  der  Form: 


Endlich  kann  man  diese  Gröfse  stets  positiv  annehmen,  da  man  nach 
Belieben  pgf^  —  p^q  «=  +  1  oder  —  1  setzen  kann.  Man  erhält  daher 
in  allen  Fällen: 

85. 
Ist  erstens  /jp*  +  gpq  +  hq*  =  +  if,  so  hat  man: 

Die  rechte  Seite  ist  gröfser  als     ^     und  folglich  >  2,  da  jBr<|/-4. 

ist;  femer  ist  j®  <  q.    Mithin  ist  der  Wert  von  z  positiv  und  gröfser 

als  1.    Demnach  ist  der  gegebene  Bruch  ^^  welcher  der  Gleichung 

flf  +  9PQ  +  *?*  =  +  -H  genügt,  stets  einer  der  Näherungsbrüche 
Ton  einer  Wurzel  der  Gleichung  fx^  -\-  gx  -\-  h  =  0.  Dieser  Schlufs 
erleidet  keine  Ausnahme,  so  lange  die  rechte  Seite  H  positiv  ist. 

86. 
Ist  zweitens  fp^  +  ffPi  +  Äff^  =  —  -ff,  so  hat  man: 


'      q  H 

Nun  sieht  man,  dafs,  wenn  der  Wert  von  j*  hinreichend  grofs  wird 
im  Verhältnis  zu  -j-  (kleiner  kann  er  niemals  sein),  der  Wert  von 

^+  -~  sehr  nahe  gleich  — ^-  ist,  so  dafs  man  erhält: 


e  = 


2yA  g« 


H  q  > 

eine  Gröfse,  welche  positiv  und  grölser  als  die  Einheit  ist. 

Übrigens  ist  es,  ohne  das  Glied  -^  zu  vernachlässigen,  leicht, 
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die  Grenze  von  q  anzugeben^  flQr  welche  g  noch  positiv  und  grolser 
als  1  ist.    Dazu  bringen  wir  g  auf  die  Form: 

Da 

yZ>  H  und  1+^  <  1  oder  höchstens  =  1 

ist^   so   ist   offenbar  is  positiv  und  gröfser  als  1,   wenn  die  Grolse 
l/j. r  grofser  als  1/-4 ist     Ist  also: 


V 


A-f>VA- 


SO  folgt  hieraus^  wenn  man  ins  Quadrat  erhebt  und  vereinfacht: 

So  lange  also  q  oberhalb  dieser  Grenze  liegt,  ist  sicher  immer  der 
Wert  von  e  positiv  und  grofser  als  1 ;  ist  dagegen  q  <  -^-^^'^^r-,  so 

kann  man  im  allgemeinen  nicht  mehr  behaupten,  dafs  is  grofser  als 
die  Einheit  ist 

87. 

Wie  beschaffen  auch  q  sein  möge,  der  Ausnahmefall  wird 
niemals  stattfinden,  sobald  f,  wie  wir  voraussetzen,  eine  positiTe 
Zahl,  h  dagegen  eine  negative  Zahl  ist  Denn  alsdann  hat  die 
gegebene  Gleichung  die  Form: 

und  diese  ist  dieselbe  wie: 

h'q'-gpq-fp'  =  -\-H. 
Da  somit  diese  Gleichung  auf  den  ersten  Fall  zurückgeführt  ist,  so 
folgt  daraus,  dafs  —  ein  Näherungsbruch  einer  Wurzel  der  Gleichung 

ist    Mithin  wird  (indem  man  —  für  a?  setzt)    -  ein  Näherungsbruch 
einer  Wurzel  der  Gleichung 

fx"  +gx^K  =  0 
sein. 
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88. 
Wenn  eine  Gleichung 

in  welcher  f  und  Ä  positiv  sind,  aufgelöst  werden  soll,  so  kann  man 
diese  Gleichung  immer  (No.  58)  in  eine  andere 

transformieren,  in  welcher  a  und  c  positiv  und  überdies 

ist  Diese  Gleichung  wird  daher  zu  dem  Falle  der  vorhergehenden 
Nummer  gehören,  und  wenn  überdies  H  <!y\Ä  ist,  so  werden  alle 
Losungen  durch  die  Näherungsbrüche  einer  Wurzel  der  Gleichung 

ax^  +  6a;  — -  c  «==  0 
g^eben  sein. 

Man  sieht  hieraus,  dafs  der  erwähnte  Ausnahmefall, 
der  übrigens  nur  sehr  selten  und  für  sehr  kleine  Werte  von  p  und  q 
eintritt,  vollständig  vermöge  der  bereits  angegebenen  Transforma- 
tionen umgangen  werden  kann.    Die  Behauptung,  dafs,  wenn 

ist,  alle  Lösungen  der  Gleichung 

durch  die  Näherungsbrüche  einer  Wurzel  der  Gleichung 

fx^  +  gx'\''h  =  0 
gegeben  werden,  ist  daher  allgemein  richtig. 

89. 
Es   dürfte  übrigens  nicht  überflüssig  sein,   ein  dem  erwähnten 
Ausnahmefalle  unterliegendes  Beispiel  beizubringen,  das  uns  zugleich 
Anlals  zu  neuen  Bemerkungen  liefern  wird.    £s  sei  zu  dem  Zwecke 
die  Gleichung  gegeben: 

1801  y«  —  3991y^  +  2211^^«  =  —  3, 
wobei 

^  =  4/-A  =  -T-,     Ä  =  3, 
und  somit  H<iYA  ist.    Dieser  Gleichung  genügt  man,  indem  man 

31 

Jf==31  und  j^  =  28  setzt;  indessen  ist  der  Bruch  -^-  nicht  unter 

Zo 

den  Näherungsbrüchen  einer  Wurzel  der  Gleichung 


1 
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1801a:«  —  3991ic  +  2211  =  0 
enthalten.     Denn  die  Entwicklung  der  gröfseren  Wurzel  giebt: 

1996^  +  ^1/37 


X 


1801 

— 194^  +  ^T/37 
—  21 

H  +  iVs? 
1 

2i  +  iV37 


U.    8.    W. 


=  1  + 
■=9  + 
=  8  + 
=  1  + 


und  die  der  kleineren  Wurzel  giebt: 

— 1996^  +  ^yä? 


X  = 


1801 


1  + 


—  1 

si  +  lVs? 


1:    0 

1:    1 

10:    9 

81:73 
u.  s.  w., 

1:    0 


10:  9 
21:19 
52:47 

U.    8,   W. 

der  andern  Entwicklung 
den  Näherungsbruch  ^^,  und  dies  steht  im  Einklang  mit  der  Formel 
des  Artikel  86,  da  hier  28,  welches  der  Wert  von  g  ist,  kleiner  ist 
als   ^+^  =  i??i 

Um  diesen  Übelstand  zu  vermeiden  und  zu  bewirken,  dafs  die 
Losung  durch  die  Näherungsbrüche  gegeben   werde,  genügt  es,  die 

Grofse 

18Oly^-3991y0  +  221U«, 

wenn  nicht  auf  den  einfachsten  Ausdruck,  so  doch  wenigstens  aaf 
eine  Form  zu  bringen,  in  welcher  die  äufseren  Glieder  von  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  sind.  Dies  erreicht  man  unmittelbar,  indem 
man  setzt: 

y=  10j/-51/ 


21  ■"      ■*" 

-2  + 
=  2  + 
=  5  + 


2^  +  \Yb1 
X 


U.   8.    W. 

Man  findet  also  weder  bei  der  einen  noch  be: 

31 


r 
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denn  alsdann  reduciert  sich  die  gegebene  Gleichung  auf  die  sehr  ein- 
fache Form: 

y'*  +  y^  -  9/^  =  -  3, 

Entwickelt  man  also  eine  Wurzel  der  Gleichung 

a:«  +  ic  —  9  =  0 
in  einen  Kettenbruch,  so  erhält  man: 


X  = 


2  + 
iLdtiViL  —  i  4_ 

3  ' 


1:  0 
2:  1 
3:  1 
5:  2 
28:11 

U.   B.   W, 


Q.    8.    W. 

Beim  Anblick  der  vollständigen  Quotienten  erkennt  man,  dafs  der 
Näherungsbrach  y  fflr  -^  genommen  werden  kann.  Denn  setzt  man 
y'=»2,  z  =\,  so  hat  man  y'^-\-y'd  —  9/*  =  —  3  und  hieraus  folgt: 

y  =  — 31,     e 28, 

und  dies  ist  die  Losung,  welche  mit  Hülfe  der  Näherungsbrüche  ge- 
fanden werden  sollte. 

Im  Übrigen  ist  die  allgemeine  Losung  der  Gleichung  in 
y  and  /,  die  aus  der  soeben  ausgeführten  Entwicklung  abgeleitet 
werden  kann,  in  den  folgenden  Formeln  enthalten. 

1)  Setzt  man: 

(6  +  1/37)"  =  i?'+  CyST, 


so  erhält  man: 

und  hieraus  folgt: 

2)  Setzt  man: 
80  erhält  man: 


2J'+16(? 
F±   5G, 


y  =  — 31F=F95G 

(6  +  )/37)"+'  =  r  +  G'|/37, 

y'  =  3^  +  löG' 
/=   jF"4-    7G', 
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und  hieraus  ergiebt  sich: 

y  =  —  2lF"+201G' 
0 19F'=F187(?'. 

90. 
Betrachtet  man  jetzt  den  soeben  von  uns  bei  diesem  Beispiele 
verfolgten  Weg  genauer,  so  sieht  man,  dafs  nach  Vereinfachung  der 
Form  der  aufzulösenden  Gleichung  die  einfachsten  Losungen  sieb 
als  die  ersten  unter  den  Näherungsbrüchen  darbieten  mufsten.  Aus 
diesen  ersten  Losungen  hat  sich  mit  Hülfe  der  gewohnlichen  Formeln 
die  allgemeine  Losung  ergeben,  welche  nichts  anderes  ist  als  der 
Ausdruck  der  verschiedenen  der  Aufgabe  genügenden  Näherungs- 
brüche, wenn  diese  Brüche  der  Reihe  nach  an  derselben  Stelle  inner- 
halb sämtlicher  Perioden  genommen  werden.  Nun  ist  der  so  ge- 
fundene allgemeine  Ausdruck,  auf  welche  Weise  man  auch  zu  ihm 
gelangt  sei,  der  einzige;  er  würde  im  Grunde  derselbe  sein,  wenn 
man,  um  ihn  zu  finden,  von  besonderen  Werten  von  p  und  q  aus 
einer  andern  Periode  als  der  ersten  ausgegangen  wäre.  Um  uns 
besser  verständlich  zu  machen,  nehmen  wir  die  Gleichung: 

der  man  durch  folgende  Werte  der  Reihe  nach  genügen  kann: 
iL  =  A       -L       ^_       _?L       i??_ 

z  1  '        4  ^       16  ^        66  '        209  '  '  * ' 

2 

Geht  man  von  der  ersten  Losung  —  aus,  so  würde  der  allgemeine 
Ausdruck  dieser  Werte 

sein,  wo  F  und  G  durch  die  Gleichung 

bestimmt  werden.     In  gleicher  Weise  kann  man  aber  von  dem  be- 

26 

sonderen  Werte  —  ausgehen  und  würde  dann  den  allgemeinen  Aus- 
druck aus  der  Gleichung 

y  +  ^|/3  =  (26  +  151/3)  {F  +  6?l/3) 

erhalten,  welche  giebt: 

y  =  262^+450 

z=l5F±26G. 
Nun  enthält  dieser  Ausdruck  nicht  nur  die  Zahlen,  welche  gröber 
als  26  und  15  sind,  sondern  auch  alle  kleineren,  welche  der  Gleichung 
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genügen  können.  Denn  nimmt  man  2^=  2,  G^  —  1  und  wendet  man 
das  untere  Zeichen  an^  so  erhält  man: 

y  =  52  —  45  =  7  und  £?  «=  30  —  26  —  4, 

26 

und  dies  ist  die  Lösung ,  welche  -j^  unmittelbar  vorausgeht'  Setzt 

man  ebenso  n  «=»  2  oder  F  =^7,  G  =  4  und  nimmt  man  ebenfalls 
das  untere  Vorzeichen,  so  wird: 

y  =  182  -  180  =  2,      i?  =  105  -  104  «=  i. 

Mithin  sind  sämtliche  Lösungen,  in  grofsen  wie  in  kleinen  Zahlen, 
in  gleicher  Weise  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  enthalten,  welches 
auch  die  besonderen  Werte  sein  mögen,  die  zur  Bildung  dieser  For- 
meln verwendet  worden  sind. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  ist  es  in  keinem  Falle  not- 
wendig, die  gegebene  Gleichung 

fy^  +  9y^  +  ÄJB«  =  +  JT 
zu  transformieren;  man  kann  sich  vielmehr  darauf  beschränken, 
den  gewöhnlichen,  im  vorhergehenden  Paragraphen  angegebenen  Weg 
zu  verfolgen.    Nachdem   man   gemäfs    dieser  Methode   eine   einzige 
Wurzel  der  Gleichung 

In  einen  Eettenbruch  entwickelt  und  die  Entwicklung  soweit  fort- 
gesetzt hat,  bis  die  erste  Periode  der  Quotienten  vollständig  ist, 
genfigt  die  Betrachtung  dieser  ersten  Periode,  um  den  allgemeinen 
Ausdruck  der  verschiedenen  Näherungsbrüche  zu  erhalten,  welche  in 
den  aufeinanderfolgenden  Perioden  der  gegebenen  Gleichung  genügeii 
können.  Und  man  kann  sicher  sein,  dafs  die  so  gefundenen  Formeln 
absolut  alle  Losungen  enthalten,  selbst  diejenigen,  welche  sich,  wegen 
der  Unregelmäfsigkeit  des  Kettenbruchs  in  seinen  ersten  Gliedern, 
nicht  unter  den  ersten  NäherungsbrQchen  vorfinden. 

91. 
Um  somit  die  Gleichung 

1801y«  —  3991y;er  +  2211^«  =  —  3 
aufzulösen,  entwickle  man  einfach  eine  Wurzel  der  Gleichung 

1801a;«  —  3991a;  +  2211  —  0 
iü  einen  Eettenbruch.     Die  dazu  erforderliche  Rechnung,  bis  dahin 
fortgesetzt,   wo   die  Wiederkehr   desselben  vollständigen  Quotienten 
die  Ausdehnung  der  Periode  anzeigt,  ist  folgende: 

Legendre,  Zahlentheorie  I.  9 
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1996^  +  11^87          .     , 

1801                      T"        ' 

1:      0 

-194i+i}/37         o    , 

—  21              » -r      > 

1:      1 

^  +  4>^=8  + 

10:      9 

8             i  -r      > 

81:    73 

i  +  jV37_l+        , 

91:    82 

H  +  iV^  _5  1 

172 :  155 

2i  +  il/87    _j    1 

951 :  857 

U.    8.   W. 

a.  s.  w. 

Wie  man  sieht,  ist  die  unaufhörlich  sich  wiederholende  Periode: 
ly  1,  5.    Wendet  man  die  Formeln  des  §  9  an,  so  findet  man,  dab 

81 

die  aus  dem  Bruche  —  sich  ergebende  Losung,  wenn  man 

setzt,  die  folgende  ist: 

y  =  81F+465ß 
^  =  73jP+419ö, 

91 
und  die  aus  dem  Bruche  -^  sich  ergebende  Lösung  ist,  wenn  man 

(6  +  >/37)«*  +  i=  F'  +  G'yWi 
setzt,  die  folgende: 

0  =  821^  +  520G\ 

Setzt  man  in  dieser  letzteren  JT  =  6  und  G^'  =  1,  und  ninmit  man 
das  obere  Zeichen,  so  findet  man: 

y  =  — 31,    ißfc«  — 28. 

Nun  ist  es  leicht,  sich  die  Gewifsheit  zu  verschafien,  dafs  diese 
Formeln  mit  den  in  No.  89  gefundenen  übereinstimmen.  Man  hat 
dazu  nur  an  Stelle  von  F  und  (r'  ihre  aus  der  Gleichung 

r  +  G'Ysi  =  {6  ±Väi)  (F+  GYSI) 
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sich  ergebenden  Werte^  nämlich 


einzusetzen. 


§  13. 


Weitere  Reduktion  der  Formeln  iy*  +  Myz  +  Ns^,  falls  ]iP  —  4LN 
gleich  einer  positiven  Zahl  ist. 

92. 
Wir  nehmen  zunächst  an,  dafs  der  Ooefficient  JLf  gerade, 
also  die  gegebene  Formel  die  folgende  sei: 

py^  +  2«y^  +  r0^. 
In  No.  55  haben  wir  gesehen,  dafs,  wenn  q^  — pr  gleich  einer  posi- 
tiven Zahl  Ä  ist,  diese  Formel  stets  auf  die  Form 

ay^  +  26yiEf  —  cz^ 
gebracht  werden  kann,  in  welcher  a  und  c  alle  beide  positiv  und 
nicht  kleiner  als  2  b  sind,  und  in  der  ferner 

b^  +  ac  =  Ä 
ist  Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  die  verschiedenen  Formeln 

ay^  +  2byi!  —  c^sr*, 
welche  für  eine  gegebene   Zahl  A   den   vorhergehenden   Be- 
dingungen  genügen,  auf  die  möglioh  kleinste»  Anzahl  bu  redu- 
oieren.     Wir   zeigen    zunächst,    wie   man    zu   diesen   Formeln 
kommt. 

Ist  z,  B,  J.  =  79  =  &*  +  aCy  so  gebe  man  b  der  Reihe  nach  die 
Werte  0,  1,  2,  3  und  keine  andern  mehr,  da  b  kleiner  sein  mufs  als 

1  /79 

Yy'    Jeder   Wert   von   b   giebt   einen   W^ert   von   ac  =  79  —  6*; 

jedoch  ist  dieser  nur  dann  brauchbar,  wenn  er  sich  in  zwei  Faktoren, 
die  nicht  kleiner  als  2b  sind,  zerlegen  läfsi  Die  Einzelheiten  der 
Rechnung,  bei  welcher  beständig  a  <  c  vorausgesetzt  ist,  sind  folgende: 

6  =  0 


1) 

oc  =  79 
a>0 

a=l, 

c  =  79 

&  =  1 

o  =  2, 

c  =  39 

2) 

oc  =  78 

3 

26 

a>2 

6 

13 

9* 
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6  =  2 
[ac=  75  a  =  5,  c=  15 

a>4t 

6  =  3 

ac  =  70  a  =  7,  c  =  10 

a>  6. 

Hieraus  ersieht  man^  dafs  sich  jede  unbestimmte  Gröfse 

i>y*  +  2(Zy^  +  r0% 
gr«— _pr  =  79 
ist^  auf  eine  der  zwölf  folgenden  Formen  reducieren  mufs: 


3) 


4) 


bei  welcher 


2j^  +  2y0  -  39;^* 
3y«  +  2yz  —  26i?« 
6y«  +  2y;?— 13;^« 
5y^  +  Aye  —  15;?* 
7y*  +  Gyis  —  lO;?« 


79y*  —  z^ 
39y«  +  2y0  —  2z^ 
26y2  +  2y;5  -  3is^ 
13y*  +  2y;?  —  ße" 
15y*  +  4y^  —  bz" 
lOy^  +  6y;?  —  IßK 


Von  diesen  zwölf  Formen  sind  sechs  nichts  anderes  als  die  andern 
sechs  mit  eni^egengesetztem  Vorzeichen  genommen,  wobei  man  noch 
zu  beachten  hat,  dafs  sich  die  Form  ay^  +  2by0  —  C0^  von  der  Form 
ay^  —  26y^  —  cß^  nicht  unterscheidet,  da  man  z  ohne  Unterschied 
positiv  oder  negativ  nehmen  kann. 

93. 
Es  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  eine  Formel 
ay^  +  2by0  —  css^ 
für  gewisse  Werte  von  Ä  mit  der  zu  ihr  inversen 

cy^  +  2hy£S  —  ae^ 
identisch  ist,  und  zwar  findet  dies  immer  statt,  wenn  man 
der  Gleichung  w*  —  Än^  ««  —  1  genügen  kann.    Ist  nämlich: 


m' 


^  ^w«  =  —  1 


und  setzt  man: 

af  +  2byz  —  cz^^Z^as^-  26y /  —  ay«, 
so  erhält  man,  wenn  man  diese  beiden  Werte  von  Z,  von  denen  der 
eine  als  gegeben,  der  andere  als  angenommen  betrachtet  wird,  mit  a 
multipliciert  und  zur  Abkürzung 

setzt:  ay  +  bg-^x,    ay+b,'  =  x' 
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—  aZ^x'^^Az^ 

und  hieraus  folgt  wegen  —  1  =  w*  —  -4n*: 

oi^  —  Az^  =.  (m*  -  An")  {a?  -  Az""), 

Um  dieser  Gleichung  Genüge  zu  leisten,  kann  man  sie  in  die  fol- 
genden beiden  zerlegen: 

a?'  +  /  yZ  =  (w  —  nYÄ)  {x  +  zYA) 
X  —  /  yZ  =  (m  +  nYÄ)  {x  —  zYä), 
aus  denen  sich  ergiebt: 

X  =  mx  —  nAz 

/  es  fn£;  —  nx  =  {fn  —  bn)z  —  any. 

Mithin  ist  zunächst  z'  eine  ganze  Zahl;  setzt  man  sodann  an  Stelle 
▼on  X  und  x  ihre  Werte  ay  +  6jer,  ay'  +  6/,  so  erhält  man  nach 
einigen  Vereinfachungen: 

y  =  (w  +  6n)y  —  ciuer. 

Folglich  ist  auch  f/  eine  ganze  Zahl,  und  somit  ist  die  Formel 
a^-\'2hyz  —  ci^  dieselbe,  wie  die  zu  ihr  inverse  cd^ — 2&y /  — ay'*. 
So  lange  A  nicht  grofser  ist  als  1003,  zeigt  der  Anblick  der 
Tafel  X,  ob  die  Gleichung  w*  —  An?  =  —  1  möglich  ist;  sie  ist  es 
stets  (No.  43),  wenn  A  eine  Primzahl  von  der  Form  4i  +  1  ist, 

und  überhaupt  müssen   alle  Primfaktoren  von  A  oder  y^  von  der 

Form  4A;  +  1  sein.  Indessen  ist  diese  Bedingung  nicht  hinreichend, 
da  sie  z.  B.  bei  den  Zahlen  34,  146,  205  u.  s.  w.  erfüllt  ist,  ohne 
dafs  die  in  Rede  stehende  Gleichung  möglich  wäre. 

94 

Nachdem  wir  dies  vorausgeschickt  haben,  lassen  wir  die  Methode 
folgen,  vermittelst  deren  man  unter  allen  zu  derselben  Zahl  A 
gehörenden  Formeln  diejenigen  auffinden  kann,  welche  mit 
einer  gegebenen  Formel  a^-{'2byz  —  cz^  identisch  sind. 

Wenn  die  Formel 

Z  =  ay*  +  2byz  —  es? 

mit  einer  anddkm  Formel 

aV«  +  26Y/  -  cV« 


1 
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identisch  ist,  so  mufs  diese  aus  der  ersten  durch  irgend  eine  Trans- 
formation entstehen.  Nun  besteht  die  allgemeinste  Transformation 
darin,  dafs  man  setzt  (No.  53): 

^  =  «y +2V, 

wobei  die  Zahlen  py  q,  p^,  g^  nicht  vollständig  willkürlich*)  sind, 
sondern  der  Bedingung 

pq'-p'q^±l 
genügen  müssen.    Nehmen  wir  also  an,  dafs  sich  durch  Einsetzen 
dieser  Werte 

ergebe,  so  erhalten  wir: 

a  =  ajp*    +  2bpq   -—  cg* 
V  =  app'  +  h{pq^  '+!)•(?)  -  cqq^ 
-  c'  =  ap""^  +  26jpV  —  cq''^ 

Will  man  nun,  dafs  die  Zahlen  a  und  —  c  wirklich  von  entgegen- 
gesetzten Zeichen  seien,  damit  die  transformierte  Formel  der  gegebenen 
ähnlich  sei,  so  mufs  eine  Wurzel  der  Gleichung 

aa:*  +  26aj  —  c  =  0 

zwischen  den  beiden  Brüchen  -^,  ^  liegen.    Da  ferner 

3       3 

6'«  +  a'c'  =  6«  +  ac  =  ^ 

und  somit  die  eine  der  Zahlen  a'  und  c'  notwendig  kYä  ist,  so 
mufs  wenigstens  der  eine  der  beiden  vorhergehenden  Brüche  unter 

den  Näherungsbrüchen  der  Wurzel  x  (§  12)  enthalten  sein.    Ist  — 

dieser  Bruch  und  nimmt  man  für  -~-  den  Näherungsbruch,  welcher  — 

vorhergeht,  so  sind  die  vier  Zahlen  Py  q,  p^,  ^  durch  zwei  auf- 
einanderfolgende Brüche  bestimmt,  welche  sich  aus  der  Entwicklung 
von  X  in  einen  Eettenbruch  ergeben.  Ich  bemerke  jedoch,  dafs  man 
nicht  einmal  diese  Brüche  zu  berechnen  braucht,  um  die  aufeinander- 
folgenden transformierten  Formeln  a'y'*  +  26'y  /  —  c'/*  zu  erhalten. 

Ist  nämlich        ^ —  der  dem  Näherungsbruche  —  entsprechende  voll- 


*)  Die  Buchstaben  p  und  q  stehen  zu  den  EoefQcienten  der  ursprünglichen 
Form,  die  wir  darch  py^  -f  ^qv^  +  ^^^  dargestellt  hatten,  in  keiner  Be- 
ziehung. Anm.  d.  Verf. 
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standige  Quotient^  so  hat  man,  wie  wir  oben  (No.  59)  gefunden 
haben: 

ap"  +  2bpq  -  cg«  «3  D{pg(^  -p^q) 

app'  +  h(pg(^+p'q)  -  cqgf^  ^  -  J  (pi'  -p'ü) 
ap'>^  +  26jpV  —  C2«*=  —  Ifiipf  — 1>^«). 
Mithin  wird  die  transformierte  Formel  Z  einfach: 

Man  leitet  daher  aus  jedem  Yollstandigen  Quotienten  unmittelbar  und 
ohne  alle  Rechnung  die  entsprechende  transformierte  Formel  her. 
Es  dürfte  überflüssig  sein,  hinzuzufügen,  dafs  der  Wert  des  Faktors 
V^  —  p^j  bei  der  ersten  transformierten  Formel  —  1,  bei  der  zweiten 
+  1  ist,  und  so  abwechselnd  weiter. 


95. 

Suchen   wir  z.  B.  die   transformierten  Formeln,   in  welche   die 
Formel 

übergehen  kann,  so  müssen  wir  dieselbe  Rechnung  anstellen,  als  ob 
es  sich  darum  handelte ,  eine  Wurzel  der  Gleichung 

ic«  _  79  —  0 
in  einen  Kettenbruch  zu  verwandeln.     Folgendes  ist  die  hierzu  er- 
forderliche  Rechnung  nebst   den   daraus   sich  *  ergebenden   transfor- 
mierten Formeln: 


1/79 

1/79  +  8 
16 

y79  +  7 
2 

1/79  +  7 
16 

^79  +  8 
1 

T/79  +  8 
16 


=  8  + 
=    1  + 

=  7  + 
=  1  + 
=  16  + 

=    1  + 


Transformierte  Formeln: 

—  15y«  +  leyjBf  +  ß" 

2y«  —  Uye  —  Ibs? 

—  I5y*  +  Uye  -f    2ifl 

y^—l6y0—  15z^ 
u.  s.  w. 


Man  braucht  die  Rechnung  nicht  weiter  fortzusetzen,  da  die  immer 
wiederkehrenden  nämlichen  Quotienten  auch  zu  denselben  transfor- 
mierten Formeln  führen.    M|n  sieht  also,  dafs  aus  der  gegebenen 
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Formel  y*  —  19 s^  nur  rier  transformierte  Formeln  entstehen,  und 
diese  reducieren  sich  wieder  auf  die  beiden  folgenden: 

2y«  -  Uy0  —  15;^« 
y*  +  I6y0  -  15;5*. 

Bringt  man  sodann  diese  auf  die  gewohnliche  Form^  in  der  2b  <a 
und  <c  ist,  so  gehen  dieselben  über  in: 

y«  —  Idts", 

und  da  die  eine  von  diesen  beiden  nichts  anderes  ist  als  die  gegebene 
Formel,  so  giebt  es  in  Wirklichkeit  nur  eine  transformierte  Formel 
derselben,  nämlich  2y*  —  2ye  —  39jer*. 

Um  die  andern  Formeln,  welche  wir  für  den  Fall  A  =  79  ge- 
funden haben (No. 92),  zu  reducieren,  betrachten  wir  eine  von  ihnen  z.B. 

3y*  +  2ye  -  2&si\ 
und  entwickeln  eine  Wurzel  der  Gleichung 

3a:*  +  2ä  -  26  =  0 
in  einen  Kettenbruch.    Wir  finden  so  die  transformierten  Formeln: 


X—  j- 

y79  +  7 


10 

V79  +  3 

7 

1/79  +  ^ 
9 

t/79  +  5 
6 

V79  +  7 
5 

^79 +  8 
8 

V79  +  7 
10 


=  2  + 

=  2  + 
=  3  + 
=  5  + 
«="  u.  s.  w. 


Transformierte  Formeln: 

—  lOy*  +  Uys  +    3«* 

7y*-    6y«  — 10«» 

—  V+    8y«+    1^ 
6y»  —  lOy«  -    9xr« 

—  5y«  +  14y«  +    6«* 
3y»  -  16^«  —    5«» 

U.  8.  W. 


Bringt  man  diese  sechs  transformierten  Formeln  auf  die  gewöhnliche 
Form,  so  werden  dieselben: 
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3y8  +  2y^  -  26;^« 

7y*  —  6yj9  -  100« 

7y*  —  e^^sr  -  lOjer» 

6y^  +  2y  0—130^ 

-  5y*  +  4yi?  +  löe" 

3y«  +  2y;»  —  26;^*. 

Hieraus   geht  heryor^    dafs    die   oben  für   die   unbestimmte   Grörse 

Py^  +  2gy0  +  r js?*  im  Falle  g*  —  pr  =  79  gefundenen  zwölf  Formen 

sicli  auf  folgende  vier  reducieren: 

y«  -  790«  79y«  -  z^ 

3ya  +  2y0  -  260«  26y«  —  2y0  —  30«. 

Mithin  kann  jed^  Gleichung  von  der  Form: 

Py^  +  2«y0  +  r0«  «=  +  H, 
bei  welcher 

g«_|,r==  79 

ist,  stets  auf  eine  der  beiden  Gleichungen 

y«_790«=  +  fl^ 

3y«  +  2y0  -  260«  =  ±B 
znröckgeführt  werden. 

§  96. 

Nach  diesen  Principien  ist  die  Tafel  I  konstruiert  worden.  In 
derselben  findet  man  ftir  jede  nichtquadratische  Zahl  Ä  Ton  2  bis  136 
die  verschiedenen  Hauptformen ,  auf  welche  sich  die  unbestimmten 
Formeln  iy«  +  2 Myz  +  ^^^t  "^  denen  JiP  —  LN=^  A  ist,  stets 
reducieren  lassen.  Die  Zeichen  +;  mit  denen  die  meisten  Formeln 
behaftet  sind,  zeigen  zwei  Formen  an,  die  in  gleicher  Weise  möglich 
sind,  sich  aber  gegenseitig  ausschliefsen.  Sind  die  Formeln  nicht 
mit  dem  Doppelzeichen  versehen,  so  gelten  sie  so,  wie  sie  angegeben 
sind,  doch  würden  sie  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  ebenfalls 
stattfinden. 

So  findet  man  z.  B.  neben  der  Zahl  93  die  reducierte  Formel 
i  (y*  ~  930«).    Dies  bedeutet,  dafs  jede  gegebene  Formel 

jpy*  +  2gy0  +  r0«, 
in  welcher  g«—|)r  =  93  ist,  sich  stets  auf  die  Form  y«  —  93/« 
oder  auf  die  Form  930'«  —  y  «,  niemals  aber  auf  beide  Formen  zu- 
gleich bringen  läDst. 
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Dagegen  findet  man  neben  der  Zahl  97    die  Formel  f  —  91  f 
ohne    Doppelzeichen.     Dies    bedeutet,    dafs   jede    gegebene  Formel 

Py^  +  2«y0  +  r0% 
in   welcher  j*  — -  |)r  =  97  ist,  sich  stets  auf  die  Form  y^  —  91/* 
bringen  läXsi    Sie  kann  aber,  wenn  man  will,  auch  auf  die  Form 
97/*  —  y*  gebracht  werden,  da  man  in  diesem  Falle  der  Gleichung 
w*  —  97n*  e=  —  1  genügen  kann. 

97- 
Wir  betrachten  jetzt  die  unbestimmte  Formel:  ! 

Ly^  +  My0  +  Na^ 
in  welcher  ilf  eine  ungerade  Zahl  und  die  Grofse  M^  —  iLN 
gleich  einer  positiven  Zahl  B  ist.     Diese  Formel  läfst  sich  stets 
auf  die  Form  bringen: 

in  welcher  zu  gleicher  Zeit  a  und  c  positiv,  b  <a  und  < c  und 
6*  +  ^^^  =  ^  is*-  Mittelst  der  einen,  als  bekannt  voraus- 
gesetzten Zahl  B  kann  man  leicht  alle  Formeln  ay^ -{-iy^  —  ^^ 
finden,  welche  den  vorstehenden  Bedingungen  genügen; 
sodann  aber  handelt  es  sich  darum,  diese  Formeln  auf  ^ 
geringste  Anzahl  zu  rednoieren,  indem  man  die  überflüssigen  oder 
in  den  andern  enthaltenen  Formeln  wegläfsi 

Dazu  betrachten  wir  eine  von  diesen  Formeln: 

»y*  +  6y^  —  ci^f  ■     ^ 

oder  vielmehr  das  Doppelte  derselben: 

2ay«  +  2by0  —  2c^. 
Da  alsdann  der  Eoefficient  des  mittleren  Gliedes  gerade  ist,  so  kann 
man  auf  demselben  Wege  wie  vorher  zur  Aufsuchung  der  aufeinander- 
folgenden  Transformationen   derselben   schreiten.     Zu   dem   Zwecke 
mufs  man  eine  Wurzel  der  Gleichung 

2ax^  +  2bx  —  2c  =  0 

in  einen  Kettenbruch  entwickeln.    Diese  Wurzel  sei  x  =  ~"    J^- 

Die  transformierten  Formeln  sind  ebenfalls  von  der  Form: 

2a  y^  +  2Vy0  -  2c  z^, 
die  sich  stets  aus  dem  Ausdruck 

(pq^—p^q)  {By^  -  2Jyz  —  B^z') 
ergiebt.    Dabei  ist  der  allen  gemeinsame  Faktor  2  nicht  hinderlich, 
um  mit  gleicher  Leichtigkeit  die  identischen  Formen  zu  erkennen. 
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In  Wahrheit  giebt  es  also  keinen  wesentlichen  Unter- 
schied zwischen  der  Art  der  Behandlung  des  Falles,  wo  M 
gerade,  und  desjenigen,  wo  M  ungerade  ist.  Indessen  müssen 
die  Resultate  dieses  letzteren  Falles  in  einer  besonderen  Tafel  ver- 
zeichnet werden,  welche  för  jede  Zahl  JB  von  der  Form  4w  +  1  die 
wesentlich  verschiedenen  Formen  angiebt,  auf  welche  sich  alle  un- 
bestimmten Formeln  Ly^  +  Myg  -}-  Nx^^  in  denen  M  ungerade  und 
Jf *  —  ALN  «=  B  ist,  zurückfahren  lassen, 

98. 
Um  von  der  Berechnung  dieser  Tafel  ein  Beispiel  zu  geben,  sei 
B  =  181.    Wir  suchen  zunächst  die  verschiedenen  Werte  von  a,  6,  c, 
welche  der  Gleichung 

J«  +  4ac  =  181 
genügen,  und  da  den  andern  Bedingungen  zufolge  die  ungerade  Zahl  b 

kleiner  als  l/-r-  sein  mufs,  so  setzen  wir  der  Reihe  nach  6  =  1,  3,  5. 
Dies  giebt,  wenn  wir  a  <  c  annehmen: 
I  &  =  1 

1)  ac  =  45 

fl>l 
6  =  3 

2)  ac  =  43: 
a>3 

6  =  5 

3)  ao  =  39:  nicht  zerlegbar  in  Faktoren,  die  gröfser  als  5  sind. 

a>5. 
Mithin  lassen  sich  die  unbestimmten  Formeln  Ly^-^-Myz-^Nß^,  in  denen 

Jf«  — 4X2V=181 
ist,  sämtlich  auf  eine  von  den  folgenden  sechs  Formen  zurückführen: 
i  (y*    +  y^  —  45jef*) 
±(3j^  +  y0-  15^) 

±(5y'  +  y^-  9^): 

Da  übrigens  181  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  -|-  1  ist,  so  ist  die 
Gleichung  w*  —  181  w*=  —  1  möglich  (No.  43);  somit  reducieren 
sich,  wenn  man  das  Doppelzeichen  wegläfst,  die  vorhergehenden 
sechs  Formen  auf  drei.  Es  bleibt  also  nur  zu  untersuchen,  ob  diese 
drei  Formen  sich  auf  eine  geringere  Anzahl  reducieren. 


3, 
5, 

c  =  45 

15 

9 

nicht  zerlegbar 
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Dazu  suchen  wir  die  transformierten  Formeln  zu  2y'+2y0 — 90 je?*, 
indem  wir  eine  Wurzel  der  Gleichung  2  a?*  +  2x  —  90  =  0  durch 
folgende  Rechnung  in  einen  Eettenbruch  entwickeln: 
—  i  +  yisT 


2 

13  +  1/181 
6 

11  +  yi8i 

10 

9  +  yisi 

10 

11  +  t/181 
6 

18  +  yi81 


13  + t/181 
6 
U.   8.   W. 


6  + 
-  4  + 
=  2  + 
=  2  + 
=  4  + 
-13  + 
=   4  + 


Transformierte  Formeln. 

—  6y«  +  26y^+    20^ 
10y«  +  22yjer—    6^ 

-  lOy«  +  I8yz  +  10^« 

6y*  +  22y0  —  lOsi" 

-^    2y«  +  26yje+    6is* 

6y^  +  26y0—    2z^ 

U.   8.    W. 


Hierauf  mufs  man  diese  transformierten  Formeln  durch  2  dividieren 
und  dieselben  durch  Verkleinerung  des  mittleren  Eoefficienten  auf 
die  ge wohnliche  Form  bringen«  Ich  bemerke  nun,  dafs  di^s  auf 
zweierlei  Weise  geschehen  kann,  sobald  dieser  Eoefficient  grölser 
als  jeder  der  beiden  äufseren  ist.  Z.  B.  kann  man  in  der  trans- 
formierten Formel 

-  3y«  +  13y^  +  ^ 

an  Stelle  von  y  setzen:  y  +-  2z\  dies  giebt: 

-  3y«  +  y^  +  15^^ 

oder  man  kann  z  —  6y  an  Stelle  von  z  setzen,  und  dies  giebt: 

z^  '\'  yz  —  45y*. 
Behandelt  man  ebenso  die  beiden  ersten  transformierten  Formeln,  und 
beachtet  man,  dafs  es  wegen  der  besonderen  Beschaffenheit  der  Zahl  181 
gestattet  ist,  in  jedem  Resultat  sämtliche  Vorzeichen  zu  ändern,  so 
findet  man,  dafs  sie  allein  folgende  drei  Formen  in  sich  enthalten: 

y^  -^-yz  —  45  ;s?* 
3y^  -yz—  \hz^ 
oy^  +  y^—  9^- 

Man  braucht  daher  nicht  erst  die  andern  transformierten  Formeln 
zu  berücksichtigen,  vielmehr  ist  man  sicher,  dafs  die  einzige  Form 

y*  +  yje?  —  45^?* 
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alle  übrigen  in  sich  faXst.  Mithin  läfst  sich  jede  unbestimmte  Gleichung 
in  Weher  Lt^  +  Myz  +  N,*  ^  ±H, 


ist,  stets  auf  die  Form 
zarückfUhren. 


M^ 


4LN=  181 


y^  +  yz  —  45^*  =  H 
99. 


Die  Tafel  II  giebt  die  Reduktionen  dieser  Art  fQr  alle  Zahlen  B 
▼on  der  Form  4n  -^  1  von  5  bis  305.  Diese  Tafel  kann,  unabhängig 
▼on  ihrem  sonstigen  Gebrauch ,  die  Auflösung  der  Gleichungen  von 
der  eben  erwähnten  Form,  in  denen  B  die  Zahl  305  nicht  über- 
steigt, bedeutend  erleichtem. 

Es  dürfte  yielleicht  nicht  unnützlich  sein,  an  einem  Beispiele 
zn  zeigen,  wie  man  diese  Reduktionen  in  den  besonderen 
Fällen  wirklich  ausführt 

Es  sei  die  Gleichung  gegeben: 

333j^  -  719y^  +  388^«  =  H. 
Um  durch  eine  einfache  Rechnung   die  Transformation   der   linken 
Seite  zu  erhalten,  entwickeln  wir  eine  Wurzel  der  Gleichung 

333a;«  —  719a;  +  388  =  0 
in  eii^n  Eettenbruch  und  berechnen  zugleich  die  daraus  sich  er- 
gebenden Näherungsbrüche.  Folgendes  sind  die  Einzelheiten  der 
Rechnung,  die  man  blofs  soweit  fortzusetzen  brauchte,  bis  die  yoII- 
ständigen  Quotienten  aufhören,  irregulär  zu  sein,  die  wir  aber  durch 
eine  ganze  Periode  hindurch  ausgeführt  haben,  da  diese  Periode  nur 
aus  drei  Gliedern  besteht. 


719  4-1/146 

666 

-  58  4- yi46 

—  4 

13+1/146 

6 

11  +yi46 

4 

9+^146 

16 

7+1/146 

6 

11  +1/145 

4 

1  + 

1:    0 

10  + 

1:    1 

4  + 

11:10 

5  + 

'45:41 

1  + 

u.  s.  w. 

3  + 

5  + 
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Hieraus  und  aus  den  Artikeln  94  und  97  folgt,  dafs  man,  wenn  man 

y  =  45y  +  lU 
z^Ali/  +  10;e' 
setzt,  als  Transformation  der  linken  Seite  erhält: 

-  (2y'«  -  lly'B'  —  3/»). 
Diese  transformierte  Formel  ist  noch  nicht  auf  die  geeignete  Form 
gebracht;  man  mufs,  damit  der  mittlere  Eoefficient  nicht  grofser  als 
die  beiden  äufseren  sei, 

y'^u'  +  3/ 

annehmen.    Dies  giebt: 

-2w'2  — w/  +  18/^ 
Man  mufs  demnach  setzen: 

y  =  45w'  +  146/ 

;?  =  41«  +133/. 

Alsdann  ist  die  aus  der  gegebenen  Gleichung  durch  Transformation 

hervorgegangene  Gleichung  in  ihrer  einfachsten  Form  folgende: 

2w«  +  wV-  18/*= -Ä 

§  14. 

Entwicklung  der  reellen  Wurzel  einer  Gleichung  beliebigen  Grades  in 

einen  EettenbruclL 

100. 

Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  eine  reelle  WoTBel  der  Gleichung 

ax""  +  ba^-^  +  caf^-^'\ h  *  =  0, 

deren  Eoefficienten  ganze,   positive  oder  negative,  Zahlen  sind,  In 
einen  Eettenbruoh  zu  entwickeln. 

Zunächst  kann  man  annehmen,  dafs  diese  Gleichung  durch  keinen 
rationalen  Faktor  teilbar  ist;  denn  im  andern  Falle  konnte  man  den 
Faktor,  der  mit  der  zu  entwickelnden  Wurzel  nichts  zu  thun  hat^ 
unterdrücken,  wodurch  die  Rechnung  bedeutend  einfacher  werden 
würde.  Aus  demselben  Grunde  kann  die  gegebene  Gleichung  keine 
gleichen  Wurzeln  haben;  denn  hätte  sie  solche,  so  würde  sie  durch 
einen  rationalen  Faktor,  der  sich  nach  den  bekannten  Methoden  leicht 
finden  liefse,  teilbar  sein. 

Dies  vorausgeschickt,  wird  die  betreffende,  unter  allen  andern 
ausgewählte  Wurzel  wenigstens  bis  auf  eine  Einheit   bekannt  sein. 
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Ist  a  die  kleinere  der  beiden  benachbarten  ganzen  Zahlen,  swischen 
denen  sie  enthalten  ist,  so  setze  man, 

wenn  x  positiv  ist,     x  =       a  H — r 

X 

wenn  x  negativ  ist,    rr  «=  —  a  —  ^  • 

Alsdann  ist  man  sicher,  dafs  der  Wert  von  x'  positiv  und  gröfser 
als  1  ist.  Setzt  man  diesen  Wert  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so 
erhält  man  die  transformierte  Gleichung: 

ax*  +  6'rc'«-i  +  cx'^-^  H h  Ä'  =  0, 

welche  zur  Bestimmung  von  x'  dient.  Nun  weifs  man  bereits,  dafs 
der  Wert  von  af^  dessen  man  bedarf,  positiv  und  gröfser  als  1  ist; 
es  kann  sogar  mehrere  Werte  von  x'  geben,  welche  diese  Bedingungen 
erfdlleu,  da  es  mehrere  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  geben 
kann,  welche,  ohne-  gleich  zu  sein,  zwischen  cc  und  a  -{-  1  enthalten 
sind.  Man  versuche  demnach  fQr  x'  der  Reihe  nach  die  Zahlen 
1, 2, 3  u.  s.  w.,  bis  man  nach  den  bekannten  Kennzeichen  die  nächsten 
ganzen  Zahlen,  zwischen  denen  der  Wert  von  x  liegt,  findet.  Ist  ß 
die  kleinere  der  beiden,  so  setze  man: 

und  substituiere  diesen  Wert  in  die  Gleichung  för  x\  Dadurch  er- 
lialt  man  zur  Bestimmung  von  x'  eine  neue  transformierte 
Gleichung: 

a''x"^  +  Vx"^-^  +  . .  .  4-  r  =  0, 

die  man  ebenso  wie  die  vorhergehende  behandelt.  Indem  man  in 
dieser  Weise,  soweit  man  will,  fortfahrt,  wird  der  Wert  von  x  offen- 
bar durch  folgenden  Eettenbruch  ausgedrückt  werden: 

«'  =  «  +  7+1 

Mit  Hülfe  dieser  bekannten  Quotienten  berechnet  man  dann  wie  ge- 
wöhnlich die  Näherungsbrilche  von  x. 

101. 
Sind  ^,  ~  zwei  von  diesen  aufeinanderfolgenden  Brüchen,  und 

ist  e  der  dem  letzteren  entsprechende  vollständige  Quotient,  so  hat 
Bian  der  bekannten  Eigenschaft  zufolge: 

pe  +  po 
^'       fli^  +  2" 


1 
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Man  kann  somit  direkt  eine  beliebige  transformierte  Glei- 
chung finden,  indem  man  diesen  Wert  an  Stelle  von  x  in  die 
gegebene  Gleichang  einsetzt.    Ist 

Ä^  +  Bjef»-i  +  Cx?"-«  H 1-  Z  =  0 

diese  transformierte  Gleichung;  so  erhält  man: 

A^ap*"  +  6|)""-^g    +  cp»""*}^    + 1- i^" 

K=  ap"^  +  bp'^-'gf+cp'^-^q'^  H 1-  Jfc«^, 

so  dafs  nach  unsem  gewohnlichen  Bezeichnungen  allgemein  sein 
würde: 

K^Ä"",    oder  K'  =  A. 

Es  ist  indessen  viel  einfacher^  nach  und  nach  jede  transformierte 
Gleichung  auf  die  bereits  auseinandergesetzte  Weise  aus  der  vorher- 
gehenden transformierten  Gleichung  abzuleiten.  Um  in  dieser  Hin- 
sicht die  Rechnung  möglichst  einfach  zu  machen  ^  bemerken  wir^  dafs 

sichy  wenn  man 

,     1 
^  =  ^  +  7" 

setzt  und  dadurch  die  vorhergehende  Gleichung  in  die  folgende 
ul'/»  +  -BV"-*  +  C'/»-*  H \-K'  =  0 

übergeht;  die  nachstehenden  Gleichungen  ergeben: 

Ä  =  ^ft"  +  -Bft"-^  +  C^"-«  H ^  K 

B^nAiL^-^  +  (w  -  1)-Bft'-«  +  (n  —  2)0^— »H 

K'  =  A. 

Bezeichnet  man  demnach  die  Funktion 

Äff"  +  B^-i  +  CiEf»-«  H (-  Z 

mit  tp{0)  oder  q>y  bildet  sodann  durch  Differentiation  nach  und  nach 

die  GröjGsen: 

dtp       (f'y         d^tp 
^^   dz  '  ädi»^'    2.8d«»  '"* 

und  setzt  darauf  an  Stelle  von  e  den  angenäherten  Wert  fi  ein,  so 
geben  diese  Gröfsen  bezüglich  die  Werte  der  Koefficienten  A,  B',  C,  •  *  * 
in  der  folgenden  transformierten  Gleichung. 

Dies  ist  die  Methode,  welche  zuerst  Lagrange  für  die 
Entwicklung  der  Wurzeln  der  Gleichungen  in  einen  Eettenbruch 
angegeben  hat.     Indessen  würde  diese  Methode  in  der  Praxis  von 


§  14.  Entwicklnng  der  reellen  Wurzel  einer  Gleichung  beliebigen  Grades.     145 

abschreckender  Länge  sem^  wenn  nicht  derselbe  Autor  ein  sehr  ein- 
faches Mittel  angegeben  hätte,  wie  man,  ohne  zu  probieren^  die 
Reihe  der  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  8 ..  .  fortsetzen  kann^  sobald  einige 
der  ersten  Glieder  bereits  bekannt  sind.  Diese  Yervollkommnung 
besteht  in  Folgendem. 

102. 
Die  Formel 

giebt: 

oder: 


qz  +  q"^ 


go  pgo  -  i)°g 

£f    -J CS-    __ 

'      a  alt)  — 


q  q{p  —  qx) 

Bezeichnen  wir  stets  mit  x  die  Wurzel,  welche  man  entwickeln  will, 
mit  a^i,  x^y  x^, .. ,  die  andern  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  und 
mit  ^2?!,  £rj,  ifg, .  .  .  die  entsprechenden  Werte  von  0,  so  hat  man  aufser 
der  vorhergehenden  Gleichung  noch  die  n  —  1  folgenden: 

*  "'"    2  3(i>— g^i) 

go  _  pgO--j?Og 

^«  +    2    -   qip^qx,) 

-    ,    3'  ^  pq^'-p'a 

^9  'T  — 


«        q{p—q^) 
u.  s.  w. 

Addieren  wir  alle  diese  Gleichungen  und  J)eachten  wir,  dafs,  da  die 
Gleichung  in  z  ist:  Äjf^  +  Bsf^"^  -|-  . . .  =  0,  man  erhält: 

^  +  ^1  +  ^2  +  ^8  H —  =  —  :ä' 
so  ergiebt  sich  als  Summe: 

-.-44-(n-l)|^  =  (p3«-p'>2)|-  =  +  |, 

WO  zur  Abkürzung 

p  p  P         • 

7""^*       Y~"^«       "g"""^ 
gesetzt  ist 

Ist  nun  die  Zahlgrofse  -y  hinreichend  klein,  um  vernachlässigt 

werden  zu  können,  so  wird  offenbar  der  Wert  von  x  auf  direkte 

Weise  und  ohne  alles  Probieren  durch  die  Formel 

£r  =  (n~l)^-^-     . 

Legendr e,  Zahlentheorie  I.  10 


r 
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gegeben  sein.  Man  mufs  somit  für  ft  die  gröfste  in  diesem  Werte 
enthaltene  ganze  Zahl  nehmen;  dieses  ft  ist  dann  der  dem  Näherungs- 
bruche —  entsprechende  Quotient.  Hit  Hülfe  dieses  Quotienten  be- 
rechnet man  sodann  den  folgenden  Bruch  -^  und  die  folgende  trans- 

formierte  Gleichung  für  /,  so  dafs  man  also  die  Rechnung^  soweit 
man  will^  ohne  alles  Probieren  fortsetzen  kann. 


103. 

Die  Gröfse  A  ändert  sich  mit  den  verschiedenen  Brüchen  ~, 

ff 

auf  die  sie  sich  bezieht;    sie  kann  aber  nicht  unendlich  grofs 
werden,  da  sonst  ein  Nenner  z.  B.  —  —  x^  gleich  Null  sein  müfste 

und  somit  die  gegebene  Gleichung  einen  rationalen  Teiler  jp  —  qx 
hätte,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist 

Jedoch  kann  diese  Gröfse  A  zuweilen  sehr  beträchtlich 
sein,  und  zwar  wird  dies  stattfinden,  wenn  zwischen  der  Wurzel  x 
und  einer  oder  mehreren  der  andern  Wurzeln  x^^  x^,  .  .  ,  nur  ein 
geringer  Unterschied  stattfindet.  Da  sich  übrigens  die  Näherungs- 
brüche —  sehr  schnell  dem  Werte  von  x  nähern,  so  werden  sich 
offenbar  die  Gröfsen  A  nicht  weniger  schnell  der  Grenze 
T  =  — ^ — -j- — ^- 1 ^ 1 

nähern.  Setzt  man  also  die*  Berechnung  der  Glieder  des  Kettenbruches 
und  die  der  Näherungsbrüche  nach  der  ersten  Methode  soweit  fort, 

T        .        .              .            .  1 

bis  — r  kleiner  ist  als  ein  bestimmter  Bruch  — ,  oder  bis  man 
g*  t»  ' 

q>YTm 
hat  (wobei  T  positiv  genommen  ist),  so  ist  klar,  dafs  der  oben  ge- 
fundene Wert  von  z  nämlich: 

g^=  (n  —  l)- j- 

^  ^   q  A 

nur  um  eine  Gröfse,  die  kleiner  als  —  ist,  fehlerhaft  ist.    Mithin 

reicht  schon  eine  ziemlich  unvollkommene  Kenntnis  der  Wurzeln  der 
gegebenen  Gleichung,  ja  sogar  allein  die  Kenntnis  derjenigen,  welche 
nur  wenig  von  der  zu  entwickelnden  Wurzel  verschieden  sind,  aus 
zur  Bestimmung  der  Grenze,  nach  welcher  man  die  Bechnung  mit 
Hülfe  der  vorhergehenden  Formel  ohne  alles  Probieren  fortsetzen  kann. 
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Zu  diesen  von  der  gegebenen  nur  wenig  verschiedenen  Wurzeln 
muTs  man  auch  die  imaginären  Wurzeln  hinzunehmen.  Denn  ana- 
lytisch ausgedrückt  ist  eine  Wurzel  «  +  /S  V —  1 ,  in  welcher  ~ 
sehr  klein  ist,  als  nur  wenig  von  a  verschieden  zu  betrachten.  Hat 
man  daher  eine  imaginäre  Wurzel  a?i  =  a  +  ßy—l  und  demnach 
noch  eine  zweite  a^  =  a  —  ß  Y —  1,  so  ergeben  sich  aus  diesen  beiden 
Wurzeln  y  wenn  man  sie  in  den  Wert  von  T  einsetzt ^  die  beiden 
Glieder: 

l + l 

aj  — a  —  j^yCTi  x  —  a  +  ßY^^  ^ 

und  diese  reducieren  sich  auf  die  reelle  Gröfse: 

2(0?  — tt) 

Diese  Grofse  kann  das  Maximum  -j  nicht  überschreiten;  jedoch  kann 

sie  noch  ziemlich  grofs  seiu;  wenn  ß  und  ebenso  x  —  a  sehr  klein  ist. 
Wenn  die  Differenz  zwischen  der  Wurzel  x  und  jeder  der  andern 
Wurzeln  (diese  Differenz  verwandelt  sich  in  die  Summe,  wenn  die 
beiden  Wurzeln  entgegengesetztes  Zeichen  haben)  grofser  als  1  ist, 
dann  ist  offenbar  T  kleiner  als  n  —  1,  und  die  Grenze  von  q  ist: 


q>y{n-l)m, 

also  ein  ziemlich  kleiner  Wert.  Sonach  kann  man  von  der  Formel 
fast  vom  Beginn  der  Rechnung  an  Gebrauch  machen  und  hat  als- 
dann fast  gar  nicht  zu  probieren. 

Wenn  dagegen  die  Wurzel  x  nur  wenig  von  einer  oder  mehreren 
reellen  oder  imaginären  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  verschieden 
ist,  so  mnfs  man  die  erste  Methode  bei  einer  gewissen  Anzahl  von 
Gliedern  anwenden;  indessen  wird  man  bald  die  Grenze  q  >  }/Tm 
erreichen ;  wonach  man  die  Rechnung  ohne  das  geringste  Probieren 
fortsetzen  kann.  Man  kann  übrigens  bemerken,  daCs,  im  Falle  es 
wirklich  zwei  oder  mehrere  wenig  von  einander  verschiedene  Wurzeln 
giebt,  die  Gleichung 

naaf-^  +  (n  —  l)6a;"-*  +  (»  —  2)coif'-'^  H =  0, 

welche  beim  Vorhandensein  von  gleichen  Wurzeln  gilt,  wenigstens 
annähernd  auch  dann  richtig  ist,  wenn  nur  wenig  von  einander  ver- 
schiedene Wurzeln  vorhanden  sind.  Dies  kann  zur  Auffindung  der 
ersten  Ziffern  dieser  Wurzeln  von  Vorteil  sein. 

10* 
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104. 
Wenn   die  Operation   der  Entwicklung   bis   zu  einem   gewissen 
Punkte  fortgeschritten  ist^  und  die  Nenner  q  der  Näherongsbrüche 
anfangen  etwas  grofs  zu  werden,  so  giebt  die  Formel 

nicht   allein  den  Quotienten  ft,   welcher  dem  Bruche    -  entspricht, 

sondern   man   kann  auch,   wenn  man  diesen  Wert  von  ig  in  einen 
Eettenbruch  entwickelt,  die  aus  dieser  Entwicklung  sich  ergebenden 
Quotienten  den  bereits  gefundenen  Quotienten  anreihen.     Dieselben 
sind  genau  bis  auf  eine  Grenze^  die  wir  jetzt  bestimmen  wollen. 
Da  der  genaue  Wert  von  0 

ist,  so  veranlafst  die  Vernachlässigung  des  Gliedes  -^  einen  Fehler 
in  X,  welcher  durch  die  strenge  Gleichung 

gegeben  wird,  wenn  man  darin  ^  +  -8   an  Stelle  von  e  und  x-j-ää 
an  Stelle  von  x  setzt.     Man  findet  so: 


Sind  (i,  (i,  ft",  ...  m  die  Qaotdenteii,  welche  aus  der  Eotwicklting 
der  Gröfse  (n  —  1)  "~  ~T  sich  ergeben,  und  nimmt  man  an,  dafs  man, 
wenn  man  mittelst  dieser  Quotienten  die  Berechnung  der  Näherongs- 
brüche  von  x  fortsetzt,  zu  dem  Bruche  -^  gelange,  so  wird  dieser 
letztere  ebenfalls  (No.  9)  ein  Näherungsbruch  sein,  wenn  man  hat: 


Sobald  daher 

oder 

oder  ungefähr 


P  _      ^     1 


1  2A 


^  ^      1/2  A 


ist,  wird  der  Bruch  ^  ebenfalls  einer  der  Näherungsbrüche  von  x 


r 


§  14.   Entwicklung  der  reellen  Wurzel  .einer  Gleichung  beliebigen  Gradea.    149 

sein.    Geht  man  demnach  von  dem  Näherungsbrache  —  auS;  so  liefert 

der  entsprechende  Wert  von  z^  in  einen  Eettenbruch  entwickelt^  die 
Quotienten,  welche  notwendig  sind,  um  die  Näherungsbrüche  von  x 
soweit  fortzusetzen,  bis  sie  ungefähr  doppelt  so  viel  Ziffern  haben 
wie  der,  von  dem  man  ausgegangen  ist. 

105. 
Beispiel  1. 
Es  sei  die  Gleichung 

.     a?  —  x^  —  2x+  1=0 
gegeben,  deren  Wurzeln  bekanntlich 

1  2  8 

^  B=  2  cos  Y^;     a?  =  —  2  cos  y«,     x  =  2  cos  y« 

sind,  wo  7C  der  halbe  Umfang  eines  Kreises  mit  dem  Radius  1  ist 
Man  hat  also  nahezu: 

X  =  1,802,    X 1,247,    X  =  0,445. 

Um  zunächst  die  erste  Wurzel  zu  entwickeln,  beachte  man,  dafs  man, 
da  die  Differenzen  zwischen  dieser  Wurzel  und  den  beiden  andern 

X  —  a^i  =  3,049  und  a;  —  a^g  =  1,357 
sind,  die  Grenze  erhält: 

T  =  — 1 —  «=  1  Cungefähr). 

3,049  ~  1,357  V""Ö^^»"V- 

Mithin  wird  die  Formel,  welche  den  Wert  von  0  giebt,  mindestens 
bis  auf  —  genau  sein,  wenn  q  >  }/lO  oder  g  >  3  ist^  und  mindestens 

bis  auf  -j^  genau,  wenn  g  >  10  ist.    Es  giebt  also  in  diesem  Falle 

gar  kein  Probieren.  Im  Übrigen  sind  die  Einzelheiten  der  Rechnung 
folgende. 

Da  der  Wert  von  rr,  den  man  entwickeln  will,  zwischen  1  und  2 
liegt,  so  setze  man: 

^  =  l  +  T- 
Dadurch  erhält  man  die  transformierte  Gleichung: 

-  is»  —  ^«  +  2^  +  1  =  0. 
Bei  dieser  erkennt  man  leicht,  dafs  der  positive  Wert  von  z  eben- 
falls zwischen  1  und  2  liegt.    Man  setze  also  ^  ==  1  -|-  — ,-  oder  ein- 
fach 1  -j an  Stelle  von  Z]  denn  es  ist  unnötig,  die  Unbekannten 

der  aufeinanderfolgenden  transformierten  Gleichungen  durch  Striche 
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von  einander  zu  unterscheiden;  man  weiTs;  dals  sie  verschieden  sein 
müssen.     Die  transformierte  Gleichung  wird  also: 

^  -  3^«  _  4^  _  1  =  0. 
In  dieser  letzteren  liegt  der  Wert  von  z  zwischen  4  und  5,  so  dals 
man  4  -{ an  die  Stelle  von  z  zu  setzen  hat.    Um  jedoch  diese 

Substitution  nach  der  in  No.  101  angegebenen  Methode  auszuführen, 
bilde  ich  der  Reihe  nach  die  Gröfsen: 

4?.  «.  3i?^  -  6^  -  4 
az 


2.3di5» 

Darauf  setze  ich  in  diese  Gröfsen  den  Wert  ;?  =  4  ein  und  erhalte 
die  vier  Zahlen  —  1,  20,  9,  1,  wonach  sich  folgende  transformierte 
Gleichung  ergiebt: 

-  X?»  +  20z^  +  9^  +  1  c=  0. 

Jetzt  ist  die  Rechnung  weit  genug  vorgeschritten,  um  ohne  Probieren 
fortgesetzt  werden  zu  können.     Zunächst  bilden  wir  mit  Hülfe  der 
gefundenen, Quotienten  1;  1,  4  die  Näherungsbrüche,  wie  folgt: 
Quotienten;  1,1,      4 

112  9 

Näherungsbrüche:  "5"?     T'     T'     T' 
Die  durch  die  letzte  transformierte  Gleichung  bestimmte  Gröfse  z  ist 

g 

der  dem  Bruche  —  entsprechende  vollständige  Quotient    Der  Formel 


zufolge  hat  man  aber: 


2g«         B 

'—T—Ä 

.  =  1  +  20. 


Mithin  ist  20  die  gröfste  in  z  enthaltene  ganze  Zahl.    Mittelst  dieses 
neuen  Quotienten  20  kann  man  die  Berechnung  der  Näherungsbrüche 
um  ein  Glied  weiter  fortsetzen,  nämlich: 
1,      1,      4,     20 

Jl      i.      A      A      i??. 
0  ^       1 '       1  '       6  '       101  • 

Um  die   folgende  transformierte  Gleichung  zu  erhalten,  bildet  man 
die  vier  Gröfsen: 


r 
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ip  =  —  ^     +  20;3*  +  9^+1 


<2<p 
~dz 


^  =  -30^  +  400  +  9 
—  30  +20 


2'Sdz^  =  —  1? 

und  setzt  darin  den  Wert  £?  =  20  ein.  Dies  giebt  die  vier  Zahlen 
181,  —  391,  —  40,  —  1,  und  demnach  wird  die  neue  transformierte 
Gleichung: 

181^  —  391^  —  40;8r  —  1  =  0. 

Der  angenäherte  Wert  von  0  in  dieser  transformierten  Gleichung  ist 
zufolge  unserer  Formel: 

0  •• 


10^  ^w_ 
101     '     181  '^' 


mithin  ist  2  der  nächstfolgende  Quotient.    Indem  man  so  weitergeht, 
findet  man  die  in  folgendem  Schema  niedergelegten  Resultate: 

Entwicklung  der  zwischen  1  und  2  liegenden  Wurzel. 


Gegebene  Gleiclumg  und  die  aufoiaanderfolgenden 
transformierten  Gleichungen. 

Näberonga- 
brüehe. 

s^~s*  —  2x+l  =  0 

1 

1:0 

—  «»  —  x!*  +  2ir+l  =  0 

1 

1:1 

«»  — 3«»  — 4«^1  =  0 

4 

2:1 

-  i»»  +  20iEr«  4-  9;»  +  1  =  0 

20 

9:5 

181;»»  -  391««  —  40«  -  1  =  0 

2 

182 :  101 

—  197«»  +  568«*  +  695«  +  181  =  0 

3 

373 :  207 

2059«»  —  1216«*  —  1205«  -  197  =  0 

1 

1301 :  722 

-  559«»  +  2540«*  +  4961«  +  2059  =  0 

6 

1674 :  929 

2521«»  -  24931a*  —  7522«  —  559  =  0 

10 

11345 :  6296 

-47879s»  +  250158«*  +  50699«  +  2521  =  0 

115124 :  63889 

U.   8.  W. 

U.  8.  W. 

Die  letzte  transformierte  Gleichung  hat  zur  Wurzel  näherungsweise: 


0  = 


12692      ,     260168 

•       ~A7Ö7Q     9 


63889 


47879 
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und  diese  Gröfse  giebt;  in  einen  einzigen  Bruch  verwandelt  und  in 
einen  Kettenbruch  entwickelt,  die  Quotienten  5,  2,  2,  1,  2,  2,  1,  18, 
1,  1,  3  .  . .  Man  kann  also  mit  Hülfe  dieser  den  bereits  gefundenen 
Quotienten  anzureihenden  Quotienten  die  Berechnung  der  Näherungs- 
brüche fortsetzen,  bis  ihre  Zähler  und  Nenner  11  oder  12  Ziffern 
haben.  Durch  ähnliche  Brcchnungen  entwickelt  man  die  beiden  andern 
Wurzeln,  wie  man  aus  den  beiden  folgenden  Schematen  sieht: 

Entwioklung  der  swisohen  0  und  1  liegenden  WnrzeL 


Gegebene  Oleichong  und  trans- 
fonnierte  Gleiohongen. 

In  der  Wurael 

enthaltene  giObte 

ganze  Zahl. 

N&herungsbrüche. 

rr»  -  «»  -  2a:  +  1  =  0 

0 

1:0 

«»—    2e*-    Ä+1=0 
—  r»+    3j?*  +  4«+1=0 
«»-20«»-9«— 1  =  0 
Folgen  dieselben  transformier- 
ten Gleichungen   und  folglich 
dieselben  Quotienten   wie   bei 
der   Entwicklung    der    ersten 
Wurzel. 

2 
4 
20 
2 
3 
1 
6 

10 

5 

2 

u.  s.  w. 

0:1 
1:2 
4:9 
81 :  182 
166  :  373 
579 :  1301 
745 :  1674 
5049 :  11345 
51235 :  115124 
261224 :  586965 

U.  8.  W. 

1 


Entwioklimg  der  zwischen  - 

—  1  und  —  2  liegenden  WnxseL 

a;»_   a?  —  2x  +  \=0 

—  1 

—  1:0 

is»—    3«* -4«  — 1  =  0 
-  Ä»  +  20««  +  9<f  +  1  =  0 
Folgen  ebenfalls  dieselben  trans- 
formierten Gleichungen  und  die- 
selben Quotienten,  die  man  bei 
der    Entwicklung    der    ersten 
Wurzel  gefunden  hatte. 

4 

20 

2 

3 

1 

6 

10 

5 

n.  8.  w. 

—  1:1 
-5:4 

-  101  :  81 

—  207  :  166 

—  722 :  579 

-  929  :  745 
—  6296  :  5049 

—  63889:51235 

U.  8.  W. 

Bei  diesem  Beispiel  ist  sehr  bemerkenswert,  dafs  man  eine 
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Beziehung  zwischen  den  drei  Wurzeln  findet^  yermöge  deren 
die  Entwicklung  der  ersten  Wurzel  genügt,  um  auch  die  der  beiden 
andern  zn  geben.  Diese  Beziehung  ist  derart,  dafs,  wenn  man  ß 
eine  Wurzel  der  Gleichung 

;^  _  3^2  _•  4^  _  1  _  0 
nennt,  z.  B.  diejenige,  welche  zwischen  4  und  5  liegt,  die  drei  Wurzeln 
der  gegebenen  Gleichung  bestimmt  werden  durch: 

^         ^+  ^  +  j  1  +  P 

^-4       1    „        ß 


'          2  +  y           2^+1 
^    _         1  1 1  +  P 

oder,  wenn  man  den  ersten  Wert  von  x  mit  a  bezeichnet,  so  werden 

die  beiden  andern: 

1  ,  cc  —  l 

1 
*  ff  —  1 

Diese  Eigenschaften  könnte  man  leicht  mittelst  der  Formeln  fOr  die 
Sinus  bestätigen,  da  ja 

rc  =  2  cos  Y  «,    a^i  =  2  cos  Y«,    x^^=^2  cos  y»  =  —  2  cos  -=■% 

ist  Wir  bemerken  übrigens,  dafs  die  in  Bede  stehende  Gleichung 
ihren  Ursprung  aus  der  Gleichung  r''  —  1  =  0  herleitet,  wenn  man 
darin  r*  +  ra:  +  1  =  0  setzt;  sie  würde  auch  dazu  dienen  einem 
Kreise  ein  reguläres  Polygon  von  7  und  von  14'  Seiten  einzube- 
schreiben.     Denn  die  Seite  des  regulären  Siebenecks  ist  gleich 

3 
und  die  des  Polygons  von  14  Seiten  ist  gleich  2  cos  yÄ  =  a?!. 

Alle  Gleichungen,  welche  sich  auf  die  Teilung  des 
Kreises  beziehen,  sind  so  beschaffen^  dafs  eine  ihrer  Wur- 
zeln genügt,  um  alle  andern  rational  zu  bestimmen.  Es 
giebt  jedoch  noch  unendlich  viele  andere,  welche  dieselbe  Erleich- 
terung darbieten,  und  unter  allen  diesen  Gleichungen  mufs  man  be- 
sonders diejenigen  hervorheben,  bei  denen  die  Kettenbruchentwicklung 
einer  Wurzel  ausreicht,  um  die  Entwicklung  aller  andern  Wurzeln 
zu  geben« 
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1 


106. 

Beispiel  2. 

Die  Gleichung 

a^-ar^  — 3a^  +  2x +  1=0 
würde  die  Wurzeln  haben: 

Schliefst  man  aber  die  Wurzel  2  cos  -^,  welche  sich  auf  1  redaciert, 
auS;  so  erhält  man  die  Gleichung: 

a;»  —  3a;  -  1  =  0, 


deren  Wurzeln  sind 

n 


X  ' 


2  cos  ~,    X 


—  2  cos  -T-,    a? ' 


—  2  cos  -^ . 


Folgendes  ijst  die  Entwicklung  der  kleinsten  Wurzel  —  2  cos 


4« 


a?»  — 3a;— 1  =  0 

-0 

-1:0 

—  e»^Sg*—l^O 

2 

-0:1 

3g»  —  5e  —  1^0 

1 

-1:2 

—  ^  +  6;f»  +  9xr  +  3  =  0 

7 

-1:3 

17xf»  -  54«*  -  15«  -  1  =  0 

3 

-8:23 

-  73««  +  120««  +  99«  +  17  =  0 

2 

—  25 :  72 

111«»  -  297«»  -  318«  -  73  =  0 

3 

—  58 :  167 

-  703««  +  897««  +  702«  +  111=0 

1 

-  199  :  573 

1007««  +  387««  -  1212«  —  703  =  0 

1 

-  257  :  740 

-  521««  +  2583««  +  3408«  +  1007  =  0 

6 

-  456  :  1313 

1907«»  -  21864««  -  6790«  -  521  =  0 

11 

—  2993 :  8618 

U.  8.  W. 

U.  8.  W. 

U.  8.  W. 

Die.  letzte  transformierte  Gleichung  hat  zur  Wurzel  annähernd: 

6325974 


1318  ,  21864 


11 


4309  •   1907        8217263  ' 

und  die  Entwicklung  dieses  Bruches  giebt  hinter  11  die  Quotienten: 

1,    3,    2,     1,    9,     1,    2,    5,    ..:, 

mittelst  deren  die  Berechnung  der  Näherungsbrüche  noch  so  lauge 
fortgesetzt  werden  kann,  als  die  Nenner  nicht  grölser  sind  als  (8618)' 
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Bntwioklnng  der  Wnrael  o;  »>  2  cos  -;r- . 


a^  —  3«  —  1  —  0 

1 

1:0 

-  3/»»  +  3j»  +  1  =  0 
^  _  6«»  -  9«  -  3  —  0 

1 

7 

1:1 
2:1 

-  17«»  +  54«»  +  15<>  +  1  —  0 
Die  andern  transformierten  Glei- 
chungen   sind  dieselben  wie  in 
der  Entwicklung  der  erstenWurzeL 

3 
2 
3 
1 

15:8 

47:25 

109:58 

374 :  199 

1 

483 :  257 

6 

857 :  456 

11 

5625 :  2993. 

Entwicklung  der  Wurzel  x  =  —  2  cos 


29r 


ar»  —  3«  —  1  =-  0 

—  1 

—  1:0 

«»-3«— 1=0 

1 

—  1:1 

—  3«»  +  3«  +  1  -=  0 
;^_6«»-9«-3  =  0 

1 

7 

—  2:1 
-3:2 

Die  andern  transformierten  Glei- 
chungen   wie    bei    der    vorher- 
gehenden Wurzel. 

3 
2 
3 

—  23 :  15 

—  72 :  47 
-  167  :  109 

1 

-  573 :  374 

1 

—  740 :  483 

6 

—  1313 :  857 

11 

-  8618 :  5625. 

Diese  Beziehungen  zwischen  den  Wurzeln  können  leicht  durch  die 
bekannten  Formeln  für  die  Sinus  bestätigt  werden. 

107. 
Wir  haben  schon  bemerkt  (No.  101)^  dafS;  wenn  die  gegebene 
Crleichmig  ist: 

aa^  +  6aj"~*  +  ca?"""*  +  •  •  •  +  ^  =  0, 

and  eine  ihrer  transformierten  Gleichungen,  welche  dem  Naherungs- 
bruche  —  entspricht,  bezeichnet  wird  durch: 
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Ag^  +  -Biß;«-!  +  Cfi^-^  H h  K=  0, 

alsdann  die  Gleichung  gilt: 

A  =  aß«  +  bp^'-^q  +  cp'-^q^  H —  •  +  Äg". 
Soll  demnach  die  unbestimmte  Gleichung 

a^  +  W-^u  +  c^- V  H \-Jcu''  =  Ä 

aufgelöst  werden  und  findet  sich  die  Zahl  A  als  Eoe£&cient  des 
ersten  Gliedes  in  einer  der  aufeinanderfolgenden  transformierten 
Gleichungen,  welche  durch  Entwicklung  von  x  in  einen  Eettenbruch 

gegeben  werden,  so  wird  der  entsprechende  Bruch  —  ein  Wert  von 
—   sein   und  eine  Losung  der  gegebenen  Gleichung  ergeben.    Man 

wird  daher  auf  diese  Weise  ebenso  viele  von  diesen  besonderen  Lo- 
sungen erhalten,  als  sich  die  Zahl  Ä  unter  den  betreffenden  Eoeffi- 
cienten  vorfindet.  Es  ist  jedoch  noch  aufserdem  erforderlich,  dafs  das 
Zeichen  dieses  Eoefficienten,  so  wie  es  durch  die  Rechnung  geliefert 
wird,  mit  dem  Zeichen  von  A  auf  der  rechten  Seite  der  vorgelegten 
Gleichung  übereinstimmt.  Diese  Bedingung  wird  man  stets  erreichen, 
wenn  n  ungerade  ist;  sie  kann  indessen  nicht  erfüllt  werden,  wenn 
n  gerade  ist. 

Um  von  der  gegebenen  Gleichung  zu  der  transformierten  Glei- 
chung in  0  überzugehen,  kann  man  direkt  setzen: 

pz  +  p' 
qz  +  q^ 

umgekehrt  kann  man,  um  von  der  transformierten  Gleichung  auf  die 
gegebene  zurückzukommen, 

0   =    ^ =^ 

p  —  qx 

setzen.    Dies  giebt: 

±a  =  Äi-  3«)-  +  B(-  2»)—»  q  +  C(-  gO)-«g«  +  ...4.^8-, 
SO  dafs  man,  wenn  die  Gleichung 

aufgelost  werden  sollte,  derselben  genügen  könnte,  indem  man 

u  q 

nimmt.  Das  Verhältnis,  dafs  wir  hier  zwischen  der  gegebenen  Glei- 
chung und  jeder  ihrer  transformierten  Gleichungen  feststellen,  gilt 
in  gleicher  Weise  zwischen  irgend  zwei  transformierten  Gleichungen, 
vorausgesetzt,  dafs  die  Näherungsbrüche  nach  den  zwischenliegenden 
Quotienten  berechnet  werden. 
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So  kann  man  in  dem  ersten  Beispiele  direkt  die  zweite  trans- 

fonnierte  Gleichung 

ar^  -  3a;»  -  4ic  ~  1  =  0 
mit  der  neunten 

—  47879^  +  250158i^*  +  50699  is?  +  2521  =  0 
yergleichen;  jedoch  mufs  man  dazu  die  Näherungsbrüche  einer  Wurzel 
der  Gleichung  o^  —  3aJ*  —  4a:  —  1  =  0  berechnen,  und  dies  geschieht 
mit  Hülfe  der  gefundenen  Quotienten  4,  20,  2,  3,'  1,  6,  10.    Folgendes 
ist  die  Rechnung: 
Quotienten:  4,  20,     2  ,       3  ,      1,6,      10 

XT-i.  1.   ^  1.        1        *        81        166        579        746        6049        61236 

Naherungsbrüche:  --,   -,   — ,   -^,    ^^3-,    ^^,    ^g^^-,   -^^^, 

Man  erhält  also: 

51286  jsr  +  6049     ,        —  1247  a;  +  6049 
'^  12654xf  +  1247  '        ^     12664rr  —  51236  ' 

Zugleich  sieht  man,  dafs,  wenn  die  Gleichung 

47879^  +  250158^«ti  —  50699^^  +  2521w»  =  1 
aufeulosen  wäre,  man  derselben  genügen  könnte,  indem  man  t  =  1247 
und  tt  «  12654  setzt 

Eine  solche  Beziehung  zwischen  so  grofsen  Zahlen  erscheint  be- 
merkenswert; indessen  erkennt  man  nach  kurzer  Überlegung,  dafs 
alle  transformierten  Gleichungen,  welche  bei  der  Entwicklung  einer 
und  derselben  Wurzel  vorkommen,  die  nämliche  Eigenschaft  besitzen, 
mit  andern  Worten,  dafs,  wenn  irgend  eine  dieser  transformierten 
Gleichungen  durch 

J.jr^  +  Bi9«  +  C7i9  +  D  =  0 

dargestellt  wird,  wobei  die  Zahlen  J.,  JB,  (7,  D  zu  beliebiger  Grofse 
anwachsen  können,  man  immer  der  Gleichung 

A^  +  BtHi  +  Ctu^  +  Dw»  —  +  1 
genügen  kann,  indem  man  ^  =  —  <f  und  w  «s  g  setzt,  wobei  -^  der 

dem  vollständigen  Quotient  z  entsprechende  Näherungsbruch  ist. 
Beachtet  man  ferner,  dals  die  gegebene  Gleichung 
ar*  —  a?«  —  2a;+l«»0 
mid  ihre  drei   ersten  transformierten  Gleichungen  in  ihrem  ersten 
Gliede  die  Einheit  zum  Eoefficienten  haben,  und  dafs  jede  von  diesen 
^er  Gleichungen  als  die  ursprüngliche  Gleichung,  welche  durch  Ent- 
wicklung ihrer  Wurzel  alle  andern  transformierten  Gleichungen  liefert, 
angesehen  werden   kann,   so  folgt  daraus,   dafs  es  mindestens  vier 
Arten  giebt,  die  Gröfse 
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Afi  +  Bt^u  +  Gtu^  +  I>^^ 
in  1  zu  verwandeln.    Z.  B.  kann  man^  wenn  man  sich  die  Oleichang 

47879^  +  250158^«ti  -  50699^ti«  +  2521ti»  =  1 
vorlegt^  derselben  auf  folgende  vier  Arten  genügen: 

t  =  6296  u  =  63889 

t  —  5049  u  =  51235 

t  =  1247  u  =  12654 

^«61  w—      619. 


108. 

Man  kann  jedoch  auch  noch  andere  Lösungen  mittelst  der  Ent- 
wicklung der  beiden  andern  Wurzeln  der  nämlichen  Gleichung  finden. 
Da  man  nämlich^  wenn  man  von  der  Gleichung 

47879/?»  +  250158^5*  ~  50699^9  +  2521  =  0 

ausgeht  und  darin 

6296a;  —  11346 


63889  a;  —  115124 


setzt,  die  transformierte  Gleichung 

ar^-a?«—  2a;+l=0 

erhält,  so  kann  man  annehmen,  dafs  man  zu  diesem  Resultat  durch 
die  Eettenbruchentwicklung  einer  zwischen  0  und  1  gelegenen  Wurzel 
der  Gleichung  in  js  gelangt  sei.  Die  Rechnung,  welche  die  Umkehrung 
jener  im  Beispiel  1  wäre,  ist  folgende: 


0  = 

47879j8»  +  250158Ü»  — 

50699«+   2521 

0 

1:0 

0  = 

2521  y»  — 

50699y«  +  250158y  +  47879 

10 

0:1 

0=. 

559^»- 

7522y«  + 

24931  y+   2521 

6 

1:10 

0  — 

2059y»- 

4961  y»  + 

2540y+     559 

1 

6:61 

0  = 

197y»- 

1205y«  + 

1216y+   2059 

3 

7:71 

0  = 

ISly»- 

695y»  + 

568y+     197 

2 

27  :  274 

0  — 

y»- 

40y»  + 

391y+     181 

20 

61 :  619 

0  = 

»»- 

V  + 

20y+         1 

4 

1247 :  12654 

0  — 

y»- 

v+ 

3y+        1 

1 

5049 :  51235 

•0  = 

y"- 

2y«- 

y+       1 

1* 

6296 :  63889 

0  = 

-     Z'  — 

2Z*  + 

Z+         1 

11345 :  115124 

r 
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Bei  dieser  transformierten  Gleichung  angelangt^  würde  man  haben: 

11846  Z+  6396 

^    116124  Z  +  63889  ' 

Setzt  man  also an  Stelle  von  Zy  so  sieht  man,  dafs  die  Sub- 

stitution  des  Wertes 

6296  a?  —  11346 
^  ^^  63889a:  —  116124 

in  der  That  die  transformierte  Gleichung  liefert: 

iB»  —  a?*  —  2a?  +  1  =  0. 

Die   vorstehende  Entwicklang,   welche   bis   zur   vorletzten  transfor- 
mierten Gleichung  genau  ist,  hört  indessen  bei  der  letzten  auf  es  zu 
sein;  aus  diesem  Grunde  haben  wir  die  letzten  Resultate,  da  dieselben 
erst  noch  bestätigt  werden  müssen,  durch  einen  Strich  abgetrennt. 
Die  vorletzte  transformierte  Gleichung 

0  -  y»  -  2j^  -  y  +  1 
hat  zwei  positive  Wurzeln,  von  denen  die  eine  zwischen  0  und  1, 
die  andere  zwischen  2  und  3  liegt.  Macht  man  zunächst  von  der 
letzteren  Gebrauch,  so  mufs  man  2  als  angenäherten  Wert  der  Wurzel 
nehmen,  an  Stelle  von  1*,  welcher  in  dem  vorhergehenden  Schema 
enthalten  isi    Alsdann  setzt  sich  die  Rechnung  folgendermafsen  fort: 

5049 :  51235 
♦0«  y«-.2y*—      y  +  1  2  6296:63889 


17641 :  179013 
76860 :  779941 
1554841 :  15777833 
u.  s.  w. 


0^ y3+      3j^+    4y+l  4 

0=:  y»_    20y«—    9y— 1         20 

0  ==  —  181y»  +  391y«  +  40y  +  1  2 

Folgen  dieselben  transformierten  Glei-  u.  s.  w. 
chungen  und  dieselben  Quotienten  wie 
im  Beispiel  1. 

Da  man  hier  zwei  neue  transformierte  Gleichungen  findet,  deren  erstes 
Glied  den  EoefQcienten  1  hat,  so  folgt  daraus,  dafs  die  unbestimmte 
Gleichung 

47879^  +  250158^*w  —  50699<w«  +  2521m»  =  +  1 
zwei  neue  Lösungen  besitzt,  nämlich: 

t  =  17641,      u  =-  179013 ,      rechte  Seite  —  1 
i  =  76860       M  =  779941 ,      rechte  Seite  +  1 . 
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Macht  man  sodann  von  der  zwischen  0  und  1  liegenden  Wurzel 
Gebrauch,  so  mufs  man  überdies  den  Quotienten  berichtigen,  welcher 
vor  der  vorhergehenden  transformierten  Gleichung 

^  0  =  y»  -  4y«  +  3y  +  1 

steht;  und  erhält  so  die  folgenden  Resultate,  welche  die  Entwicklang 
eines  zweiten  Wertes  von  ß  darstellen: 


1 


0  = 

y»-      4y»+    3y+l 

2 

1247  :  12654 
5049 :  51235 

0  = 
0  = 
0  = 
0  = 

-  y»-        y»+    2y  +  l 
ys_      3y«-    4y-l 

-  y»+    20y»+    9y+l 
181y»  —  391y«  —  40y  -  1 

Das  Übrige  wie  obeo. 

1 
4 
20 
2 
3 
1 

U.  8.  W. 

11345 :  115124 

16394 :  166359 

76921 :  780560 

1554814 :  15777559 

U.  8.  W. 

Man  erhält  daher  noch  drei  neue  Werte,  welche  der  unbestimmten 
Gleichung  genügen,  nämlich: 


rechte  Seite  —  1 
rechte  Seite  +  1 
rechte  Seite  —  1. 


<=  11345,  t*  =  115124, 
^—16394,  w=  166359, 
^  =  76921,   «^=780560, 

109. 

Um  über  diese  Theorie  noch  weiteres  Licht  zu  verbrei- 
ten, betrachten  wir  allgemein  eine  gegebene  Gleichung  X  «^  0  und 
setzen  voraus,  dafs  man  bei  der  Kettenbruchentwicklung  einer  ihrer 
Wurzeln  zu  irgend  einer  transformierten  Gleichung  Z  =  0  gelange. 

Es  sei  a,  /),...  fi,  .. .  die  Reihe  der  gefundenen  Quotienten  und  -- 

der  Näherungsbruch,  welcher  sowohl  dem  ganzzahligen  Quotienten  f» 
wie  dem  durch  die  Gleichung  Z  «==0  gegebenen  vollständigen  Quo- 
tienten SS  entspricht  Folgendes  stellt  das  Schema  der  Entwick- 
lung dar: 


r 
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z  =  o 

a 

1:0 

ß 

a:l 

y 
s 

Z  =0 

/ 

pO'.q'» 

p:q 

p:q' 

• 

• 

Dieses  vorausgescliickt,  ergiebt  sich  die  transformierte  Gleichung 
Z=0  unmittelbar  aus  der  gegebenen,  wenn  man  an  Stelle  von  x 
den  Wert 

setzt.  Umgekehrt  würde  die  gegebene  Gleichung  X  =  0  aus  irgend 
einer  der  transformierten  Gleichungen  Z  =0  entstehen,  wenn  man 
in  dieser  für  0  den  Wert 

qOx  —  ©o 
p--qx 

setzt.  Dieselbe  Beziehung  läfst  sich  nachweisen  zwischen  irgend  zwei 
transformierten  Gleichungen,  wofern  nur  die  Näherungsbrüche  mittelst 
der  zwischenliegenden  Quotienten  berechnet  werden,  indem  man  von 
demjenigen  ausgeht,  welcher  der  ersteren  transformierten  Gleichung 
entspricht  und  ein  angenäherter  Wert  ihrer  Wurzel  ist. 
Es  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  die  Formel 

pz  +  p' 
^         2^  +  3^ 
implicite   alle  Wurzeln   der   gegebenen  Gleichung   in   sich 
fafst;  denn  man  kann  sich  denken,  dafs  man  der  Reihe  nach  für  z 
alle  Wurzeln  der  Gleichung  Z  =  0  einsetzt,  woraus  sich  ebenso  viele 
▼erschiedene  Werte  von  x  ergeben. 
Umgekehrt  enthält  der  Wert 

p^qx 

alle  Wurzeln  der  transformierten  Gleichung  Z«=0.  Eine 
dieser  Wurzeln,  welche  positiv  und  gröfser  als  die  Einheit  ist,  wird 
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gegeben  durch  die  Fortsetzung  der  Kettenbruchentwicklung,  so  dafs 
man  hat: 

'"  "^  'fi"  +  in  inf. 

Dieselbe  mufs  als  der  in  einen  Kettenbruch  entwickelten  Wurzel  x 
entsprechend  betrachtet  werden.  Die  andern  Wurzeln  der  transfor- 
mierten Gleichung  (wenigstens  wenn  die  Entwicklung  regulär  ge- 
worden ist  und  die  transformierte  Gleichung  nicht  zugleich  zwei 
Wurzeln  hat^  die  positiv  und  gröfser  als  1  sind)  sind  sämtlich  negativ 
und  kleiner  als  1.  Bezeichnet  man  nämlich  durch  x^^  diejenige  von 
den  übrigen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung,  welche  einer  andern, 
in  analoger  Weise  mit  is^  bezeichneten,  Wurzel  der  transformierten 
Gleichung  entspricht,  so  hat  man: 

Nun  ist  aber  pq^  — p^q  =  +  1;  ferner  wächst  p  und  somit  p  —  qXi^ 

da  —  kein  Näherungsbruch  von  x^  ist.     Es  ist  daher  klar,  dafs  der 

Wert   von   0^    sich    um    so   mehr   — —  nähert,  je  gröüser  p  vrird. 

Dieses  Ergebnis  findet  in  gleicher  Weise  für  jede  andere  Wurzel  der 
transformierten  Gleichung  aufser  für  0  statt;  daraus  erkennt  man, 
dafs  alle  diese  Wurzeln  unter  einander  gleich  zu  werden  streben,  und 


1^  ^^ 
Grofse  und  kleiner  als  1  ist,  nähern. 


dafs  sie  sich  dem  gemeinsamen  W^ertiC  — — ,  welcher  eine  negative 


110. 
Andrerseits  weifs  man  (No.  11),  dafs  die  Grofse  ^--  gleich  dem 

Kettenbruche  ist: 

1 

f*    ^  „000  I  . 

welcher  aus  den  Quotienten,  welche  fu  in  umgekehrter  Reihenfolge 
vorangehen,  bis  zum  ersten  a  einschliefslich,  gebildet  ist.  Während 
also  eine  Wurzel  js  der  transformierten  Gleichung  Z  =0  bei  ihrer 
Entwicklung  die  Quotienten  fi,  fi',  fi\  . . .  giebt,  ergeben  alle  andern 
Wurzeln  derselben  transformierten  Gleichung  bei  ihrer  Entwicklung 
die  vorhergehenden  Quotienten  pP,  ft^,  ft^  ...  in  umgekehrter  Beihen- 


§  14.  Eotwicklnng  der  reellen  Wurzel  einer  Gleichung  beliebigen  Grades.    163 

folge.  Diese  Wurzeln  sind  daher  in  der  That  um  so  näher  einander 
gleich,  je  grofser  das  Intervall  zwischen  der  gegebenen  und  der  be- 
treffenden transformierten  Gleichung  ist.  Aber  wie  angenähert  richtig 
auch  diese  Gleichheit  sein  möge,  sie  wird  niemals  in  aller  Strenge 
stattfinden^  und  man  kann  stets  die  verschiedenen  Werte  von  g^j 
welche  den  analogen  Werten  von  x^  entsprechen,  für  sich  entwickeln. 

Denn  bildet  man  wieder  den  Bruch  "^  mittelst  der  ihn  erzeugen- 
den Quotienten,  also: 

^\    fi^,    (i<^,    ...    ß,    a 

1 '  f*"     V  p  ' 

und  setzt   man   darauf  a  —  Xj^    an    die   Stelle   von   a,    so  geht  der 

Kettenbruch  offenbar  über  in  ^  ~~  ^Jh.    m^^j  m^^  erhält  demnach: 

p  —  qxi    ' 

—  #1 


p  —  qx^ 

Mithin  ist  der  genaue,  in  einen  Eettenbruch  entwickelte  Wert  von 
—  ^1  der  folgende: 


-  ^1  =  7^+  _1_ 


+ 


Man  hat  also  nur  noch  für  x^  seinen  Wert,  ausgedrückt  eben- 
falls durch  einen  Kettenbruch,  einzusetzen.  Dazu  müssen  wir  ver- 
schiedene Fälle  untersuchen. 

1)  Ist  x^  negativ  und  fängt  die  Entwicklung  seines  Wertes 
folgendermafsen  an: 

80  ist  klar,    dafs   die  Verknüpfung    der   beiden  Kettenbrüche  ohne 
Schwierigkeiten  ausgeführt  werden  kann  und  ergiebt: 

■■^"'>-4.,>i^... 

2)  Ist   der  Wert   von   x^   positiv   und  kleiner  als  a,    so 
setze  man: 

a?i  =  «1  +  — . 


11 


* 
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Dies  giebt: 

a  —  rCjL  =  a  —  «^  —  1  +  y. 


Im  Falle,  dafs  a  —  a^^===l  ist,  mufs  man  auf  den  a  vorangehenden 
Quotienten  zurückgehen  und  erhält  dann: 

/JH /J  +  IH tV-- 

^*a  —  a?i  ^    *  '— 1  +  y 

3)  Ist  der  Wert  von  x^  positiv  und  grofser  als  a,  so  mufs 
man  ebenfalls  auf  den  Quotienten  ß  zurückgehen  und  erhält: 

ß-i —  =  ß'\ —     1 

y 

Ist  zuerst  a  =  ai,  so  reduciert  sich  dieser  Wert  auf  ß  —  y  imd 
man  kann  hinsichtlich  des  Wertes  ß  —  y  ebenso  verfahren,  wie  es 
bei  a  —  a;  geschehen  ist. 

Ist  ferner  a  —  a^  =  —  w,  so  erhält  man: 

ß  H /J—  —  ,    l=/J~l+^ 


y  --1  +  7 

Daraus  sieht  man,  dafs  in  allen  Fällen  die  Substitution  des  Wertes 
von  x^  in  dem  Eettenbruche  für  0^  ausgeführt  werden  kann,  ohne 
dafs  eine  andere  Änderung  veranlafst  würde,  als  in  einigen  der  letzten 
Glieder  der  Reihe  ft^,  f**^, . . .  ft  a  oder  in  einigen  der  ersten  Glieder 
der  Reihe  a^,  /J^,  y^,  . . .,  welche  aus  der  Entwicklung  von  x^  her- 
stammt. Übrigens  wird  die  unendliche  Reihe  a^,  ß^y  Yu  * '  -  (^^' 
gesehen  vielleicht  von  einigen  der  ersten  Glieder)  gleichfalls  in  der 
Entwicklung  von  g^  vorkommen.  Mithin  giebt  eine  beliebige 
Wurzel  der  transformierten  Gleichung  in  ihrer  Entwick- 
lung stets  dieselben  Quotienten,  wie  die  entsprechende 
Wurzel  der  gegebenen  Gleichung,  abgesehen  von  den  ersten 
Gliedern,  welche  verschieden  sind  einmal  wegen  des  der  transfor- 
mierten eigentümlichen  Teiles  |it®,  ft^,  . . . ,  sodann  wegen  der  Ver- 
knüpfung zweier  Kettenbrüche,  wodurch  eine  Änderung  in  den  ersten 
Gliedern  veranlafst  werden  kann. 

111. 

Um  diese  Ergebnisse  recht  deutlich  hervortreten  zu 
lassen,  nehmen  wir  das  Beispiel  1  wieder  auf,  in  welchem  die 
gegebene  Gleichung  die  folgende  ist: 

(X?-^(x^'-'2x+l  =  0, 


r 
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und  betrachten  eine  ihrer  transformierten  Gleichungen,  z.  B. 
—  197  ;r»  +  568^«  +  695^  +  181  =  0. 
Diejenige  Wurzel,   welche  positiv  und  gröfser  als   1  ist,  wird 
durch   die  aus  der  Fortsetzung  der  Entwicklung  entstehenden  Quo- 
tienten 3,  1,  6,  10,  5,  2,  2,  1,  2,  2,  1,  18,  1,  1,  3,  . . .  gegeben,  so 
dafs  man  fOr  diese  erste  Wurzel  erhält: 

Um  die  beiden  andern  Wurzeln  derselben  Gleichung  zu  erhalten, 
mufs  man,  dem  Gesagten  entsprechend, 

1  —  Xi 

nehmen  und  für  x^  nach  einander  die  beiden  andern  Wurzeln  der 
gegebenen  Gleichung  einsetzen.  Da  die  Substitution  der  negativen 
Wurzel  am  leichtesten  ist,  so  nehmen  wir  zuerst  den  entwickelten 
Wert  dieser  Wurzel,  welcher 

*     1^    OA  _I 


lautet,  und  erhalten  so: 


^  14-—      1 

^2  +  1     J_ 

'  +  T+1 


Nimmt  man  sodann  die  dritte  positive  Wurzel: 
und  setzt  man  zur  Abkürzung: 


6  + 


-.  =  0  +  1+1     , 

*  "^  20  +  . 


so  erhält  man  die  dritte  Wurzel  der  transformierten  Gleichung: 
-^2-Y+-^      1 

'    1 — -■     1 

y 


166  Erster  Hauptteil. 

Um  in  diesem  Werte  die  Irregularität  wegzuschaffen^  mufs  man  die 
letzten  Glieder  des  Kettenbruches  folgendermafsen  abändern: 

^  y  ^ 

Man  hat  daher  ohne  ein  negatives  Glied: 

^  +  T+i.     1 

^^  44--—       1 

Die  nachfolgenden  Quotienten  sind  wie  bei  der  ersten  Wurzel   1,  6, 
10,5,2,2,1,2,2,1,18,1,1,3... 

Wenn  man  ferner  diese  Theorie  auf  die  Gleichungen  zweiten 
Grades  anwendet  und  diejenige  transformierte  Gleichung  betrachtet^ 
welche  den  Wert  des  vollständigen  Quotienten  in  einer  entfernten 
Periode  giebt,  so  findet  man,  dafs  die  zweite  Wurzel  der  transfor- 
mierten Gleichung  ausgedrückt  wird  durch  die  vorhergehenden,  in 
umgekehrter  Reihenfolge  genommenen  Quotienten.  Daraus  geht  her- 
vor, dafs  die  Periode,  welche  bei  der  Entwicklung  dieser  zweiten 
Wurzel  stattfindet,  dieselbe  ist,  wie  die  der  ersten,  aber  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  genommen.  Dieses  Resultat  stimmt  vollkommen 
überein  mit  demjenigen,  welches  wir  bereits  (§  10)  für  die  Gleichungen 
zweiten  Grades  gefunden  haben. 

112. 
Obwohl  im  Vorhergehenden  angenommen  wurde,  dafs  die 
Eoefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ganze  Zahlen  seien, 
ist  doch  diese  Bedingung  nicht  absolut  erforderlich,  und  man 
kann,  wenn  es  nöthig  ist,  die  Wurzel  jeder  gegebenen  Glei- 
chung, mag  letztere  algebraisch  oder  auch  transcendent 
sein,  in  einen  Kettenbruch  verwandeln.  Dazu  mufs  man  auf 
irgend  eine  Weise  einen  angenäherten  Wert  für  die  in  Rede  stehende 
Wurzel  suchen  und  sodann  diesen  Wert  in  einen  Kettenbruch  ent- 
wickeln, indem  man  darauf  achtet,  dafs  diese  Entwicklung  und  die 
Berechnung  der  Näherungsbrüche  an   der  Stelle  abgebrochen  werde, 

wo  die  Genauigkeit  voraussichtlich  aufhören  mufs.    Ist  der  Bruch  ^, 
bei  welchem  man  abbricht,  ein  Näherungsbruch,  so  mufs  man  sich 


r 
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daran  erinnern,  dafs  der  Unterschied  zwischen  diesem  Bruche  und  x 

kleiner   sein  muTs  als  — ^  .     Da  somit  der  Grad  der  Annäherung  an 

den  Wert  von  x  bekannt  ist,  so  kennt  man  auch  die  Grenze  für  q. 
Übrigens  würde  eine  weitere  Annäherung  den  Fehler,  wenn  es  einen 
solchen  giebt,  wieder  gut  machen. 

Wir  nehmen  also  an,  dafs  man  vermöge  der  ersten  Annäherung 
die  Quotienten  und  die  Näherungsbrüche  von  x  wie  folgt  gefunden  habe: 

Quotienten:  «  >   /*  ;        Y      >  •  •  •   1^^ 

Näherungsbrüche:  ~,  y,    "   ^   ^  ,  "  "  f^'  f  ' 

Um  die  Entwicklung  weiter  fortzusetzen,  nehme  man  die  gegebene 
Gleichung  F{x)  =  0  und  substituiere  darin  auf  der  linken  Seite  für  x 

den  Wert  —  +  o.    Dabei  soll  (o  eine  hinreichend  kleine  Korrektion 

sein,  so  dafs  man  die  höheren  Potenzen  von  c?  im  Vergleich  zur 
ersten  vernachlässigen  kann.    Setzt  man  dann 

•  dx  ' 

so  wird  das  Ergebnis  der  Substitution  das  folgende: 

^(|)  +  .r(f)-o, 

und  hieraus  folgt: 


ö  = 


^(f) 


Ist  jetzt  si  der  ~  entsprechende  vollständige  Quotient,  so  hat  man: 

32  +  3°  3   ^      ' 

und  dies  giebt,  wenn  man  den  Wert  von  m  einsetzt: 

Ist  die  Gleichung  algebraisch  und  hat  man: 

F{x)  =  arr»  +  hx""-^  +  ca;»-^  H \-k 

F{x)  =  naa^-^  +  {n—  Ijfea;«-«  +  (n  —  2)cx^-^  -\ , 

so  ergiebt  sich: 


z 


-^ ji |_  /^^  — /^  tf  _ 


^d  dies  kommt  auf  die  Fonnel  in  No.  102  zurück. 
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Im  Allgemeinen  ist  zu  bemerken,  dafs  der  Wert  von  e  darch 
Entwicklung  verschiedene  Quotienten  ft,  ft',  ft", . . .  liefert,  die  sich 
an  die  bereits  gefundenen  Quotienten  anschliefsen  und  gestatten^  die 
Berechnung  der  Näherungsbrüche  fortzusetzen,  bis  sich  der  Fehler 
der  ersten  Annäherung  auf  sein  Quadrat  reduciert  hat.  Und  wenn 
der  Fall  einträte,  dafs  der  Wert  von  j?  nicht  positiv  und  gröfser  als 
die  Einheit  wäre,  so  wäre  dies  ein  Beweis  dafür,  dafs  einer  oder 
mehrere  der  vorhergehenden  Quotienten  ft^,  |it^,  . . .  fehlerhaft  sind 
und  mit  Hülfe  des  Wertes  von  z  verbessert  werden  müfsten.     Als- 

r 

dann  müfste  man  alles  auf  einen  einzigen  Bruch  ft®  -j reducieren, 

und  wenn  die  Summe  positiv  und  gröfser  als  die  Einheit  ist,  so 
würde  nur  der  letzte  Quotient  {iP  zu  ändern  sein.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle  müTste  man  den  Wert  von  z  in 

•   ^'^  +  jö.l_   oder  selbst  in  ft«>«  +  -1,      J_ 

substituieren,  also  indem  man  soweit  zurückgeht,  bis  man  zu  einem 
Resultat  gelangt,  das  positiv  und  gröfser  als  die  Einheit  ist.  Wird 
dieser  Wert  in  einen  Kettenbruch  entwickelt,  so  giebt  er  gleichzeitig 
die  Quotienten,  welche  man  an  Stelle  der  fehlerhaften  einsetzen  mufs 
und  einige  der  nächstfolgenden,  je  nach  dem  Grade  der  ersten  An- 
näherung. 

OflFenbar  kann  man  durch  derartige,  so  oft,  als  nötig  ist,  wieder- 
holte Rechnungen  jede  Wurzel  einer  gegebenen  Gleichung,  mag  letztere 
beschafiFen  sein  wie  sie  wolle,    bis  zu  einer  beliebigen  Anzahl  von  • 
Quotienten  in  einen  Eettenbruch  entwickeln. 


113. 

Was  die  Methode  anbelangt,  welche  man  befolgen  mufs,  um 
die  erste  Annäherung  zu  erhalten,  so  kann  man  als  eine  der 
einfachsten  und  zweckentsprechendsten  die  Methode  von  Daniel 
Bernoulli  anführen,  die  sich  auf  die  Theorie  der  rekurrenten 
Reihen  gründet  und  von  der  Euler  in  seiner  „Introductio  in 
Analysin  infinitorum''  Gap.  XVII  eine  ausführliche  Auseinandersetzung 
gegeben  hat.  Da  jedoch  diese  Methode  in  den  Anwendungen  mancher 
Schwierigkeit  unterliegt,  so  dürfte  es  nicht  unnützlich  sein,  dieselbe 
hier  mit  einer  Modifikation,  die  einen  grofsen  Teil  dieser  Schwierig- 
keiten zu  beseitigen  imstande  ist,  darzulegen. 


r 
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Ist 

eine  gegebene  Gleichung,  deren  Wurzeln  a,  /J,  y,  d,  . . .  sind,  und 
nimmt  man  für  z  eine  beliebige  Veränderliche,  so  hat  man  die  iden- 
tische Gleichung: 

l+az  +  b0^  +  C0^-\ «  (1  -  az)  (1  -  ßz)  (1  —  y^)  . . . 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation  folgende,  ebenfalls  identische 
Gleichung: 

—  o  —  2bz—  Scz* _« ,         ß         ,         y L_£_J- 

l  +  as-\-  bz*~+cz'''+^'  ~   i  —  Vz  "^  1  —  ßz     '     \  —  y'z  "^   1  —  da;    '   "* 

Ist 

A  +  Bz  +  Cz^  +  Dgr^'\ p  Jtf^-i  +  Nz^ '\ 

die  Reihe,  welche  durch  Entwicklung  der  linken  Seite  entsteht,  so 
erhält  man  dem  bekannten  Gesetz  der  rekurrenten  Reihe  zufolge: 

A^  —  a 

B=-'  aÄ  —  2b 

C  =  —  aB--bA  —  3c 

D=  -^aC  —  hB  —  cA  —  4d 

E aD  —  lC—cB  —  dA  —  be 

u.  s.  w. 

Es  mufs  demnach  die  also  gefundene  Reihe  A  +  Bz  +  Cz^  -j 

mit  derjenigen  identisch  sein,  welche  aus  der  rechten  Seite 

l  —  az~\-'ßz~ 
hervorgeht    Nun  ist: 

^_?L_  ^a  +  a^z  +  €?^  H , 

und  ähnliche  Resultate  ergeben  die  anderen  Partialbrüche.  Vereinigt 
man  also  alle  diese  Resultate^  so  findet  man: 

A^a   +/J   +y  +S   +B   +... 

£  =  «2  +  |J»  +  y«  +  d«  +  f«  ^ 

Cf  =  a»  +  /J3  +  /  +  *3  +  fi»  H 


und  allgemein: 

JV=  a«  +  /J»  -j.  y»  +  ^  +  5»  -^ 

Diese  Formeln  sind  diejenigen,  welche  dazu  dienen^  die  Potenz- 
summen der  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  zu  bestimmen; 
^  ist  jedoch  ersichtlich,  dafs  sie  auch  auf  die  näherungsweise 
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Auflösung  der  Gleichungen  anwendbar  sind.  Denn  ist  a  die 
grofste  der  Wurzeln^  und  ist  der  Exponent  n  hinreichend  grofs,  so  ist 
ziemlich  nahe  JV=a*;  aus  demselben  Grunde  ist  Jlf=a*""^,  und 
daher  die  gesuchte  Wurzel: 

N 

Um  also  die  grofste  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  näherungs- 
weise zu  erhalten,  mufs  man  nach  dem  Gesetz  der  rekurrenten  Reihen 
die  aufeinanderfolgenden  Koefficienten  Ä,  B,  C,  Dy  . ,  .  M,  N,  . .. 
berechnen  und  den  zuletzt  gefundenen  Koefficienten  durch  den  vor- 
letzten dividieren;  das  Resultat  ist  der  Wert  der  verlangten  Wurzel. 
Dieser  Wert  ist  um  so  mehr  angenähert,  je  weiter  die  Rechnung 
fortgesetzt  ist  und  ein  je  grofserer  Unterschied  zwischen  den  ein- 
zelnen Wurzeln  stattfindet. 

Durch  eine  Transformation  kann  man  leicht  bewirken, 
dafs  eine  beliebige  Wurzel  die  grofste  der  Wurzeln  wird. 
Mithin  kann  dieses  Verfahren  dazu  dienen,  sämtliche  Wurzeln  ohne 
Unterschied  zu  finden.  In  einer  grofsen  Anzahl  von  Fällen  wird  die 
Annäherung  auf  diesem  Wege  schneller  als  auf  irgend  einem  andern 
bekannten  Wege  erfolgen;  zuweilen  ist  sie  nur  langsam  und  in 
einigen  Fällen  sind  die  erhaltenen  Resultate  ganz  und  gar  falsch. 
Es  ist  jedoch  leicht,  diese  Übelstande  vorauszusehen  und  zu  ver- 
meiden, wenn  man  eine  erste  Vorstellung  von  der  relativen  Grofse 
und  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  hat. 

114. 
Wir  wollen  diese  Methoden  anwenden  auf  die  Gleichung: 

Um  den  angenäherten  Wert  der  gröfsten  Wurzel  zu  erhalten,  mufi 
man  den  Bruch: 

1  —  3x?  +  X?» 
in  eine  Reihe  entwickeln.    Dies  giebt: 

3  +  9;^  +  24^«  +  69;&3  +  198^  +  570;^^  +  1641  ;^^  +  4725;^' 

+  13605;^«+ 39174;?»  H 

Bleibt  man  also   bei  dem  zehnten  Gliede  stehen,  so  erhält  man  die 
gesuchte  Wurzel: 

=   39174 
^  13605 
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Entwickelt  man  jetzfc  diesen  Wert  in  einen  Kettenbruch^  so  erhält 
man  die  Quotienten  2^  1^  7,  3^  2^  3,  1,  2,  6.  Um  zu  beurteilen,  bis 
zu  welchem  Punkte  sie  genau  richtig  sein  können,  entwickle  man 

1360K 

ebenso  den  Bruch  ,  den  man  erhalten  haben  würde,  wenn  man 

beim  neunten  Gliede  stehen  geblieben  wäre.    Es  ergeben  sich   aus 
diesem  die  Quotienten  2,  1,  7,  3,  2,  5.    Darnach  scheint  es,  als  ob 
man  die  Quotienten  2,  1,  7,  3,  2,  3  als  genau  ansehen  dürfe.   Mittelst 
dieser  berechnet  man  die  Näherungsbrüche  wie  folgt: 
Quotienten:  2,    1,    7,     3,     2  ,     3 

xT-i.  V-*.  i.        1       2       3       28       72       167       673 

Naherungsbrüche:  -,  --,  -,  — ,  — ,  --,  ^^  • 

Um  die  Berechnung  dieser  Näherungsbrüche  nach  der  Methode  der 
No.  112  »fortzusetzen,  setzen  wir: 

q^   ~    bS    '     q  199   ' 

Femer  sei  stets  z  der  vollständige  Quotient^  welcher  diesem  letzteren 
Bruche  entspricht.     Beachtet  man  dann,   dafs  pq^ — p^q  =  -j-  1  ist, 

so  hat  man: 

q^    ,  .J^        Sp*  —  ßpq       260061 

^  ~         "ä"  2    P^  —  ^P*a  +  9.^  ~   139897   * 

Da  dieser  Wert  positiv  und  gröfser  als  die  Einheit  ist,  so  folgt 
daraus,  dafs  alle  bisher  angewendeten  Quotienten  genau  sind.  Um 
die  nächstfolgenden  zu  erhalten,  mufs  man  den  Wert  von  z  in  einen 
Eettenbruch  entwickeln.  Dies  giebt  die  neuen  Quotienten  1,  1,  6, 
11,  1,  1,  1,  3  . . .,  so  dafs  sich  die  Berechnung  der  Entwicklung  in 
folgender  Weise  fortsetzt: 

Quotienten:  1,1,       6  ,     11  ,       1 

xT-i-  1.   ..  u        167       673       740       1313       8618       96111      104729 

Naherungsbrüche:  -^,  ~^,  ^^,  -^^,  -^^,  ^^^,  ^em'- 

Bei  diesem  letzteren  bleibt  man  stehen,  da  36372  ebensoviel  ZifiFem 
hat,  als  das  Quadrat  von  199,  und  der  folgende  Bruch  nicht  mehr 
zar  Zahl  der  Näherungsbrüche  gehören  konnte. 

115. 
Die  soeben  entwickelten  Methoden  beziehen  sich  nur  auf 
die  reellen  Wurzeln  der  Gleichungen.  Mit  Bezug  auf  die 
imaginären  Wurzeln  dürfte  es  ebenfalls  nützlich  sein,  einen 
beliebig  angenäherten  Ausdruck  zu  haben;  denn  die  un- 
bestimmte  Analysis   bietet   Fälle   dar,   wo   es   erforderlich   ist,  den 


ff^.^'i^^^ 
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reellen  Teil  dieser  Wurzeln  in  einen  Kettenbruch  zu  entwickeln.  Wir 
benutzen  die  Gelegenheit,  um  einige  neue  Gtesiohtspimkte  über  die 
näherongBweise  Bereoliniing  der  imaginären  Wurzeln  beizubringen, 
ein  Gegenstand,  der  bisher  von  den  Analysten  ziemlich  vernachlässigt 
worden  ist. 

Man  weifs,  dafs  jede  imaginäre  Wurzel  einer  Gleichung  dar- 
gestellt werden  kann  durch  a  +  ßV —  1,  wo  «  und  ß  reelle  Grofsen 
sind.    Man  weifs  ferner,  dafs  sich  die  Grofse  a  direkt  durch  eine 

"ML  (n   —    1  ^ 

Gleichung   vom   Grade  — -y    wo   n   der   Grad    der    gegebenen 

Gleichung  ist,  bestimmen  läfst.  Hat  man  a  gefunden,  so  ist  es  nicht 
schwer,  ß  zu  erhalten.     Denn  da  die  Gleichung  durch 

a?  '-2ax  +  a^  +  ß\ 
teilbar  sein  mufs,  so  mufs  man,  wenn  die  Division  ausgefifhrt  wird 
und  der  Rest  Äx  +  ^  ist,  die  beiden  Gleichungen  Ä  =  0  und  J?  =  0 
erhalten,  aus  denen  man  einen  rationalen  Wert  von  ß^  als  Funktion 
von  a  herleiten  kann.  Es  reduciert  sich  also  alles  darauf  den  Wert 
von  a  mit  Hülfe  der  Gleichung,  von  der  er  abhängt,  und  die  sich 
durch  Kombination  der  Gleichungen  -4  =  0  und  jB  =  0  ergiebt,  zu 
finden.  Sobald  aber  n  gröfser  ist  als  4,  wird  der  Grad  dieser 
Gleichung  viel  zu  hoch,  als  dafs  sie  in  der  Praxis  von  einigem 
Nutzen  sein  könnte.  Man  mufs  demnach  durchaus  zu  andern  Mitteln 
greifen,  um  angenäherte  Werte  für  a  und  ß  zu  erhalten.  Nun  kann 
man  aber  immer,  welches  auch  a  und  ß  sein  mögen, 

a  =  r  cos  q>y    /3  =»  r  sin  9 
setzen.    Dies  giebt: 

a?  =  r  (cos  q>  +  V—  1  sin  9), 
und  allgemein: 

Diese  Formeln,  deren  Anwendung  Euler  gezeigt  hat,  dienen  dazu, 
in  gewissen  Fällen  die  Untersuchung  der  imaginären  Wurzeln  be- 
deutend zu  vereinfachen. 

116. 
Es  sei  zunächst  die  Gleichung 

ax"^  +  6a;  +  c  =  0 
gegeben,  auf  welche  sich  jede  aus  drei  Gliedern  bestehende  Gleichung 
reducieren  läfst.  (Wir  setzen  nämlich  nicht  voraus,  dafs  m  eine  ganze 
Zahl  sei.)     Setzt  man  fttr  x  den  Wert  r  (cos  q>  +  ]/^  1  sin  9),  so 
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xerlegt  sich  die  gegebene  Gleichung  in  die  beiden  andern: 

0  =  ar^  cos  mq>  +  ^^  cos  9>  +  c 

0  =  ar^  sin  mq)  +  ^^  sin  9. 
Maltipliciert  man  die  erste  mit  sin  mq>y  die  zweite  mit   —  cos  mq> 
und  addiert  sodann  die  Produkte,  so  erhält  man: 

0  =  c  sin  m(p  +  6»*  sin  (m  —  l).g?, 
und  daher: 

e  siü  mcp 

f  tssa . . 

b      sin  (m  —  1)  9 
Substituiert  man  diesen  Wert  in  die  zweite  der  vorhergehenden  Glei- 
chungen, so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  q>  die  Gleichung: 


sin*"  (wy) c^     /—h\m 

Bin"»-"^  /'m  —  l^m  «        \      C     / 


sin  <jp  sin  (m  —  1)  9 

Nach  einigen  Versuchen  erkennt  man  nun  bald,  zwischen  welchen 
aufeinanderfolgenden  Graden  der  Winkel  q>  liegt;  sodann  führt  man 
nach  der  Regel  vom  falschen  Satze  die  Bestimmung  von  q)  mit  jeder 
Genauigkeit,  welche  die  Tafeln  bieten,  d.  h.  gewohnlich  mit  sechs 
oder  sieben  Ziffern  zu  Ende.  Ist  q)  bekannt,  so  ist  es  auch  r.  Mithin 
kennt  man  die  imaginäre  Wurzel  r  (cos  g?  +  V  —  1  sin  9?)  für  die 
meisten  Anwendungen  genau  genug. 

117. 
Wir  wollen  als  Beispiel  die  Gleichung  nehmen: 
x^  -'X+  1  =  0. 

r 

Setzt  man  a;  «=  r  (cos  fp  +  y —  1  sin  q>\  so  erhält  man: 

sin  49 
sin  39  ' 

und  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  q)  wird: 

8in^49  __  ^ 

sin  9  •  Bin^39 

Setzt  man  9>  «=»  30^,  so  reduciert  sich  die  linke  Seite  auf  y;  somit 
ist  der  Fehler  gleich  +  -g.     Setzt  man  9?  =  31®,  so  wird  die  linke 

Seite  0,921;  und  dies  giebt  den  Fehler  —  0,079.     Man  findet  daher 

nahezu 

y  =  30^36'. 

Ist  also  q>  <=  30^36',  so  ist  der  Logarithmus  der  linken  Seite  gleich 
9,999933,  und  somit  der  Fehler  gleich  —  67  Einheiten  der  sechsten 
Dedmalstelle.     Macht  man  q>  =  30^35',  so  wird  der  logarithmische 


^■■ 


I 


r 

i 
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Fehler  +  1394.     Daraus  erhält  man  den  wahren  Wert  von  9,   an- 
genähert soweit,  als  es  die  sechsstelligen  Tafeln  gestatten: 

tp  =  30«35',954. 
Sodann  findet  man: 

log  r  =  9,926739 

log  a=  9,861615 

log /5=  9,633482, 

und  demnach  endlich  die  gesuchte  Wurzel: 

X  =  0,727136  +  0,430014]/" 


1. 


118. 


Wir  betrachten  jetzt  die  allgemeine  Gleichung: 
da;"  +  &a;«-i  +  cx""-^  -\ 1-  Aa:  +  fc  =  0. 


1  sin  9)  ein  und  macht 

•  •  •  +  Ar  cos  9>  +  * 

•  •  •  +  Ar  sin  9>, 


Setzt  man  darin  den  Wert  x  =  r  (cos  g?  •^y  — 
zur  Abkürzung: 

P==  ar^  cos  nq>  +  &^""^  cos  (n  —  1)  9>  + 

(^  =  af^  sin  ny  +  6t*~^  sin  (w  —  1)  9  + 
so  wird  das  Resultat  der  Substitution 

sein,  so  dafs  man  zur  Bestimmung  von  r  und  q>  die  beiden  Glei- 
chungen erhält: 

p  =  0,        Q  =  0. 

Da  jedoch  die  wirkliche  Auflösung  dieser  Gleichungen  nur  in  einer 
geringen  Anzahl  von  Fällen  möglich  ist,  die  sich  kaum  über  den 
Cotesischen  Satz  hinauserstrecken,  so  müssen  wir  uns  darauf  be- 
schränken, dieselben  durch  Annäherung  aufzulösen. 

Wir  nehmen  also  an,  dafs  man  nach  einigen  Versuchen  Werte 
von  q>  und  r  gefunden  habe,  für  welche  P  und  Q  sehr  klein  werden. 
Um  noch  näher  kommende  Werte  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  letztere 
durch  fp  -i-  d(p  y  r  '\'  dr.  Es  müssen  daher,  wenn  man  an  Stelle  von 
r  und  q>  die  Werte  r  -\-  dr  und  9  +  ^9  in  die  Funktionen  P  und  Q 
einsetzt,  diese  beiden  Funktionen  gleich  Null  werden.  Vernachlässigt 
man  nun  die  Potenzen  von  dr  und  dq>f  welche  höher  sind  als  die 
erste,  so  wird  die  Gröfse  P  allgemein  durch  die  in  Rede  stehejide 
Substitution  übergehen  in: 

rdP    dr    ,     dP 
dtp 


-r,   ,     rai'    ar     .     ^a.    ^ 


r 
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and  hierin  sind  die  Eoefficienien: 

f  -j-  =    nar"cosw9  +  (w— 1)6^"—*  cos(w  —  1)9>H [-hr cos q) 

—  =s — nar^sinny  —  (n— -l)6r*-^  sin  (n  — 1)9 hr  sin 9?. 

Da  ebenso  die  Gröfse  Q  übergeht  in: 

^    •       dr       r    ~    d(p      ^' 
80  hat  man: 

r  ~^-  =rs  nar*  sin  nfp'\'{n  —  1)  ftr»-^  sin  (n  —  1)  9?  H 1-  Ar  sin  9 

-^  =  nar*  cos  W9>  +  (w  —  l)6r»—*cos(«—  l)g?H 1- Ar  cos  9. 

Man  braucht  also  nur  zwei  Hülfsgröfsen  M  und  N  zu  nehmen^  welche 

durch  die  Werte  gegeben  sind: 
itf  =  nar*  cos  n9>  +  (n —  l)6r*""*cos(w —  1)9  H — •  +  ä*'cos9 
Jf  =  war*  sinn9  +  (n  —  l)6r*~^8in(n  —  1)9H 1- Ar  sin  9; 

dann  erhält  man  zur  Bestimmung  von  dr  und  dq)  die  beiden  Glei- 
chungen: 


Q  +  N^+Mdfp^O, 


ans  denen  folgt: 


r  M^  +  N"" 

Man  findet  auf  diese  Weise  die  verbesserten  Werte  von  r  und  q>, 

nämlich  r(l  -| )   und  9  +  ^9>}  wobei  zu  beachten  ist,  dafs  der 

durch  die  Formel  gegebene  Wert  von  dq>  in  Teilen  des  Halbmessers 
ausgedrückt  ist,  und  dafs  derselbe  somit,  wenn  man  ihn  in  Minuten 
oder  Sekunden  verwandeln  will,  mit  der  Zahl  der  Minuten  oder 
Sekunden,  welche  der  Eadius  enthält,  multipliciert  werden  mufs. 
Schliefslich  kann  man  diese  Formeln  noch  bequemer  für  die  trigono- 
metrische Rechnung  machen,  wenn  man  zwei  Winkel  X  und  (i  und 
zwei  Zahlen  F  und  G  bestimmt  nach  den  Gleichungen: 

tang  A  =  -^  ,         F==  -^  =  -^-T 

^  Q  ^  sin  X  cos  X 

.  M  ^  M  N 


N  ^  sin  ffr  cos  (t 


I 


^  I 
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Daraus  folgt  dann: 

— __  coa  (A  -  ^) 

rf9>  =       -gr  sin  {l  —  (i) . 

Femer  beachte  man,  dafs  sich  die  Gröfaen  M  und  N  leicht  mit 
Hülfe  derselben  Glieder  bilden  lassen,  welche  zur  Bildung  der  Werte 
P  und  Q  dienen;  denn  während 

ist,  wo  die  aufeinanderfolgenden  Glieder  Ä^  B^  ,  *  *  bezüglich  gleich 
af^  cos  n%  bf^~^  cos  (n  —  1)  qp^  , . .  sind,  wird  der  Wert  von  M  aus- 
gedrückt durch  die  Reihe: 

M^  +  (w  -  1)  P  +  (n  -  2)  C  +  («  ^  3)  J?  -I 

Ebenso  wird  der  Wert  von  N  mit  Hülfe  der  Gliederj  ans  denen  Q 
besteht,  gebildet. 

Nachdem  man  mittelst  dieser  Methode  Werte  gefunden  hat,  die 
den  genauen  Werten  von  r  und  p  noch  näher  kommen,  kann  man 
sich  derselben  wie  einer  ersten  Annäherung  bedienen,  um  neue  noch 
mehr  angenäherte  Werte  zu  finden,  und  so  weiter,  bis  man  den  Grad 
der  Genauigkeit,  welchen  die  Tafeln  gestatten,  vollkommen  erreicht  hat 

Für  die  Anwendung  der  vorhergehenden  Methode  ist  es 
unerläfslich,  dafs  man  einen  ersten  angenäherten  Wert  der 
gesuchten  imaginären  Wurzel  habe.  Nun  hat  man  aber  bis 
heute  keine  allgemeine  und  praktisch  anwendbare  Methode, 
welche  zu  diesem  Ziele  führte.  Daher  werden  die  Analysten, 
hofiPe  ich,  mit  Vergnügen  von  derjenigen  Kenntnis  nehmen, 
die  ich  entwickeln  werde.  Die  Anwendung  derselben  ist  sehr 
einfach  und  sie  scheint  keiner  Ausnahme  zu  unterliegen. 

Die  aufzulösende  Gleichung  stellen  wir  durch  F(x)  =  0  dar  und 
nehmen  an,  dafs  man  a;^«  +  j3]/ —  1  setze,  wo  a  und  ß  beliebige 
reelle  Gröfsen  sind,  die  jedoch  kleiner  als  die  Grenze  der  reellen 
Wurzeln  sein  sollen,  wo  diese  Grenze  ebenso  bestimmt  wird,  als  ob 
die  Gleichung  deren  hätte  oder  haben  konnte. 

Diesen  hypothetischen  Wert  von  x  setzen  wir  in  F(x)  ein  und 
nehmen  an,  dafs  sich  dadurch  F{w)  ^  P  H-  Q}^—  1  ergebe,  wo  P 
und  Q  reelle  Gröfsen  sind.     Nachdem   man   nocli   -^  =  F'  gesetzt, 


r 
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sabstitoiere  man  deiuselben  Wert  von  xbxF'  und  erhalte  als  Besoltat: 


Nimmt  man  eine  reelle  oder  imaginäre  unbestimmte  Grofse  m  an, 
die  sehr  klein  ist  im  Verhältnis  zu  Ya^  +  ß%  so  erhält  man  offenbar, 
wenn  man 

x  =  a  +  ßY—l  +  CÖ 

setzt  und  die  höheren  Potenzen  von  m  fortläfst: 


F(a  + /J|/— 1  +  co)  -  P+ (21/- 1  +  o  (Jf  +  Jf>^=n:). 
Da  nun  d  beliebig  war,  so  kann  man  setzen: 

WO  n  ein  mehr  oder  minder  kleiner  positiver  Bruch  ist,  dessen  Grofse 
später  genauer  festgestellt  werden  wird.     Man  hat  somit  : 
PM+  QN  _     ^ — r  QM  —  PN 


und  der  verbesserte  Wert  x  ^=  a  -\-  ßy  —  1  +  a  giebt  näherungs- 
weise: 

Diese  Grofse  ist  im  Verhältnis  von  1  —  n  zu  1  kleiner  als  das  Re- 


sultat, das  wir  unter  der  Annahme  a?==a  +  /SV^—  1  erhalten  haben. 
Was  n  angeht,  so  kann  es  beliebig  angenommen  werden,  jedoch  so, 
daJis  o  immer  hinreichend  klein  im  Verhältnis  zu  }/«*  +  ß^  ist.  Wenn 
P  und  ö  bereits  sehr  klein  im  Verhältnis  zu  M  und  N  wären,  so 
konnte  man  n  =  1  setzen.  Alsdann  würde  der  zweite  Näherungswert 
«  +  /S]/ — 1  +  ®  iiiit  demjenigen  übereinstimmen,  den  man  nach 
dem  gewohnlichen  Verfahren  (No.  118)  findet,  indem  man  annimmt, 
dafs  a  +  /S  Y —  1  ein  erster  Näherungswert  von  x  ist.  Sind  dagegen 
P  und  Q  nicht  sehr  klein  im  Verhältnis  zu  M  und  N,  so  nehme 
man  far  n  nur  eine  Grofse,  die  kleiner  als  1  und  klein  genug  ist,  da- 
mit (D  mehrere  Mal  in  a  -^  ßY  —  1  enthalten  sei.  Dies  läfst  grofsen 
Spielraum  für  die  Wahl*). 


*)  Wenn  man  zwei  imagin&re  GrOfsen  z.  B.  a  +  ßV — 1|  f»  +  »V  —  1 
hinsichtlich  ihrer  Grofse  mit  einander  vergleichen  soll,  so  darf  man  diese  Ver- 
gleichnng  nnr  so  verstehen,  dafs  die  reellen  Gröfsen  ]/«*  +  (J*,  Vf**  +  v\  welche 
laan  ihre  Modnln  nennen  kann,  verglichen  werden.  Es  wird  somit  r  der  Modul 
jeder  redncierten  imaginären  Grofse  von  der  Form  r  (cos  9  +  V —  ^  «hi  9)  sein. 

Anm.  d.  Verf. 

Legendre,  Z»hleDtb«orle  I.  12 
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Wird  der  so  verbesserte  Wert  von  x  wiederum  durch  a  +  ßV —  1 
dargestellt,  und  setzt  man  denselben  in  die  Funktionen  F  und  F  ein,  so 
f-  leitet  man  daraus  in  analoger  Weise  einen  zweiten  verbesserten  Wert 

her,  mittelst  dessen  das  neue  Resultat  P+  QV —  1  wiederum  im 
Verhältnis  von  1  —  n  zu  1  kleiner  wird.  So  fahrt  man  fort,  bis 
sich  F{x)  auf  eine  sehr  kleine  Grofse  reduciert,  in  welchem  Falle 
man  n  =  1  setzen  kann  und  die  Annäherung  sehr  schnell  erfolgt. 

Man  beachte  wohl,  dafs  wegen  der  besonderen  Beschaffenheit 
der  imaginären  Gröfsen  die  fortschreitende  Verkleinerung  von  F(x) 
keine  Grenze  haben  kann.     Denn  selbst  wenn  If  =  0  und  JST  =  0 

/?  TP 

d.  h.  -j —  ==  0  wäre,  so  würde  man,  wenn  man  die  Substitution  von 

a;  =  a  +  /5 )/  —  1  in  den  Funktionen  ,  ,,  2  •  sd  »^  ^'  ®'  ^*  *^^ 
führt,  notwendigerweise  zu  einem  Gliede  kommen  müssen,  welches 
nicht  verschwindet.    Alsdann  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form: 

i?(„  +  ^  l/TTT  +  ffl)  =  P  +  (2  i/^TT  +  c*  (2*  +  Fi/"=1), 

wobei  man  

(d*(T+ F)/^^  =  -  n  (P+ e/^^) 

setzen  kann,  um  hieraus  den  Wert  von  o  herzuleiten,  bestimme 
man  r  und  fi  so,  dafs 

r  (cos  ft  +  /^^  sin  ^)  =  -  n  ^^^^^ 
ist.     Man  hat  dann  also: 


CD*  =:  r  (cos  fi  +y  —  1  sin  f*), 
und  daher: 


a)  =  r*(cos|-  +  >/-l8in|). 


Setzt  man  also  x  =  a  -}-  ß  Y —  1  +  "»>  so  hat  man  sehr  nahe: 
F(x)  =  il-n)(P-\-QV~=ri). 

Verkleinert  man  daher  F{x)  fortgesetzt  durch  solche  zweckmäfsig 
wiederholte  Rechnungen,  so  wird  man  offenbar  zu  einem  Werte  von 
F{x)  gelangen,  der  so  klein  ist  als  man  will,  und  alsdann  wird  der 
Wert  von  x  bekannt  sein. 

Es  ist  somit  auf  eine  ebenso  einfache  wie  direkte  Weise  be- 
wiesen, dafs  ein  Wert  von  x  von  der  Form  a  +  /5  Y  —  1  immer  der 
gegebenen  Gleichung  F{x)  =  0  genügen  kann,  und  dieser  Wert  re- 
duciert sich  auf  eine  reelle  Gröfse,  wenn  /J  =  0  ist. 
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Im  Allgemeinen  aber  mufs  x  von  der  Form  a  +  ßV  —  1  vor- 
ausgesetzt werden.  Dies  liefert  einen  neuen  Beweis  des  auf  die  Form 
der  imEiginären  Wurzeln  der  Gleichungen  bezüglichen  Satzes,  einen 
Beweis,  der  für  alle  Arten  von  algebraischen  und  transcendenten 
Gleichungen  gilt. 

§  15. 
Auflösung  der  unbestimmten  Gleioliimg 

iy"  +  Mtf'-^is  +  JVy "*^^H h  ^^  =  +  JS' 

in  ganzen  Zahlen. 

120. 
Wir  setzen  voraus,  dafs  diese  Gleichung  auf  die  in  No.  75  an- 
gegebene Weise  vorbereitet  ist,   und  dafs  man  somit  y  und  0  und 
ebenso  auch  z  und  J9.   als  zu  einander  prim  betrachten  kann.     Dies 
vorausgeschickt,  setzen  wir  analog: 

y=^&0  +  Hu, 

wo  -9*  eine  zwischen -H  und  +  -^H  liegende  Zahl  ist,  substi- 

tuieren  diesen  Wert  in  die  gegebene  Gleichung  und  dividieren  das 
Ganze  durch  H,    Dies  giebt: 

+  1  = —^ -^ —  If" 

+  (nL«*-i  +  (n  —  1)  Md""-^  -\ )  ^^-^u 

+  ••• 
Da  jedoch  g  und  H  prim  zu  einander  sind,  so  kann  diese  Gleichung 
nicht  bestehen,  wofern  nicht 

H 
eine  ganze  Zahl  ist.     Dies  ist  die  Bedingung,   welche  zur  Be- 
stimmung von  d"  dient.    Man  versuche  also  für  d'  der  Reihe  nach 

alle  ganzen  Zahlen  zwischen -H  und  +  -r-J?.    Giebt  es  unter 

diesen  keine,   für  welche  Z-Ö-"  +  Jkf^'— ^  +  Nd'''-^  -] durch  H 

teilbar  ist,  so  folgt  daraus  mit  Gewifsheit,  dafs  die  gegebene  Glei- 
chung nicht  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist.  Findet  man  aber  eine 
oder  mehrere  Zahlen,  welche  dieser  Bedingung  Genüge  leisten,  so  hat 

12* 
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I:  man  weiter  für  jeden  Wert  von  #  die  transformierte  Gleichung  in  z 

^: :  und  Uj  welche  von  der  Form  ist: 

I'  «jef»  +  bif'-'^u  +  c0*-^u^  +  •  — |-  iu*  «=  +  1 

f^  aufisulösen^  und  es  ist  ersichtlich^  dafs  jede  ganzzahlige  Losung  dieser 

eine  ebensolche  Lösung  der  gegebenen  Gleichung  zur  Folge  hat. 

Mithin  reduciert  sich  alles  darauf,  eine  Gleichung  anf- 
zulosen,  welche  dieselbe  Form  besitzt,  wie  die  gegebene 
Gleichung,  in  welcher  aber  die  rechte  Seite  gleich  +  1  ist 
Man  darf  voraussetzen,  dai^  die  linke  Seite  der  gegebenen  Glei- 
chung (auch  bevor  man  irgend  eine  Beduction  darauf  anwendet) 
nicht  durch  einen  rationalen  Faktor  teilbar  ist  Denn  wenn  sie  sich 
in  zwei  derartige  Faktoren,  deren  einer  vom  Grade  tn,  deren  anderer 
vom  Grade  n  —  m  sei,  zerlegen  liefse,  so  würde  die  gegebene  Glei- 
chung in  zwei  andere  zerfallen  von  der  Form: 

wo  «  ein  Teiler  von  H  ist    Es  würde  daher  die  Aufgabe  eine  voll- 
kommen bestimmte  sein. 

Aus  dieser  Annahme  folgt  ofiPenbar,  dafs  die  linke  Seite  der 
transformierten  Gleichung,  nämlich  as^  +  b0^~~^u  +  Cfi^'~^u*  -[-••• 
ebenfalls  nicht  mehr  in  rationale  Faktoren  zerlegbar  ist.  Mithin 
giebt  es  keine  ganzzahligen  Werte  von  u  und  jet,  für  welche 
diese  linke  Seite  gleich  Null  werden  könnte,  und  es  ist  so- 
mit +  1  der  absolut  kleinste  Wert  von  allen,  welche  sie 
annehmen  kann,  wenn  man  für  y  und  e  irgend  welche  posiüve 
oder  negative  ganze  Zahlen  setzt 

121. 

Nachdem  wir  dieses  festgestellt  haben,  wollen  wir  allgemein 
untersuchen,  welches  die  Werte  von  t  und  u  sein  müssen, 
damit  die  homogene  Funktion 

a^-  +  bt*-^u  +  c^-»M»  H 1-  tu* 

möglichst  klein  werde. 

Dazu  denken  wir  uns,  dafs  wir  durch  Auflösung  der  bestimmten 
Gleichung 

0  =  aa:»  +  bx""-^  -f  ca;»-*  -| 1-  * 

die  einfachen  reellen  Faktoren 

X  —  a,         X  —  a\         X  —  a\  . . . 


r 
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nod  die  doppelten  imaginären  Faktoren 

gefunden  haben.     Alsdann  ist  die  gegebene  Funktion 

die  wir  mit  F(ty  u)  bezeichnen,  gleich  dem  Produkte: 
a{t-au)(t-au)  (t-a'u)...  ((^-/9w)»+yM  ((^-^w)*+/ 'u^)... 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  die  Werte  von  t  und  u,  welche  dem  Mini- 
mum dieser  Funktion  entsprechen,  t==p  und  u  =^  q  seien,  so  dafs 
dieses  Minimum  gleich 

F(p,  q)  =  aip-  aq)  (p  -  a'q)  . . .  ((p  -  ^2)»  +  /«*)  ■  •  • 

ist,  so  mufs  also,  wenn  man  für  i  und  u  ganzzahlige  Werte  setzt, 
die  (wenigstens  bis  zu  einer  gewissen  Grenze)  von  p  und  q  verschie- 
den sind, 

F{p,q)<F{t,u) 

sein.  Dies  könnte  nicht  stattfinden,  wenn  jeder  Faktor  von  Fit^  u) 
gleich  oder  kleiner  als  der  entsprechende  Faktor  von  F^p,  q)  wäre. 
Es  mufs  also  wenigstens  einen  Faktor  von  F(ty  u)  geben,  der  gröfser 
als  der  entsprechende  Faktor  von  F{p,q)  ist.  Dieser  Faktor  kann 
entweder  zu  den  einfachen  reellen  Faktoren,  oder  zu  den  doppelten 
imaginären  Faktoren  gehören. 

1)  Es  sei  t  —  au  der  einfache  Faktor,  welcher  gröfser 
ist  als  der  ihm  entsprechende  p  —  aq.     Da  t  und  u  willkürlich 

angenommen    sind,    und    da  man  somit  voraussetzen  kann,   dafs   — 

nur  sehr  wenig  von  ^  verschieden  ist,  so  folgt  daraus,   dafs  --  ein 

sehr  nahe  bei  a  liegender  Bruch  sein  mufs,   und  man  kann  sogar 

hieraus  schliefsen,  dafs    -  einer  der  Näherungsbrüche  der  Wurzel  a 

isi  Sind  nämlich  ^,  — ,  — ,-  drei  aufeinanderfolgende  Näherungs- 
brüche von  a,  so  ist  in  No.  8  gezeigt  worden,  dafs,  welches  auch  die 
Zahlen  i  und  u  sein  mögen,  wofern  nur  u  kleiner  als  q  ist,  stets 
die  Gröfse  t  —  au  gröfser  ist  als  |>  —  ag,  was  der  angegebenen  Be- 
dingung entspricht. 

2)  Es  sei  (i  —  /3M)*  +  y*w*  der  doppelte  imaginäre  Faktor, 
welcher  gröfser  ist  als  der  ihm  entsprechende  (p— /5g)*+y*g*. 
Setzen  wir  voraus,  dafs  w  <  2  genommen  sei,  so  wird  um  so  mehr 

i  —  ß«    gröfser  als  p  —  /Sg  sein.     Dies  findet  aber  statt,  wenn  ^ 
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einer  der  Näherungsbrüche  der  Grofse  ß,  des  reellen  Teils  der  ima- 
ginären Wurzel  /J  +  y  V^  "~  1;  ist. 


1 


122. 
Wir  kehren  zur  Betrachtung  des  ersten  Falles  zurück 
und  nehmen  an,  dafs  man  t^^p^j  u  =  q^  genommen  habe,  wo  ^ 
der  Näherungsbruch  ist,  welcher  ^  vorangeht  und  durch  Entwicklung 
dieses  letzteren  Bruches  in  einen  Eettenbruch  gegeben  wird.  Dann 
mufs  also  p^  —  aq^  gröfser  als  p  —  aq,  oder  es  mufs  ^  ^^^  grofser 
als  1  sein.  Im  Übrigen  kann  aber  diese  Gröfse  positiv  oder  negativ  sein. 

py_+JPl 
9y  +  «' ' 


Ist  zunächst  — ~  = 

p  -aq 


y,  so  folgt  daraus  a 


Da  nun  y  positiv  und  gröfser  als  1  ist,  so  werden  ^  und  —  zwei 

aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  von  a  und  y  der  dem  zweiten 
entsprechende  vollständige  Quotient  sein. 

Ist  zweitens  ^  ~"  ^^    =  +  y>  so  hat  man  a  =  ^^    "  ^t,.    Je- 
p  ^  aq         '  ^'  qy  -  a 

doch  mufs  man  diesen  Fall  in  zwei  zerlegen,  je  nachdem  y>2 

oder  <  2  ist. 

Hat  man  y  >  2,  so  setze  man  y=l  +  ^;  wojef>l  ist.    Dann 

erhält  man: 

g  =  P^  +  P  —  »'' 


Mithin   werden 


p^p^ 


2^  +  2  —  3°  ' 
und  ^    ebenfalls    zwei   aufeinanderfolgende 

Näherungsbrüche  von  a  und  z  der  dem  letzteren  entsprechende  voll- 
ständige Quotient  sein. 

In  diesen  ersten  Fällen,   welche  bereits  einen  grofsen  Umfang 
haben,    ist   also   auf  eine  direkte  und  sehr  einfache  Weise  gezeigt 

worden,  dafs  ~  ein  Näherungsbruch  der  Wurzel  «  ist. 

Es  bleibt  der  letzte  Fall,  in  welchem  y<2  ist,  zu  unter- 
suchen übrig.    Ist  alsdann  y  =  1  -J ,  wo  z  stets  gröfser  als  1  ist, 

so  hat  man: 


{pj-f)  zJr_P_ 

k  -q')^  +  q 


{q  -  q')  {1  +  1)  +  q' 


Mithin  sind  — r  und  — 

go  q 


^  zwei  aufeinanderfolgende  Näherung»- 
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brüche  von  a*)  und  der  dem  letzteren  entsprechende  vollständige 
Quotient  ist  je?  +  1?  öin®  Gröfse,  die  gröfser  ist  als  2. 

Der  Quotient   dürfte  aber  nur  gleich  1  +  einem  Bruche  sein, 

damit  —  der  auf       __    q    folgende  Näherungsbruch  wäre.     Da  man 

nun  j5  +  1  >  2  hat,  so  folgt,  dafs  in  diesem  letzteren  Falle  —  kein 

Näherungsbruch  von  a  sein  kann.    Indessen  sieht  man  wenigstens, 

dafs,  weil  — — ^   ein    solcher   ist,    und   der  Unterschied  zwischen 

-  und  — — ^  nur  ;  —^  beträtrt,  —  jedenfalls  immer  ein  sehr 
q  g  -2'  2(2-  «'O  ö  '     2    J 

angenäherter  Wert  der  Wurzel  a  isi 

Ist  p  —p^  =  jr,  q  —  2^  =  9;  so  können  wir  durch  ^, 

drei  aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  von  a  darstellen,  und  da 
2  zwischen  9  und  9'  fallt,  so  hat  man  offenbar  (No.  8): 

p  —  aq>  7C  —  aip. 
Setzt  man  aber  ^  *=  ä,  w  ««  ^^  so  mufs  F{7C,  q>)  >  F(p,  q)  sein, 
da  das  letztere  ein  Minimum  ist.    Mithin  mufs  es  in  dem  Werte  von 
F{x^g>)  irgend  einen  andern  Faktor  ä  —  aq)  geben,  der  gröfser  ist 
als  der  entsprechende  Faktor  p  —  aq. 

Weil  nun   ^  ~  "  .j^  gröfser  als  1  ist  und  im  Übrigen  positiv  oder 

negativ  sein  kann,  so  schliefst  man  wie  oben,  dafs  ^  ein  Näherungs- 
bruch von  a   oder  wenigstens 

,  ^  {p-n){e+l)  +  n 
(2  -  9)  («  +  1)  +  9  ' 
wo  0  positiv  und  >  1 ,  ist.    Daraus  folgt,  indem  man  die  Werte  von 
X  und  97  einsetzt: 

_  p^(z+l)+p-p'  _  p'z+p  _  pO(e  +  f,o)+pOo 
q^z+l)  +  q^qO  q'z  +  q  q^  (z  +  f,^  +  q'^ 

«00 

(man  nimmt  nämlich  stets  p  =  fi^p^  +  p^  an).  Mithin  werden  ^ , 
~ö-  zwei  aufeinanderfolgende  Näherungsbrüche  von  a  sein  und  der 
folgende  Bruch  wird  sein: 


•)  Eb  wird  p  —  p^^  p^  aDgenommen.    In  der  That  ergiebt  die  Ketten- 

bnichentwicklung  von  -^  eine  Reihe  von  Quotienten,  deren  letzter  nach  Belieben 

grOlser  als  1  oder  gleich  1  angenommen  werden  kann.  Nimmt  man  ihn  gröfser 
ftl*^  1,  80  kann  p  nicht  kleiner  sein  als  2p^ -{- p^^,  nnd  man  hat  daher 
p  — p»>jj°.  Anm.  d.  Verf. 
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yO(fe  +  ^o)+pOo  p'k+p 

WO  Je  die  gröfste  in  0  enthaltene  ganze  Zahl  ist.    Und  da  q  zwischen 

q^  und  q^Jc  +  q  liegt,  so  ergiebt  sich,  dafs  p^  —  agf^  <p  —  aq  ist 

Dasselbe  Schlufsverfahren   kann   man   auf  die  andern  Wurzeln 

a\  a ",  . . .  und  selbst  auf  die  Gröfsen  ß,  /J',  /S",  ...  anwenden.     Es 

folgt  daraus  der  allgemeine  Schlufs,  dafs  der  Bruch  — ,  wel- 
cher dem  Minimum  der  gegebenen  Funktion  entspricht, 
unter  den  Näherungsbrüchen  einer  der  Wurzeln  a,  a,  a\  .  . . 
oder  einer  der  Gröfsen  ß,  ß^,  /J"  . . .  enthalten  sein  mufs.  Ist 
er  nämlich  nicht  darunter  enthalten,  so  müssen  die  folgenden  Be- 
dingungen zusammen  stattfinden: 

1)  die  Gröfee  ^  ~  "  — ,  welche  sich  auf  eine  bestimmte  Wurzel 

^  p  —  aq    ' 

a  bezieht,  mufs  zwischen  +  1  und  +  2  liegen. 

2)  Alle  analogen  Gröfsen 

p  —  aq   '     p^  a'q    ^  "       p  —  ßq   '    JP  —  P*«    '  ' 

welche  sich  auf  die  andern  Wurzeln  beziehen,  müssen  kleiner  als  1  sein. 
Wenn  aber  auch  dieses  der  Fall  ist,  so  ist  es  doch  unmöglich,  dafs 

die  Gröfse     J",   '  \^ ,  welche  aus  dem  Produkte  aller  Faktoren 

F{p,q)    ' 


pO  —  tttC       jp'— «'«' 

p»-«"«» 

ip"  -  ßqr  +  y'«'« 

p  — ««  '   J>  — «'4  ' 

p  —  a"q    ' 

(p-<Jä)'  +  yV 

besteht,  gröfser  als  1  ist,  wie  es  der  Fall  sein  müfste,  wenn  Fip^q) 
ein  Minimum  ist. 

Da  nämlich  die  Differenz  zwischen  ~  und  ^  nur  —5-  beträgt, 

und  da  ^  ein  Näherungsbruch  von  a  ist,  so  braucht  es  unter  den 
Wurzeln  «',  a ',  . . .  und  den  Gröfsen  /9,  /J',  . . .  nur  eine  zu  geben, 
die   entweder   entgegengesetztes  Zeichen   besitzt   wie  a,   oder  deren 

Differenz  mit  a  merklich  gröfser  ist  als  — ^,    Ist  alsdann  a    diese 

Wurzel,  so  wird  der  Faktor r^  ziemlich  nahe  crleich  —  und 

'  p  —  a  q  q 

somit  kleiner  als  y  sein;  und  ist  ß  eine  von  a  hinreichend  verschie- 
dene Gröfse,  so  wird  der  Faktor  ^r—-—^4o-^-^J^.--  sich  ebenfalls 
sehr  nahe  auf  (— j  reducieren  und  demnach  kleiner  als  -^  sein. 
Mithin   würde   es   in  dem   Werte   von   — 4?-^r-   nur   einen   Faktor 
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geben,  der  gröüser  als  die  Einheit  aber  kleiner  als  2  ist,  während  alle 
fibrigen  Faktoren  kleiner  als  1  wären  und  unter  diesen  sich  wenigstens 

einer  fände,  der  kleiner  als  y  oder  sogar  kleiner  als  —  wäre.    Folg- 

lieh  würde  die  Grofse  Jr  *  \  kleiner  als  1  sein.  Dies  ist  aber 
gegen  die  gemachte  Annahme,  dafs  F(jp,q)  ein  Minimum  sein  solle. 
Mithin  ist  schlierslich'^)  der  Bruch  ^  immer  ein  Näherungsbruch  einer 
der  Gröfsen  «,  a,  a\  . . . ,  /J,  /J',  /J",  . . . 

.     123. 

Die  soeben  bewiesene  Bedingung  bestimmt  noch  nicht  das 
gesuchte  Minimum;  sie  giebt  nur  eine  Reihe  von  Gröfsen  an,  unter 

denen  der  Bruch  ^  zu  suchen  ist,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt, 

das  Minimum  zu  liefern.  Das  Verfahren,  welches  man  ein- 
schlagen mufs,  ist  demnach  folglendes: 

Man  entwickle  der  Reihe  nach  jede  der  reellen  Wurzeln  a  der 
Gleichung  aaf^  +  6a;""'*  H +  *  =  0  in  einen  Eettenbrnch. 

Ebenso  entwickle  man  von  den  imaginären  Wurzeln  derselben 
Gleichung  die  reellen  Teile  in  Eettenbrüche. 

Für  ^  nehme  man  der  Reihe  nach  alle  Näherungsbrüche,  welche 

sich  bei  diesen  yerschiedenen  Rechnungen  ergeben,  und  setze  die 
Werte  von  p  und  q  in  die  gegebene  Funktion  ein.  Dadurch  erhält 
man  ebenso  viele  Resultate,  die  jedes  für  sich  eine  Art  yon  Minimum 
sind.  Das  kleinste  von  allen  diesen  Resultaten  oder  das  absolute 
Minimum  wird  dann  dasjenige  sein,  welches  bestimmt  werden  sollte. 

124. 
Bemerkung  1. 

Wenn  die  reelle  Wurzel  a  oder  der  reelle  Teil  ß  einer  imagi- 
nären Wurzel  negativ  ist,  so  führe  man  die  Entwicklung  in  einen 
Kettenbruch  ebenso  aus,  als  ob  sie  positiv  wären,  gebe  aber  sodann 
jedem  Näherungsbruche  das  Zeichen  — ,  bevor  man  ihn  für  —  nimmt. 

*)  Man  findet  diesen  Satz  in  den  Zusätzen  zu  Enler's  Algebra  No.  28; 
jedoch  ist  der  gelehrte  Verfasser  nicht  anf  die  Einzelheiten  des  Beweises  ein- 
gegangen. Einen  solchen  hat  er  für  den  Fall,  wo  das  Minimum  1  ist,  in  den 
Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1768  gegeben;  indessen  besteht 
in  Bezug  anf  die  Gröfsen  ^,  ^',  .  . .  einige  Verschiedenheit  im  Wortlaut  des 
Saises.  Anm.  d.  Verf. 
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Hier  drängt  sich  die  Frage  auf,  welches  der  beiden  Glieder  p 
und  q  negativ  zu  nehmen  ist.  Diese  Frage  ist  leicht  zu  beantworten. 
Ist  der  Exponent  n  der  gegebenen  Gleichung  eine  gerade  Zahl,  so 
ist  es  gleichgültig,  welches  der  beiden  Glieder  p  und  q  man  mit  dem 
Zeichen  —  versieht,  da  die  Gröfse  ap^  +  hp^'^^q  +  •  •  •  vollständig 
dieselbe  bleibt.  Ist  dagegen  der  Exponent  n  eine  ungerade  Zahl,  so 
wird  die  Gröfse  öpp"  +  bp^^^q  +  •  •  •  denselben  Wert  behalten,  aber 
ihr  Zeichen  ändern,  wenn  man  einmal  p  positiv  und  q  negativ,  das 
andere  Mal  p  negativ  und  q  positiv  nimmt,  oder  allgemein,  wenn 
man  zu  gleicher  Zeit  die  Vorzeichen  von  p  und  q  ändert. 

Man  sieht  hieraus,  dafs  im  Falle»  eines  ungeraden  n  die  bei- 
den Gleichungen 

ap»  +  ^P'*~^ä'  +  •  •  •  +  ^ff"  =  +  J? 
und  I 

ap""  +  bp^'-^q  -\ f-  Äg*  =  —  fl^ 

stets  gleichzeitig  auflösbar  sind. 

125. 
Bemerkung  2« 

Entwickelt  man  jede  Wurzel  a  nach  der  oben  (No.  100)  aus- 
einandergesetzten Methode  in  einen  Eettenbruch,  so  kann  man  sich 
der  Mühe  überheben,  den  Wert  von  F{p,  q)  für  jeden  Näherungs- 
bruch ^  zu  berechnen.  Denn  ist  die  transformierte  Gleichung,  welche 
dem  Näherungsbruche  —  entspricht,  die  folgende: 
Äf^  +  B0^-^  H =  0, 

so  ist  der  erste  Koefficient  Ä  dieser  transformierten  Gleichung  genau 
der  Wert  von  F(p,  q).  Man  braucht  also  nur  auf  das  erste  Glied 
jeder  transformierten  Gleichung  zu  achten,  um  das  verlangte  Minimum 
zu  erhalten. 

Dasselbe  würde  hinsichtlich  der  Gröfsen  ß  stattfinden,  wenn  maii 
ihre  Entwicklung  mittelst  der  Gleichung,  deren  reelle  Wurzeln  sie 
sind,  ausf&hrte.  Da  aber  diese  Gleichung  in  der  Regel  von  einem 
zu  hohen  Grade  ist,  so  ist  es  besser,  diese  Entwicklung  mit  Hülfe 

eines  Näherungswertes   von   ß  auszuführen  und  alsdann  für  ^  die 

daraus  entstehenden  Näherungsbrüche  (No.  114)  einzusetzen.  Übrigens 
wird  man  sogleich  sehen,  dafs  die  Entwicklung  dieser  Gröfsen  nur 
bis  zu  einer  bestimmten  Grenze  fortgesetzt  zu  werden  braucht. 
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126. 
Bemerknng  8. 

Die  angegebenen  Rechnungen  sind  dieselben^  mag  nun  das  Mini- 
mum bereits  bestimmt  sein,  wie  dies  der  Fall  ist,  wenn  man  die 
Gleichung  a<*  +  6^""*w  +  ct^—^u^  -j-  . . .  -j-  Aju*»  =  +  1  auflösen  will, 
oder  mag  man  einfach  suchen,  welches  der  kleinste  Wert  ist,  den  die 
linke  Seite  dieser  Gleichung  annehmen  kann.  Im  ersten  Falle  begreift 
man  wohl  ohne  weiteres,  dafs  das  Problem  nicht  immer  auflösbar 
ist;  im  zweiten  Falle  hat  man  nichts  weiter  zu  thun,  als  unter  meh- 
reren Beihen  bekannter  Zahlen  die  kleinste  Zahl  herauszusuchen. 

Da  aber,  in  beiden  Fällen  die  Berechnung  der  Entwicklung  sich 
ins  Unendliche  erstreckt,  und  da  man  über  den  zweiten  Grad  hinaus 
kein  Gesetz  kennt,  welchem  die  aufeinanderfolgenden  Quotienten  und 
transformierten  Gleichungen  unterworfen  wären,  so  hat  man  offenbar 
das  Minimum  der  Funktion  a<"  +  bC^^'^u  +  •  ■  •  +  ku^  nur  unter  der 
Annahme  bestimmt,  dafs  t  und  u  den  gröfsten  Zähler  und  Nenner 
der  berechneten  Näherungsbrüche  nicht  übersteigen.  Man  kann  also 
nicht  behaupten,  dafs  ein  gleiches  oder  selbst  kleineres  (wenn  es  nicht 
schon  +  1  ist)  Minimum  nicht  eintreten  könnte  für  weitere  Nähe- 
nmgsbrüche,  deren  Zähler  und  Neuner  noch  gröfser  sind.  In  der 
That  sieht  man  keinen  Hinderungsgrund  dafür,  dafs  nicht  auch  bei 
sehr  grofsen  Werten  von  p  und  q  die  Funktion'  ap^  +  6|)"~~^g  -}-.,. 
sich  auf  1  oder  auf  eine  sehr  kleine  Zahl  reducieren  könnte,  so  dafs 
es  scheint,  als  ob  man  in  dieser  Hinsicht  keine  Grenze  angeben  kann. 
Wir  bemerken  jedoch,  dafs  eine  solche  Unbestimmtheit  hinsicht- 
lich der  Gröfse  der  Zahlen  p  und  q  nicht  stattfinden  kann  bei  den 
Näherungsbrüchen,  welche  aus  der  Entwicklung  des  reellen  Teiles  ß 
einer  imaginären  Wurzel  ß  +  yY —  1  hervorgehen.  Denn  ein  solcher 
Faktor  wie  (p  —  ßqf  +  y*3*  kann  nur  bis  zu  einem  gewissen  Punkte 
abnehmen,  nämlich  so  lange  die  Abnahme  des  Teiles  (jp  —  ßqy  be- 
trächtlicher ist  als  die  Zunahme  des  andern  Teiles  y^qK  Bald  nachher 
aber  müssen  diese  Faktoren  schnell  zunehmen.  Deshalb  sieht  man, 
dafs  es  nicht  notwendig  ist,  die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  ß,  ß^,  ... 
sind,  zu  suchen,  sondern  dafs  man  sich,  wie  schon  erwähnt,  mit 
einem  Näherungswerte  dieser  Gröüsen  begnügen  kann. 

127. 


reichend   nahekommender  Näherungsbruch   sei,   so   dafs   die 


Wir   wollen  annehmen,   dafs  —  ein  der  Wurzel  a  hin- 

3 
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DiflFerenz  —  —  a  viel  kleiner  sei  als  die  Diflferenz  zwischen  der  Wurzel 

a  und  jeder  der  andern  Wurzeln  oder  reellen  Teile  der  Wurzeln  a\ 
a",  ...  ß,  ß\  ...     Setzt  man  dann  zur  Abkürzung: 

L  =  («_«')(«-«")•••  ((«-^)*  +  y»)  ((«-/S')» +  /')•••, 

SO  hat  man  sehr  nahe: 

Ist  z  der  dem  Näherungsbruche   ^  entsprechende  vollständige  Quo- 
tient, so  ist: 

JP  —  agr  =  + 
mithin: 


qz  +  q^' 

—  2 


■F(l>,2)  =  ±«i  — 


3 


Da  in  dieser  Formel  aL  eine  konstante  Gröfse  ist^  so  sieht  man, 
dafs,  wenn  F{p,  q)  eine  gegebene  Zahl  sein  soU^  der  Quotient  g  im 
Allgemeinen  mit  g"~-*  proportional  sein  mufs. 

Will  man  also  z.  B.,  dafs  sich  F(p,q)  auf  +  1   reduciere,  wie 
dies  in  den  vorgelegten  Gleichungen  notwendig  ist,  so  mufs  nahezu 

0  =  aLq*"^ 
sein.    Dies  ist  die  Gröfse  der  Quotienten^  aus  denen  man  die  Nähe- 
rungsbrQche  erkennt^  welche  der  Bedingung  des  Minimums 

F(p,q)  =  ±l 
genügen.'    Diese  Formel  ist  besonders  dann  von  Nutzen,  wenn  die 
Entwicklung  einer  Wurzel  nicht  nach  der  Methode  der  aufeinander- 
folgenden transformierten  Gleichungen,  sondern  mit  Hülfe  eines  Nähe- 
rungswertes dieser  Wurzel  (No.  112)  vorgenommen  wird. 

In  dem  Mafse,  wie  das  Entwicklungsverfahren  fortschreitet,  nimmt 
der  Wert  von  q  und  demnach  der  von  0  (denn  man  setzt  hier  n  >  2 
voraus)  zu,  so  dafs  es  immer  weniger  wahrscheinlich  wird,  dafs  man 
den  für  das  Minimum  erforderlichen  Quotienten  0  finden  werde.  Wenn 
jedoch  die  Wurzel  a  von  einer  oder  mehreren  andern  Wurzeln  a,  a\  . . . 
oder  von  den  Gröfsen  ^,  /J',  . . .  nur  sehr  wenig  verschieden  ist,  so 
kann  die  Grenze  L  äufserst  klein  werden,  und  es  wird  nicht  mehr 
ein  ebenso  beträchtlicher  Quotient  0  erforderlich  sein,  um  das  Mini- 
mum von  JP(p,  q)  zu  erhalten.  Diese  Bemerkung  steht  mit  den  be- 
reits auseinandergesetzten  Eigenschaften  (No.  109  und  110)  im  Ein- 
klang. 
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Nimmt  man  zweitens  an,  dafs  -^  einer  der  Näherungs- 
brüche  der  Gröfse  /3  sei;  setzt  man  ferner  voraas^  dafs  die  Diffe- 
renz  zwischen  -^  und  ß  um  vieles  kleiner  sei  als  y  und  ebenso  um 

Yieles  kleiner  als  irgend  eine  der  Gröfsen  «,  a ,  a\  . . .  /J',  /8",  . . . , 
und  macht  man  zur  Abkürzung: 

80  erhalt  man  nahezu: 

F(jp,  q)  -=  ag'y'A. 

Soll  also  F{p,  S')  =  +  1  sein,  so  mufii  man 

haben;  mithin  kann  q  nicht  gröfser  sein  als  1/ — ^t;  woraus  her- 

vorgeht;  dafs  das  Minimum  +  1  mit  Hülfe  der  imaginären  Wurzeln 
nur  in  sehr  beschränkten  Fällen  eintreten  kanu,  sobald  y  oder  ji  sehr 
klein  sind,  d.  h.  sobald  nahezu  gleiche  Wurzeln  vorhanden  sind.  Zu 
gleicher  Zeit  erhält  man  die  Grenze  des  Nenners  q,  über  welche 
hinaus  es  überflüssig  ist,  die  Entwicklung  der  Gröfse  ß  sowie  das 
Probieren  mit  den  daraus  sich  ergebenden  Näherungsbrüchen  fort- 
zusetzen. 

Wir  haben  bereits  im  vorhergehenden  Paragraphen  Beispiele 
fOr  die  Auflosung  der  homogenen  unbestimmten  Gleichungen  ^  deren 
rechte  Seite  +  1  ist,  gegeben;  wir  begnügen  uns  daher,  ein  neues 
Beispiel  hinzuzufügen,  in  welchem  eine  Lösung  durch  die 
reelle  Wurzel,  eine  andere  durch  die  imaginären  Wurzeln 
gegeben  wird. 

128. 

BeispieL 

Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  das  Minimum  der  Funktion 

7fi  —  llO^^w  +  b&btu^  —  941m* 
zu  finden. 

Betrachtet  man  die  Gleichung: 

la?  -  nOci?  +  565a:  —  941  =  0, 

&o  findet  man,  dafs  dieselbe  eine  reelle  Wurzel  zwischen  3  und  4 
Qod  zwei  nur   wenig  von  einander  verschiedene  imaginäre  Wurzeln 


k'  ■ 
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Folgendes  ist  die  Kettenbruchentwicklung  der  reellen  Wurzel: 


7ar^  -  nOx^  +  565a;  —  941  =  0 


1 

3:1 

2 

4:1 

1 

11:3 

140 

15:4 

1 

2111  :  563 

1 

2126 :  567 

4 

4237  :  1130 

46 

19074 :  5087 

1 

877404 :  Ö35132 

819 

896478 :  240219 

2 

U.  8.  W. 

6 

2 

— .47;er»  +  94^«  —  47/J  +  7  =  0 

7ä»~47j&-47  =  0 

-  85i&»  +  31  js^  +  42i&  +  7  =  0 

0^  -  139;^*  —  218;?  —  85  =  0 

—  11005r^  +  19662^*  +  281^  +  1  =  0 

8939;^  +  6590;?«  —  13353;?  —  11005  =  0 

-8829;?»+  26644i?*+33407j?+8939  =  0 

3807 r*  -  177233xr«  -  79304;?-  8829  =  0 

-  8123689r»  +  7782096^« 

+  348133^  +  3807  =  0 
103470»  -  8458742^«  -  16588971;? 

-  8123689  =  0 
u.  s.  w. 


u.  s.  w. 

Aus  den  ersten  Gliedern  der  transformierten  Gleichungen  sieht 
man,  dafs  das  Minimum  4~  1  stattfindet,  sobald  t^=  16  und  ti  *»  4 
ist^  so  dafs  diese  Werte  der  Gleichung  genügen: 

Ifi  —  llOfiu  +  565^M*  -  941  tt»  =  1. 

In  der  weiteren  Rechnung  findet  man  keine  transformierten  Glei- 
chungen mehr,  deren  erstes  Glied  den  Eoefficienten  1  hat.  Demnach 
ist  man  sicher,  dafs  die  erste  Wurzel  keine  andere  Losung  der  vor- 
stehenden Gleichung  liefert,  wofern  man  nicht  die  Zahl  u  viel  grofser 
als  819  .  240219  annimmt;  aber  gerade  wegen  dieser  Gröfse  erscheint 
es  wenig  wahrscheinlich,  dafs  die  Fortsetzung  der  Rechnung  neue 
Werte  von  t  und  u  liefern  werde. 

Man  hat  daher  nur  noch  den  reellen  Teil  der  imaginären  Wur- 
zeln in  einen  Eettenbruch  zu  entwickeln.  Da  nun  aber  die  Gleichung 
nur  vom  dritten  Grade  ist,  so  wird,  wenn  man  mit  a  die  reelle  Wurzel, 
deren  angenäherten  Wert  wir  soeben  gefunden  haben,  bezeichnet,  der 
reelle  Teil  ß  der  imaginären  Wurzeln  der  folgende  sein: 

110  1 


1:0 


ß 
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Seist  man  den  bekannten  Wert  von  a  ein^  und  entwickelt  man  das 
Besidtat  in  einen  Eettenbruch,  so  erhält  man  folgende  Quotienten 
und  NäherungsbrQche: 

Quotienten:  5,     1,    55,       1    ,      2   ,     2,     1,    3 

Naherungsbrüche:  -,    y,     y,    -^g-,    -gy,--- 

Nimmt  man  nun  nach  und  nach  für  —  diese  verschiedenen  Näherungs- 
brüche, so  findet  man,  dafs  die  Werte  ^ »s  6,  u=  1  ebenfalls  das 
Minimum  -{-  1  ergeben  und  somit  eine  zweite  Losung  der  unbe- 
stimmten Gleichung 

Ifi  —  llOfu  +  565tu^  —  941  w»  =  1 

liefern.  Es  würde  überflüssig  sein,  fQr  —  andere  Näherungsbrüche 
zu  nehmen,  da  die  oben  gefundene  Grenze 


nahezu  g  =  1  ergiebt.  , 


Zweiter  Hauptteil. 
Allgemeine  Eigenscliafteii  der  Zahlen. 


§  1. 
Sätze  über  die  Primzahlen. 

129. 

Satz.    Ist  c  eine  Primzahl  und  N  eine  beliebige  durch  c 

nicht  teilbare  Zahl,  so  ist  die  Gröfse  ^*~*  —  1  durch  c  teil- 

bar;  so  dafs  man  erhält: 

2V^— 1—  1 

=  ganze  Zahl  =  e*). 

Ist  X  eine    beliebige  ganze  Zahl,   und  betrachtet  man   die  be- 
kannte Formel: 

SO  sieht  man  leicht,  dafs  alle  Glieder  dieser  Reihe ,  mit  Ausnahme 
des  ersten  und  des  letzten,  durch  c  teilbar  sind.  Ist  nämlich  M  der 
Koefficient  von  af^,  so  hat  man: 

^=1—2: 3 — m 

oder: 

Jlf .  1 .  2  .  3  . . .  w  =  c (c  —  1)  (c  —  2)  • .  •  (c  —  w  +  1). 

Da  nun  die  rechte  Seite  durch  c  teilbar  ist,  so  mufs  es  auch  die 
linke  sein,  und  da  der  Exponent  m  in  den  in  Frc^e  kommenden 
Gliedern  nicht  grofser  ist  als  c  —  1;  so  kann  c,  welches  als  PrimzabI 
vorausgesetzt  ist;  nicht  in  dem  Produkte  1  .  2  .  3  . . .  m  aufgehen.   Es 


*)  Diesen  Satz,  einen  der  hauptsächlichsten  in  der  Zahlentheorie,  verdankt 
man  Fermat.  Ein  Beweis  dafür  ist  von  Eni  er  an  verschiedenen  Stellen  der 
Abhandlungen  der  Petersburger  Akademie  und  besonders  im  1.  Bande  der  „Kovi 
Commentarii"  gegeben  worden.  Anm.  d.  Verf. 
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mufs  daher  notwendig  fÖr  jeden   Wert  von  w=l   bisw^c  —  1 
in  M  aufgehen.     Mithin  ist  die  Gröfse 

(l  +  xy—l  —  af 
teilbar  durch  c^  welches  auch  die  ganze  Zahl  x  sein  möge. 

Ist  jetzt   1  +  a;  =  JV,   so  geht  die  vorstehende  Gröfse  über  in : 

Da  diese  teilbar  ist  durch  Cy  so  erhält  man,  wenn  die  Vielfachen  von 
c  fortgelassen  werden: 

oder: 

N^  ^  N={N—iy-'{N-  1). 

Setzt   man  jetzt  N —  1   für  -W  und  läfst  stets  die  Vielfachen  von  c 
aofser  Acht,  so  wird  analog: 

(JV-  ly  --  (iV^-  1)  —  (N—  2y  -  {N—  2). 
Fährt  man  in  dieser  Weise  fort^  indem  man  immer  von  gleichen 
Resten  zu  gleichen  Resten  übergeht,  so  gelangt  man  notwendig  zu 
dem  Reste  (JV  —  JV)^  —  (^  —  N),  der  offenbar  gleich  0  ist.  Dem- 
nach sind  auch  alle  vorhergehenden  Reste  gleich  0;  und  somit  ist 
N^  —  N  teilbar  durch  c.  ' 

Da  aber  N*'  —  N  das  Produkt  aus  N  und  N^~^  — -  1  ist  und 
da  ^nach  Voraussetzung  nicht  teilbar  ist  durch  c,  so  mufs  JV*^~^  —  1 
durch  c  teilbar  sein,  w.  z.  b.  w. 

Ziuatz.    Ist  c  eine  Primzahl,  so  kann  man  der  Gleichung 


x'-^  -  1 
=  e 

€ 

Genüge  leisten,  indem  man  f ür  rr  eine  beliebige  durch  c  nicht  teilbare 
Zahl  setzt.  Betrachtet  man  daher  nur  diejenigen  Werte  von  x,  welche 
positiv  und  kleiner  als  c  sind,  so  sind  diese  Werte  die  aufeinander- 
folgenden Zahlen  1,  2,  3,  4,  ...  c  —  1.  Betrachtet  man  aber  die- 
jenigen Werte  oder  Lösungen,   welche   zwischen -c  und  -\--^c 

liegen,  so  sind  diese  Werte  oder  Losungen: 

±1,    ±2,    +3,...  ±^. 
In  beiden  Fällen  ist  die  Anzahl  der  Lösungen  der  in  Rede  stehenden 
Gleichung  gleich  c  —  1 ,  also  gleich  dem  Exponenten  von  x. 

130. 
Sats.    Ist  n  eine  Primzahl,  so  ist  das  Produkt 
1  .  2  .  3  . . .  (n  —  1) 
vermehrt  um  1  durch  n  teilbar. 

Logendre,  Z*hlentheorie  I.  13 


rr^^ 


f 

i 


1 


194 


Zweiter  Hauptteil. 


Aus  der  DiflFerenzenrechnung  ergiebt  sich  nämlich,  dafs  für  jede 
ganze  Zahl  m  die  Gleichung  besteht: 

m'"--(m       .,     ,         j    2 

m  {m  —  1)  (w  —  2) 


1.2.3 


m 


ir+'-PTT-C^'-z)- 


1.2.3  (»»-3)'»  +  ... 

n  —  1,  und  läfst  man  die  Vielfachen  von  n  aufser 


Setzt  man  m 

Acht,  so  erhält  man  dem  vorhergehenden  Satze  zufolge: 
w'«  =  1,     (m  —  ly*  =  1,     (m  —  2)"»  =  1,  ... 

Mithin  reduciert  sich  das  Produkt  1  .  2  .  3  . . .  w,  wenn  man  dieselben 
Gröfsen  wegläfst,  auf: 


i  1.2  1  •  * 


m  (w  —  1)  (m 


2) 


+ 


wobei  die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Reihe  gleich  m  ist.  Nun  bilden 
aber  diese  m  Glieder  die  Entwicklung  der  Potenz  (1  —  1)"*,  vermin- 
dert um  das  letzte  Glied  derselben,  welches  -\-  l  ist,  da  w  eine  ge- 
rade Zahl  ist.    Mithin  ist  die  Summe  der  in  Frage  kommenden  Glieder 

=  (1  — 1)«— 1= 1.   Es  istdaherdieGröfsel.2.3...(w-l)-f  1 

durch  n  teilbar. 

131. 

Dieser  Satz,  dessen  Warin g  in  seinen  Meditationes  algebraicae 
Erwähnung  thut,  und  dessen  Entdeckung  er  Jean  Wilson  zuschreibt, 
wurde  zuerst  von  Lagrange  in  den  Abhandlungen  der  Berliner 
Akademie  vom  Jahre  1771  und  sodann  von  Euler  in  seinen  Opus- 
cula  analytica  Bd.  I  bewiesen.  Er  ist  besonders  bemerkenswert, 
weil  er  nur  gilt,  sobald  w  eine  Primzahl  ist.  Denn  ist  n  aus 
irgend  zwei  ungleichen  Faktoren  a  und  b  zusammengesetzt,  so  werden 
diese  Faktoren  notwendig  alle  beide  unter  den  Zahlen  1,  2,  3, ...  n  —  1 
vorkommen,  und  die  Gröfse  1  .  2  .  3  . . .  (n  —  1)  +  1  wird  durch  n 
geteilt  den  Rest  -|-  1  lassen.  Dasselbe  würde  auch  stattfinden,  wenn 
n  gleich  dem  Produkte  zweier  gleichen  Faktoren  axa  wäre;  denn 
alsdann  würden  sich  a  und  2a  in  der  Reihe  1,  2,  3  . . .  n  —  1  vor- 
finden. Es  würde  somit  das  Produkt  dieser  Zahlen  durch  a*  oder  n 
teilbar  sein,  und  das  um  1  vermehrte  Produkt  würde  den  Rest  1 
lassen. 

Man   kann   hieraus   eine  allgemeine   und  untrügliche  Regel 
ableiten,  um   zu  erkennen,  ob  eine  gegebene  Zahl  n  FrimBshl 
ist  oder  nicht.     Dazu  addiere  man  1  zu  dem  Produkte 
1  .  2.3.4...  (n-  1). 
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Ist  die  Summe  durch  n  teilbar,  so  ist  die  Zahl  n  eine  Primzahl;  ist 
die  Summe  nicht  durch  n  teilbar,  so  ist  die  Zahl  n  zusammengesetzt. 
Obwohl  aber  diese  Regel  theoretisch  sehr  schön  ist,  so  hat  sie  doch 
in  der  Praxis  wegen  der  ungeheuren  Gröfse,  zu  welcher  das  Produkt 
1 .  2  .  3  . . .  (w  —  1)  bald  anwächst,  gar  keinen  Nutzen. 

Wir  bemerken,  dafs  die  Zahlen  n  —  1,  n  —  2,  n  —  3,  .  . .,  als 

•Reste  der  Division  durch  n  betrachtet,  den  Besten  —  1,  — 2,  — 3,  ... 

äquivalent    sind;    ferner   ist,    da  n  als  ungerade    Zahl  vorausgesetzt 

wurde,  die  Anzahl  der  Faktoren  1,  2,  3,  ...  w  —  1  eine  gerade  Zahl. 

Mithin  wird  das  Produkt  1  .  2  .  3  ...  (n  —  1)  bei  der  Division  durch 

n  denselben  Rest  lassen,    wie   +  1^ .  2*  •  3*  •  •  •  \T'   )  ,  wobei  das 

obere  Zeichen  gilt,  wenn  n  von  der  Form  4Ä  +  1,  und  das  untere, 
wenn  n  von  der  Form  4Ä  +  3  ist.     Folglich: 

1)  Ist  die  Primzahl  n  von  der  Form  4&  +  I,   so  ist  die 

Gröfse  f  1  •  2  •  3  •  •  •  —^  )  "I"  ^  durch  n  teilbar.  Man  kennt  da- 
her auf  diese  Weise  von  vornherein  eine  Summe  von  zwei  Quadraten 
a*  -f  1 ,  die  durch  n  teilbar  sein  mufs. 

2)  Ist  die  Primzahl  n  von   der  Form  4Ä;  +  3,   so  ist  die 

Gröfse  (l  -  2  •  3  •  •  • — - — j    — 1   durch  n  teilbar;   mithin  mufs 

n  in  einer  der  beiden  Gröfsen 

1.2.3...  '^^^  +  1     oder     1.2.3...  "^"^   -  1 

aufgehen. 

132. 

Hülfssatz.     Ist    c    eine    Primzahl    und    P    ein    Polynom 
ni^  Grades,  dessen  Koefficienten  ganze  Zahlen  sind,  also 
P  =  aaf"  +  ßx"'-^  +  ya;'«-2  -| 1-  cj, 

so  kann  es  zwischen  -|-  — c  und c  nicht  mehr  als  m  Werte 

von  X  geben,  für  welche  dieses  Polynom  durch  c  teilbar  ist. 
Denn  ist  Ä  ein  erster  Wert  von  x,  für  welchen  P  durch  c  teilbar 
ist,  80  kann  man  P  =  (o?  —  h)  P'  -\-  Ac  setzen  und  erhält  für  P' 
ein  Polynom  m '—  1*®"  Grades  in  x.  Ist  Iz  ein  zweiter  Wert  von  rc, 
für  welchen  P  durch  c  teilbar  ist,  so  mufs  für  diesen  Wert  (a; — äj)P' 
durch  c  teilbar  sein.  Nun  kann  aber  der  Faktor  x  —  i,  der  in 
^  —  fc  übergeht,  nicht  durch  c  teilbar  sein,  da  A;  und  H  der  Voraus- 
setzung nach  beide  kleiner  als  yC  sind.     Mithin  kann  P  nur  dann 

13* 
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zum  zweiten  Male  durch  c  teilbar  sein,  wenn  c  ein  Teiler  von  F  ist. 
Das  Polynom  P  vom  Grade  m  läfst  somit  nur  eine  Lösung  mehr  zu 
als   das  Polynom  P'   vom  Grade  m  —  1  •,   es  kann  somit  nicht  mehr 

als  w  verschiedene  Werte  von  x  zwischen  +  y  ^  und ^  c  geben, 

für  welche  P  durch  c  teilbar  ist. 

Wir   betrachten  als  Lösung  oder  Wurzel  der  Gleichung 

P  11 

—  =  e  jeden  zwischen  -\-  -^  c  und —c  liegenden  Wert  von  x, 

welcher  die  linke  Seite  zu  einer  ganzen  Zahl  macht  Die 
Anzahl  dieser  Lösungen,  die  man  auch  zwischen  0  und  c  nehmen 
könnte,  darf  niemals,  wie  eben  bewiesen  worden,  den  Exponenten  m 
übersteigen.  Hat  man  aber  eine  solche  Lösung  z.  B.  a?  =  A:,  so  kann 
man  allgemeiner  x  ^=^lz-\'  cz  setzen,  wo  z  eine  positive  oder  nega- 
tive ganze  Zahl  bedeutet.    Alsdann  werden  alle  in  dieser  Formel  ent- 

p 
haltenen  Werte  von  x  der  Gleichung  —  =  e  Genüge  leisten. 


133. 

Satz.  Ist  c  stets  eine  Primzahl  und  P  ein  Polynom  v/i^ 
Grades,  welches  ein  Teiler  ist  von  dem  Binom  a:^""^ —  1,   so 

giebt  es  immer  m  Werte  von  x  zwischen  +^c  und ~c^ 

für  welche  dieses  Polynom  durch  c  teilbar  ist. 

Es  sei  nämlich  af  ~^  —  1  =  TQ^  wo  Q  ein  anderes  Polynom 
vom  Grade  c  —  1  —  w   ist     Da  es  nun  c  —  1  Werte  von  x  giebt, 

für  welche  die  linke  Seite  durch  c  teilbar  wird,  nämlich  +1,  +2, 

g \ 

+  3,  •  •  •  +  —  2 — ,  so  mufs  für  jeden  dieser  Werte  entweder  P  oder 

Q  durch  c  teilbar  sein,  unter  diesen  c  —  1  Werten  kann  es  nicht 
mehr  wie  m  geben,  für  welche  P  durch  c  teilbar  wird,  da  P  nur 
vom  Grade  m  ist;  es  kann  aber  auch  nicht  weniger  als  m  geben,  da 
sonst  Q  für  mehr  als  c  —  1  —  m  Werte  von  x  durch  c  teilbar  sein 
müfste,  was  unmöglich  ist,  da  Q  nur  vom  Grade  c  —  1  —  fw  ist 
Mithin  ist  die  Anzahl  der  Werte  von  a;,  für  welche  P  durch  c  teilbar 

ist  und  die  zwischen  +  -^  c  und  —  —c  liegen,  genau  gleich  m. 

Bemerkung.  Derselbe  Satz  würde  gelten,  wenn  P  ein  Teiler 
von  rc^—^  —  1  +  c2J  wäre,  wo  2J  ein  Polynom  von  beliebigem  Grade 
darstellt. 


r 
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134. 

Säte.    Ist  die  Primzahl  c  ein  Teiler  von  a^  -{-  N,  vfo  N  eine 
gegebene  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet,  so  muls  die 

Grofse  ( — JV)  *    —  1  durch  c  teilbar  sein.     Umgekehrt  wird 
eS;  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  eine  Zahl  x  (kleiner 

als  yc)  von  der  Beschaffenheit  geben,  dafs  sich  a;^  +  -N' durch 

c  teilen  läfst.    (Ausgenommen  wird  der  Fall  c  =  2,  sowie  der,  wo 
N  durch  c  teilbar  ist). 

1)  Ist  nämlich  c  ein  Divisor  von  x^  -{-  Ny  so  ergiebt  sich,  wenn 
man  die  Vielfachen  von  c  aufser  Acht  läfst,  ä*  =  —  ^,  folglich: 

c— 1 

af^-^—l=(-N)^    —  1. 

Da  nun  die  linke  Seite  durch  c  teilbar  ist,  so  mufs  es  auch  die  rechte 
Seite  sein. 

2)  Nimmt  man  an,  dafs  ( —  N)  ^  —  1  durch  c  teilbar' sei,  so 
setze  man  diese  Gröfse  gleich  er.     Dies  giebt: 

af-^  -  1  —  er  =  af-^  _  (_  iVT)  ^  . 
Setzt  mau  aber  für  den  Augenblick  c  —  1=2 6,  —  N==  Jf,  so  geht 
die  rechte  Seite  über  in  o?**  —  Jf  *,  und  dies  ist  teilbar  durch  x^  —  M 
oder  x^  +  N.     Mithin  geht  x^  -]-  N  auch  in  der  linken  Seite 

x^"^  —  1  —  er 
auf.   Es  giebt  daher  (No.  133)  notwendig  zwei  Werte  von  x,  welche 
kleiner  als  —  c  sind,  und  für  welche  ic*  +  ^  durch  e  teilbar  wird. 

Diese  beiden  Werte  sind  im  Grunde  genommen  nur  einer,  da  sie  sich 
nur  durch  ihr  Vorzeichen  von  einander  unterscheiden. 

Bemerkung.  Wir  haben  bewiesen,  dafs,  wenn  ^  eine  beliebige 
Zahl  und  e  eine  Primzahl  ist,  welche  nicht  in  N  aufgeht,  die  Grofse 
N^"^ —  1  stets  durch  c  teilbar  ist.  Diese  Grofse  ist  das  Produkt 
der  beiden  Faktoren: 

c— 1  c  —  l 

N~^    +1     und     iV^  «    —  1. 
Es  mufs  daher  entweder  der  eine  oder  der  andere  von  diesen  beiden 
Faktoren    durch  c  teilbar   sein.     Daraus   geht  hervor,   dafs  die 

Grofse  N  *      bei   der  Division    durch   e  jederzeit   den  Rest 
+  1  oder  den  Rest  —  1  läfst. 
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135. 

c— 1 

Da  derartige  Grofsen  wie  N  ^  sehr  häufig  im  Verlaufe 
unserer  Untersuchungen  auftreten  werden,  so  werden  wir 
uns  des  abgekürzten  Zeichens 

c— 1 

bedienen,  um  den  Rest,  welchen  N  ^  bei  der  Division  durch 
c  ergiebt,  auszudrücken.  Dieser  Rest  kann,  wie  wir  soeben 
gesehen  haben,  nur  entweder  gleich  -\-l  oder  gleich  —  1  sein. 

Wenn  ( — j  =+1  ist,  so  sagt  man,  N  sei  ein  quadratischer 

c  — 1 

Rest  von  c,  weil  alsdann  N  ^  bei  der  Division  durch  c  den  Rest 
+  1   läfst,   und   dies  die  notwendige  Bedingung  dafür  ist,  dafs  c  in 

a?  —  N  aufgeht.  Ist  dagegen  (  j  =  —  1,  so  sagt  man,  N  sei 
ein  quadratischer  Nichtrest  von  c. 

In  dem  Ausdrucke  ( — j  bedeutet  N  eine  beliebige  positive  oder 

negative  Zahl,  c  dagegen  immer  eine  Primzahl  mit  Ausnahme  von  2. 

Ist  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1,  so  ist  der  Ex- 

ß \      ^ 

ponent  — ^~   eine   gerade   Zahl;    dagegen   ist  dieser   Exponent 

ungerade,  sobald  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  3  ist. 
Im  ersten  Falle  mufs  somit 

im  zweiten 

sein. 

Ein  Ausdruck  wie  (    — j   ist  stets  das  Produkt  der  bei- 
den Ausdrücke  ( — j  und  (     j.    Denn  setzt  man: 

(?)  =  '*'  (f)  =  ''' 

so  ist  aus  der  Bedeutung  dieser  Ausdrücke  ohne  weiteres  ersichtlich, 
dafs  man 

c— 1  c  — 1 

M  ^   =  mc  -{-  yby    I^  ^   =  nc  -{-  V 
setzen  kann,  wo  m  und  n  ganze  Zahlen  bedeuten.     Daraus  folgt: 

{MN)  2   =  (mc  +  iL)  (nc  +  v). 
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Wie    man  sieht,  läfst  die  rechte  Seite  bei  der  Division  durch  c  den 
Rest  iiv]  man  erhäH  daher: 

m-(?)(f). 

und  ebenso  fiir  eine  gröfsere  Anzahl  von  Faktoren. 

In  dem  Falle  zweier  gleichen  Faktoren  ist  der  Ausdruck 

(  ),    welcher    dasselbe    bedeutet    wie    y    -jxy — ]    jederzeit 

gleich  +  1,   da  jeder  Faktor   i — j   nur  entweder   -|-  1    oder  —  1 

sein  kann« 

136. 

Ist  N  eine  gegebene  Zahl  und  sucht  man  die  Potenz  N'',  für 
welche  ^*  —  1  durch  die  Primzahl  c  teilbar  wird,  so  genügt  es,  wie 
man  sieht,  x  ^^^  c  —  1  zu  setzen. 

Will  man  ferner,  dafs  N' —  1  durch  die  Potenz  c"*  der  Primzahl 
c  teilbar  sei,  so  mufs  man  x  =  c"*~*  (c  —  1)  setzen.     Denn  ist: 

oder: 

N'-^=  1  +cM, 

und  erhebt  man  jede  Seite  auf  die  Potenz  6"*~^,  so  erhält  man: 

Hieraus  sieht  man,  dafs,  wenn  man  x  =  {c —  l)c"*~^  setzt,  die  Gröfse 
Jis*  —  1  durch  (f  teilbar  ist. 

Ist  allgemein  N  eine  gegebene  Zahl  und  will  man,  dafs  N^  —  1 
durch  eine  andere  Zahl  A^  welche  prim  zu  N  ist,  teilbar  sei,  so  mufs 
man  A  in  seine  Primfaktoren  a,  h.  c,  . . .  zerlegen,  so  dafs 

A  ^a'^Wcr ... 
wird.    Nimmt  man  dann: 

a:  =  a«-n«~  Ijfc^-H^—  l)6-y-^(c^  1)..., 
80   wird    offenbar    -W*  —  1    zu    gleicher    Zeit    durch    a",    fc/*,    c^,  .  .  . 
teilbar  sein.     Mithin  ist  diese  Gröfse  auch  durch  das  Produkt 

A  =  a'^Wcy  .  . . 
teilbar. 

Da  a  —  1,  h  —  1,  c  —  1-,  ...  einen  oder  mehrere  gemeinsame 
Faktoren  haben  können,  so  erhält  man,  wenn  man  die  kleinste  Zahl, 
welche  gleichzeitig  durch  a—  1,  6—1,  c  —  1,  ...  teilbar  ist, 
-4'  nennt,  einfacher: 

X  =  Aa"-^¥7-^cy-^  . .. 
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137, 

Hieraus   erkennt  man^  dafs  man  eine  Lösung  jeder  unbe- 
stimmten Gleichung  ersten  Grades 

jpy  —  ^0  =  r 
unmittelbar  erhalten  kann.     Dazu  mufs  man 

setzen  und  x  derart  bestimmen,  dafs  p^  '^  \  durch  die  gegebene 
zu  p  relativ  prime  Zahl  q  teilbar  sei.  Denn  nennt  man  h  den  Quo- 
tienten, so  hat  man: 

r(p*-.l)  , 

0  =  — ^ ~  =  rh. 

9. 

Darauf  ergiebt  sich  allgemeiner: 

y  =  rh  +pXy 
wo  X  eine  beliebige  positive  oder  negative  Zahl  ist.  Man  sieht  aber 
auch,  dafs  diese  Losung  meistens  weit  complicierter  sein  würde  als 
die,  welche  man  durch  das  gewöhnliche  Kettenbruchverfahren  erhält, 
.  welches  nicht  voraussetzt,  dafs  man  zuvor  die  Primfaktoren  der  Zahl 
q  gesucht  habe.  Siehe  Bd.  VIII  der  Nov.  Com.  Petrop.  vom  Jahre 
1760  und  1761. 

§  2. 
öntersnchimg  der  Form,  welche  die  Teiler  der  Formel  t^  +  au^  besitzen. 

138. 

In  der  Formel  f^  +  au^  betrachten  wir  a  als  eine  gegebene 
positive  oder  negative  Zahl  und  nehmen  an,  dafs  t  und  u  zwei  un- 
bestimmte Gröfsen  sind,  denen  man  alle  nur  möglichen  ganzzahligen 
positiven  oder  negativen  Werte  beilegen  kann,  aber  unter  der  we- 
sentlichen Bedingung,  dafs  t  und  u  prim  zu  einander  sind. 
Denn  ohne  diese  Bedingung  würde  jede  Zahl  ein  Teiler  der  Formel 
j^^  -|-  au^  sein  können,  und  es  würde  somit  keine  besondere  Form  geben, 
welche  die  Teiler  der  Formel  fi  +  <****  charakterisierte.  Dies  vor- 
ausgeschickt, erkennt  man,  dafs  die  Formel  t^  -f-  au*  für  einen  und 
denselben  Wert  von  a  unendlich  viele  verschiedene  Zahlen  darstellt, 
und  es  handelt  sich  darum,  die  Beschaffenheit  der  Teiler  dieser 
Formel  zu  untersuchen. 

Ist  p  ein  beliebiger  Teiler  dieser  Formel  t*  +  au\  und  ist  dem- 
zufolge: 

t^  4-  au"  =  Pp, 
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so  behaupte  ich  zunächst,  dafs  die  Zahlen  u  und  p  prim  zu  einander 
sind.  Denn  hätten  u^  und  p  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  d'y  so 
würde  offenbar  ^  auch  ein  Teiler  von  Pp  —  au^  oder  t^  sein,  und 
es  würden  somit  t  und  m  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben,  was 
gegen  unsere  Voraussetzung  ist  .  Da  somit  p  und  u  prim  zu  einander 
sind,  so  kann  man  (No.  13)  zwei  Zahlen  y  und  q  von  der  Beschaffen- 
heit finden,  dafs 

t=py  +  qu 

ist  Substituiert  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  t^  -\-  au^  =  Pp 
und  dividiert  dann  alles  durch  p,  so  erhält  man: 

Da  aber  tc  mit  p  keinen  Teiler  gemeinsam  hat,  so  kann  diese 

Gleichung   nur   dann   bestehen,    wenn  --- —  eine   ganze   Zahl    ist. 

Mithin  wird  die  Zahl  p,  welche  in  der  Formel  t'  +  au^  aufgeht, 
auch  in  der  weniger  allgemeinen  Formel  x^  -\-  a  aufgehen,  wenn  man 
«  ==  g  setzt. 

139. 
Ebenso  wie  die  zwei  imbestimmte  Gröfsen  enthaltende  Formel 
i^  +  au^  keine  andern  Teiler  wie  die  Formel  mit  einer  einzigen 
Unbestimmten  ^*  +  «  0^©^  a;^  +  a  besitzt,  so  ist  auch  die  Formel 
At^  -{-  Btu  -{-  Cu^,  in  welcher  A,  B,  C  gegebene  Zahlen  sind,  in 
dieser  Beziehung  nicht  allgemeiner  als  die  beiden  ersten. 
Denn  multipliciert  man  die  letztere  mit  4^  und  setzt  man: 

2At-\'  Bu  =  x 
4AC-B'  =  a, 

80  wird  das  Produkt:' 

x^  +  au^. 

Mithin  sind  die  Teiler  der  Formel  At^  '■\-  Btu  -{-  Cn^  dieselben  wie 
die  Teiler  der  einfacheren  a^  +  ötw*  oder  noch  einfacher  wie  die  von 
Ä*-j-a,  wobei  a  gleich  der  konstanten  Gröfse  AAC — B^  ist.  Und 
obwohl  man  die  gegebene  Formel  mit  4-4  multipliciert  hat,  so  machen 
doch  sogar  die  Teiler,  welche  nicht  prim  zu  A  sind,  keine  Aus- 
nahme, denn  setzt  man  x  =  By  so  geht  die  Formel  rc*  +  a  über  in 
■B*  -|-  a  oder  4-4C,  dieselbe  ist  folglich  teilbar  durch  A. 

Ist  stets  p  irgend  ein  Teiler  der  Formel  t^  +  ö^*;  ^^<i  nehmen 
wir  an,  dafs  ß,  y,  d,  .  .  .  die  Primfaktoren  von  p  seien,  so  mufs 
jede  dieser  Zahlen  ein  Teiler  von  a;*  +  a  sein.     Sonach  müssen,  der 
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Nr.  134  und  der  in  Nr.  135  angegebenen  Bezeichnung  zufolge,  die 
Gleichungen  bestehen: 

(t)  =  '-    Cr")-'.    (^)-'.- 

Diese  Bedingungen  sind  auch  hinreichend,  wenigstens  so  lange  p 
und  a  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben. 

140. 
Kehren  wir  zu  der  Formel 

zurück,  und  setzen  wir,  da  -^  ^  —  eine  ganze  Zahl  ist, 

9* +_a   _  ^ 

so  erhalten  wir: 

P  =  py^  -|-  2qyu  +  ru^. 

Nun  kann  aber  P  ebenfalls  als  ein  beliebiger  Teiler  der  Formel 
i^  +  ötti^  bezeichnet  werden;  mithin  läfst  sich  jeder  Teiler  dieser  un- 
bestimmten Formel  durch  die  Formel  gleichen  Grades 

Py"^  +  2gyM  +  ru^ 
darstellen,  in  welcher  pr  --  q^  =  a  ist. 

Da  man  ferner  w  =  1  annehmen  darf,  weil  die  Formel  t^  -\-  a 
dieselben  Teiler  haben  mufs,  wie  die  Formel  f^  +  au^,  so  folgt 
daraus,  dafs  man  auch  einen  beliebigen  dieser  Teiler  durch  die 
Formel  py^  +  2gy  +  ^;  iu  welcher  gleichfalls  pr  —  g*  =  a  ist,  dar- 
stellen kann.  Diese  Form  ist  einfacher  als  die  vorhergehende;  in- 
dessen werden  wir  der  letzteren  den  Vorzug  geben,  weil  ihre  Koeffi- 
cienten  immer  zwischen  bekannte  und  nur  von  der  einen  Zahl  a 
abhängende  Grenzen  eingeschlossen  werden  können. 

Wir  haben  nämlich  (No.  54)  bewiesen,  dafs  die  unbestimmte 
Formel  py^  +  2qyu  +  ru^  sich  immer  in  eine  andere  ähnliche  Formel 
transformieren  läfst,  bei  welcher  der  mittlere  Koefficient  2q  keinen 
der  beiden  äufseren  Koefficienten  p  und  r  übersteigt,  und  in  der 
überdies  stets  pr  —  q^  =  a  ist. 

Nehmen  wir  an,  dafs  diese  Reduktion  ausgef&hrt  sei,  so  werden 
wir,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist,  folgende  Schlüsse  zu 
ziehen,  berechtigt  sein: 

1)  Jeder  Teiler  der  Formel  t^-\-cu^,  in  welcher  c  eine 
positive  Zahl   ist,    läfst   sich   darstellen    durch   die  Formel 
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py^  ^2qyss  -\-  rB^y  in  welcher  pr  —  q^  =^  c,  ferner  2q<ip  und 
<  r  und  demnach  q  <  1/—  ist. 

2)  Jeder  Teiler  der  Formel  t^  —  cu^  läfst  sich  darstellen 
durch  die  Formel  py^  +  2qyz  —  r^^,   in   welcher  pr  -^  q^  =  c, 

ferner  2q<Cp  und  <r  und  demnach  q<  1/^    i«^- 

141. 
In  beiden  Fällen  mufs  man  im  Gedächtnis  behalten,  dafs  die 
unbestimmten  Gröfsen  y  und  0  relative  Primzahlen  sein 
müssen,  wie  es  die  unbestimmten  Gröfsen  t  und  u  in  der  gegebenen 
Formel  <*  +  cm*  sind.  Unter  dieser  Bedingung  ist  jede  in  der 
Formel  py^  +  2qyg  +  ris^  enthaltene  Zahl  P  notwendiger- 
weise ein  Teiler  der  Formel  fi  +  cu^. 
Nimmt  man  nämlich  an,  dafs 

P:=pa^+2qaß±rß^ 

sei,  und  bedeutet  -^^   den  Näherungsbruch;   welcher   in   der  Ketten- 

bruchentwicklung  von  -^  letzterem  Bruche  vorhergeht,  so  erhält  man, 

wenn  man  in  der  unbestimmten  Formel  py^  +  2qyis  +  rz^  an  Stelle 
von  y  und  0  setzt:  ay  +  a^z  und  ßy  -f-  /S^jgr,  nach  No.  53  ein  Re- 
sultat von  der  Form: 

Py^  +  2Qyz^Bz\ 
in  welcher 

FE  =0^  +  0 

ist.    Mithin  ist  P  ein  Teiler  von  Q^  +  c  oder  von  t^  +  cu^, 

§3. 
Anwendung  der  vorhergehenden  Theorie  auf  verschiedene  Formeln  wie : 

fi  +  wS     fi  +  2w^     t^  ~  2^i^  .  .  . 

Folgemngen,  welche  sich  daraus  in  Bezug  auf  die  allgemeinen  Formen 

der  Primzahlen  ergeben. 

142. 
Um  die  Teiler  der  Formel 

zu  erhalten,  mufs  man  nach  der  Methode  des  vorigen  Paragraphen 
setzen: 
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Man  erhält  daher: 

q  =  0,    |7r=  1,    p^r=l, 

und  somit  reduciert  sich  jeder  Teiler  py^  +  2qy0  +  re^  auf  y*  -(-  js*. 

Polglich: 
I'  Jeder   Teiler   der   Formel   fi  +  m*,   welche    aus   zwei    zu 

einander    primen    Quadraten    besteht^    ist    gleichfalls    die 

Summe  zweier  zu  einander  primen  Quadrate. 
■^  Da  dieser  Satz  in  der  Theorie  der  Zahlen  sehr  häufige 

5«  V  Anwendung  findet,  so  glauben  wir  noch  einen  zweiten  auf  andern 

r/  '  Principien  beruhenden  Beweis  für  denselben  geben  zu  müssen. 

Ist   N  eine   beliebige    Zahl,   welche   in   der  Summe   zweier  zu 
p  einander  primen  Quadrate  t^  +  ^*  aufgeht,  so  kann  man  annehmen, 

^'  dafs  die  Zahlen  t  und  u  nicht  gröfser  seien  als  ^  ^]  denn  da  N  ein 

Teiler  ist  von  t^  +  t**,  so  ist  es  auch  ein  Teiler  von 

{t-aNy  +  iu-ßNy- 
Diese  Zahlen  a  und  ß  kann  man  aber  fitets  so  wählen,  dafs  t  —  aN 
und  u  —  ßN  nicht  gröfser  sind  als  y-^. 

Wird  diese  Vorbereitung  als  ausgeführt  vorausgesetzt,  so  ist  die 
Gröfse  -^^  +  w*  <  —  N^:  mithin  erhält  man,  wenn  man  1^4-  u^=  NN* 
setzt,  ir  <^N. 

Wäre  nun  zunächst  ^'  =  1,  so  würde  die  Zahl  N  gleich  i^  +  m* 
sein,  und  unsere  Behauptung  wäre  richtig. 

Es  sei  also  ^'  >  1.  Da  nun  N'  ein  Teiler  von  t^  +  u*  ist,  so 
ist  es  auch  ein  Teiler  von 

it—aN'f  +  {u  —  ßNy. 
Man  kann  aber  a  und  ß  immer  so  wählen,  dafs  t  —  aN'  und  w  —  ßN' 

nicht  gröfser  sind  als  —-ST.     Setzt  man  daher  unter  dieser  Voraus- 

Setzung: 

{t  -  aNy  +  (t*  —  ßNj  =  N'K\ 
so  ist:  jY"  <;  JL  jV^', 

i 

Multipliciert  man  diese  letzte  Gleichung,  Seite  mit  Seite,  mit  der 
Gleichung  ^*  -f  w^  =  NN\  so  findet  man,  dafs  sich  das  Produkt  auf 
die  Form  bringen  läfst: 

(^2  +  n«  -.  atN'  -  ßuNJ  +  {auN'  —  ßtNJ  =  NN'^N". 
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Substituiert  man  auf  der  linken  Seite  NN'  für  fi  +  u*  und  dividiert 
dann  durch  N'^,  so  wird: 

{N—at  —  ßuy  +  (aw  -  ßty  =  NN"'. 
Wäre  in  diesem  neuen  Resultat  N"  =  1,  so  würde  die  Zahl  N  gleich 
der  Summe  zweier  Quadrate  sein,  und  der  Satz  wäre  bewiesen. 

Ist  aber  noch  N''  >  1 ,  so  leitet  man  auf  demselben  Wege  aus 
dem    Produkte   NN''    ein    neues   Produkt   NN'"    ab,    in    welchem 

N"'  <  — -  N"  ist,   und    welches    ebenfalls    durch    die    Summe    zweier 

SS 

Quadrate  ausgedrückt  ist. 

Nun  kann  aber  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  N,  N'y  N",  N"', . . ., 
in  welcher  jedes  Glied  kleiner  als  die  Hälfte  des  vorhergehenden  ist, 
nicht  ins  Unendliche  gehen;  mithin  gelangt  man  notwendigerweise 
zu  einem  Gliede,  welches  gleich  1  ist,  und  alsdann  ist  die  Zahl  N 
gleich  der  Summe  zweier  Quadrate. 

143. 
Wir  kehren   zur  allgemeinen  Methode   zurück   und   stellen   uns 
die  Aufgabe,  die  Teiler  der  Formel 

<«  +  2m« 
zu  suchen.    In  diesem  Falle  hat  man: 

Man  muTs  daher  auch  hier  $  »=  0  setzen.    Dies  giebt: 

jpr  =  2,  und  daher  |)  =  1 ,     r  =  2. 
Mithin    ist    der  Teiler  py^  +  2qy8  +  rz^   stets    von   der  Form 
y*+2i2r*,  also  von  derselben  Form  wie  die  zu  teilende  For- 
mel t^  +  2m*. 

Ist  ferner  die  Formel 

t^  —  2u' 
gegeben,   und    sollen    wir   für    diese    einen    beliebigen    Teiler   durch 
j>y*-f  2qyz  —  rz^  darstellen,  so  erhalten  wir: 

c  =  2,    l>r  +  2«  =  2,    4<"(/f  • 

Daraus  folgt  q  =  Q  und  pr  =  2-^  demnach  entweder  i?  =  1,  r  =  2 
oder|)  =  2,  r  =  1.  Mithin  kann  jeder  Teiler  der  Formel 
<*— 2m*  entweder  durch  y*  —  2z^  oder  durch  2y*  —  z^  dar- 
gestellt werden.  Übrigens  reducieren  sich  diese  beiden  Formen  auf 
eine  einzige*,  denn  es  ist,  wie  wir  bereits  bemerkt  haben: 
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Ebenso  findet  man,  dafs  die  Formel  t^  +  3tt*  als  ungeraden 
Teiler  nur  eine  Zahl  von  derselben  Form  y^-\-Zz^  haben 
kann.  Ferner  kann  die  Formel  t^  —  bu^  als  ungeraden  Teiler 
nur  eine  der  beiden  Formen  y*  —  bs^  oder  by^  —  g^  haben.  Wie 
leicht  zu  sehen,  reducieren  sich  aber  diese  beiden  Formen  ebenfalls 
auf  eine  einzige;  denn  es  ist: 

f  —  5^«  =  5(y  -  2zf  -  \2y  -  bzf. 
Mithin  allgemein: 

Jede  Zahl,  welche  in  einer  der  Formen: 

t^  +  u\  e«  +  2wS  ^«-2<  t^  +  ^u\  ^«-5< 
in  denen  t  und  u  prim  zu  einander  sind,  enthalten  ist,  kann 
zu  Teilern  nur  eine  Zahl  von  derselben  Form  haben.  Nur 
sind  hinsichtlich  der  beiden  letzten  Formeln  t^  +  3«*, 
t^  —  5m*  diejenigen  Teiler,  welche  das  Doppelte  eines  un- 
geraden sind,  auszunehmen,  da  diese  nicht  von  der  Form 
y*  +  ^^  oder  y^  —  bz^  sein  können. 

Diese  verschiedenen  Formen,  welche  den  Vorteil  bieten, 
dafs  ihre  Teiler  von  derselben  Form  sind,  schliefsen  sich  gegen- 
seitig nicht  aus;  im  Gegenteil  finden  sich  ziemlich  häufig  zwei 
oder  mehrere  in  einer  und  derselben  Zahl  vereint.    So  ist  z.  B. 

89=   8^  +  tV=   9^  +  2. 2« 

241  =  152+42=  13«+2.6''  =  212- 2- 10^  =  7^  +  3. 8^  =  31«- 5- 12». 

144. 
Es  dürfte  hier  am  Orte  sein,  einige  der  Eigenschaften  der 
Zahlen,  welche  auf  der  Verbindung  von  geraden  und  un- 
geraden Quadraten  beruhen,  zu  entwickeln.  Zunächst  bemerke^ 
wir,  dafs  ein  gerades  Quadrat  {2xf  stets  von  der  Form  4n,  ein 
ungerades  Quadrat  (2j?  -j-  1)*  von  der  Form  8n  +  1  ist.  In  der 
That  ist: 

A:^  +  4.x+\  =  8^^^  +  1. 

Nun  ist  aber  — ^- -  stets  eine  ganze  Zahl,  und  ferner  ist  diese  ganze 
Zahl  eine  Trigonalzahl.*) 


*)  Die  verschiedenen   Reihen  von  Zahlen,   welche  man  fij^arierte  Zahlen 
genannt  hat,  sind  folgende: 


r 
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Da  somit  y*  und  z^  nur  eine  der  Formen  4m  oder  8n  -j-  1  be- 
sitzen können,  so  kann  man  unmittelbar  die  drei  folgenden  Sätze 
aufstellen. 

1)  Jede  durch  die  Formel  y^ -\- z^  dargestellte  ungerade 
Zahl  ist  von  der  Form  4n  +  1. 

2)  Jede  durch  die  Formel  y^  +  2^  dargestellte  ungerade 
Zahl  ist  von  einer  der  Formen  8n  +  1>  8n  +  3. 

3)  Jede  durch  die  Formel  y^  —  2z^  dargestellte  ungerade 
Zahl  ist  von  einer  der  Formen  8w  +  1,  8w  +  7. 


A 
B 

C 

D 


1,  2,     3,     4,     5,       6,  .  .  .  n 

n(n  +  1) 


1,3,  6,  10,  15,  21, 
1,  4,  10,  20,  35,  56, 
1,  5,  15,  35,  70,  126, 


1     2 
n{n  +  l)(n  +  2) 
1  .'2  .  3 

n(n  +J)(ti  +  2)(n  +  3) 
1  .'2  .  3  •  4 


Die  erste  Reihe  A  ist  die  der  natürlichen  Zahlen,  deren  allgemeines  Glied  n  ist. 
Die   zweite   Reihe   B  ist   die   der   Trigonalzahlen;    ihr   allgemeines   Glied   ist 

—^ Zieht  man  von   diesem  allgemeinen  Gliede ,  welches  das  w*®  Glied 

(fi  ~—  1^  n 
der  Beihe  B  ist,  das  vorhergehende  Glied  derselben  Reihe,  welches  -^^ — - — —- 

£ 

lautet,  ab,  so  bleibt  der  Rest  n,  und  dieser  ist  das  allgemeine  oder  n^  Glied  der 
Reihe  A.  Man  bildet  daher  das  n^  Glied  der  Reihe  B^  indem  man  das 
n  —  ite  Glied  derselben  Reihe  zu  dem  w*®"»  Gliede  der  Reihe  A  addiert. 

Die  dritte  Reihe  C  ist  die  der  Pyramidalzahlen,  deren  allgemeines  Glied 

- — "*  — -    ist.     Zieht    man    von     diesem    Gliede    das    vorhergehende 

1  •  2  •  3 

^  \}    ~^ —  derselben   Reihe  ab,    so  bleibt  die  Differenz  — t-^ — - 1   «nd 

12.3  '  12' 

diese  ist  das  n^  Glied  der  Reihe  B.   Man  kann  also  die  Reihe  G  mit  Hülfe  der 

Reihe  B  ebenso  bilden,  wie  man  diese  mit  Hülfe  der  Reihe  A  gebildet  hat. 

Ebenso  verhält  es  sich  mit  der  vierten  Reihe  D,    welches   die  Reihe  der 

figurierten   Zahlen    dritter   Ordnung   ist  und   deren    allgemeines    Glied    lautet: 

n(n+l)(n  +  2)(n  +  3)  x.^-  a   '       a 
— - — r — T .    Analog  ist  es  bei  den  andern. 

Die  allgemeinen  Glieder,  die  wir  hier  als  Definitionen  gegeben  haben  und 
aus  denen  sieh  das  Gesetz  der  successiven  Bildung  herleitet,  schliefsen  die  ganze 
Theorie  der  figurierten  Zahlen  in  sich  und  bieten  unmittelbar  den  Beweis  eines 
allgemeinen  Satzes  dar,  den  Format  in  seinen  Anmerkungen  zum  Diophant 
S.  16  erwähnt  und  den  er  als  eine  seiner  bedeutendsten  Entdeckungen  be- 
trachtete. >  Anm.  d.  Verf. 


Er^pm^W^ 
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Aus  diesen  drei  Sätzen  ergeben  sieh  als  Folgerungen  die  drei 
andern: 

4)  Eine  Zahl  von  der  Form  4w  +  3  läfst  sich  nicht  durch 
y^  -\-  0^  darstellen. 

5)  Eine  Zahl  von  der  Form  8n  +  5  oder  von  der  Form 
8n  +  7  läfst  sich  nicht  durch  y^-^2^  darstellen. 

6)  Eine  Zahl  von  der  Form  8«  +  3  oder  von  der  Form 
8w  +  5  läfst  sich  nicht  durch  y^  —  2^8?*  darstellen. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  ist  es  leicht,  die  vier  folgenden 
Sätze,  welche  in  der  Zahlentheorie  von  grofser  Wichtigkeit  sind,  zu 
beweisen. 

145. 

1.  Satz.  Jede  Primzahl  von  der  Form  4w  +  1  ^^^  ^^^ 
Summe  zweier  Quadrate. 

Ist  diese  Primzahl  c  =  4w  +  l,  so  ist: 

af-^  -  1  =  rr*»»  -  1  =  (a^"  +  1)  (a;«»  -  1). 

Es  giebt  somit  (No.  133)  zwischen  +  6"^  ^^'^  —  b~^  ^^  Werte  von  x, 

für  welche  o?"^  +  1  durch  c  teilbar  ist.  Nun  ist  aber  a?»  +  1  die 
Summe  zweier  zu  einander  primen  Quadrate;  mithin  (No.  142)  ist 
ihr  Teiler  c  ebenfalls  die  Summe  zweier  zu  einander  primen  Quadrate. 
Man  kann  daher  immer  c  =  y*  +  ^^  setzen.*). 

Bemerkung.  Die  Form  4n  +  1  schliefst  die  beiden  Formen 
8w  +  1  und  8n  +  5  ein;  mithin  ist  jede  Primzahl  von  der  Form 
8w  +  1  oder  von  der  Form  8n  +  5  die  Summe  zweier  Quadrate. 


146. 
2.  Satfl.    Jede  Primzahl  von  der  Form  8n  +  1  besitzt  zu 
gleicher  Zeit  die  drei  Formen:  y*  +  ^;  y*  +  ^^y  V^  —  2;?*. 

Ist  c  =  8n  +  1  diese  Primzahl,  so  mufs  dieselbe,  wie  schon 
bewiesen,  von  der  Form  y^  +  0^  sein.  Es  bleibt  mithin  nur  noch 
zu  zeigen,  dafs  sie  zu  gleicher  Zeit  die  beiden  andern  Formen 
y*  +  2je?^  und  y^  —  20^  besitzt.    Nun  ist: 

x"-"^  -  1  =  ic?«  —  1  =  (a;*''  +  1)  (a;*"  —  1). 

Mithin  giebt.es  (No.  133)  4n  zwischen  +  ^c  und  — -^-c  gelegene 


*)  Dieser  Satz  wurde   oben  (No.  52)  auf  eine  noch   direktere  Weise  be- 
wiesen.   Er  ergiebt  sich  auch  daraus ,  dafs ,  weil  die  Gleichung  x*  —  cy'  =*  — 
in  diesem  Falle  stets  möglich  ist  (No.  43)/ c  ein  Teiler  von  x*  +  1  sein  mafs. 

Anm.  d.  Verf. 
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Werte  von  OJ,  för  welche  ic*"  +  1  durch  c  teilbar  ist  Das  Binom 
3^*  +  l  kann  man  aber  zunächst  auf  die  Form  (a;**  — -  1)^+  2  •  x*» 
bringen,  welche  in  der  Porjnel  fi  +  2m*  enthalten  ist,  wobei  t  und  u 
relative  Primzahlen  sind.  Folglich  ist  auch  ihr  Teiler  c  von  der 
Form  y*  +  2j8f^ 

Femer  aber  lafst  sich  das  Binom  a:*"  +  1  ^^^^  ^^  ^^^  Form 
{a?*  +  1)*  —  2a;*"  schreiben,  und  diese  stimmt  mit  fi  —  2u^  überein; 
folglich  mufs  sein  Teiler  c  auch  von  der  Form  y*  —  2  c*  sein. 

Demnach  besitzt  jede  Primzahl  von  der  Form  8n  +  1  zu  gleicher 
Zeit  die  drei  Formen:  y*  +  ^*>  tf^  +  2^*,  y*  —  2j?*.  Ein  Beispiel 
hierzu  ist  folgendes: 

73  =  8*  +  3*  =  1*  +  2  .  6*  =  9*  —  2  .  2«. 

147. 

8.  Sats.  Jede  Primzahl  von  der  Form  8n  +  3  ist  von  der 
Form  y*  +  2jß?*. 

Denn  setzt  man  c  <=  8n -f- 3  und  nimmt  insbesondere  x^=2, 
80  geht  die  Formel  af^"^  —  1  über  in: 

2^n+%  _  1  «,  (2*nH-l  _  1)  (2*»+l  +  1). 

Demnach  mufs  der  eine  dieser  binomischen  Faktoren  durch  c  teilbar 
sein.  Ware  aber  der  erste  Faktor,  welcher  von  der  Form  2^*  —  w* 
ist,  durch  c  teilbar,  so  müfste  die  Zahl  c  selbst  von  der  Form  2f^  —  z^ 
oder  y'  —  2z*  sein,  die  aber,  wie  wir  in  No.  144  gesehen  haben, 
keiner  Zahl  von  der  Form  8n  +  3  zukonimt.  Somit  mufs  c  not- 
wendig ein  Teiler  des  zweiten  Faktors  2  •  2**  +  1  sein.  Da  dieser  von 
der  Form  fi  +  2u*  ist,  so  mufs  c  ?on  derselben  Form  y*  +  2xr*  sein.*) 

148. 
4.  Sats.  Jede  Primzahl  von  der  Form  8n  -f  7  ist  von  der 
Form  y*  —  2z\ 

Denn  setzt  man  c  »»  8n  -f-  7  und  nimmt  ebenfalls  a;  «»  2,  so  wird: 
a^-i  -  1  =  (2*~+8  +  1)  (2*~+»  —  1). 
Da  die  linke  Seite  (No.  129)  durch  c  teilbar  ist,  so  mufs  auch  einer 
der  Faktoren  der  rechten  Seite  sich  durch  c  teilen  lassen.  Verdoppelt 
man  aber  diese  Faktoren  und  setzt  2**+*  =  Ä,  so  werden  dieselben 
zu  i*  -{-  2  und  k*  —  2.    Wenn  nun  c  in  Ä;*  +  2  aufginge,  so  müfste  c 

*)  Eb  ist  oben  (No.  44)  bewiesen  worden,  dals,  wenn  e  eine  Primzahl  ?on 
der  Form  8n  -|-  S  lat,  es  immer  möglich  ist,  der  Gleichung  x^  —  cy*  ^^  —  2 
>n  genügen.  Daraus  folgt  ganz  direkt,  dafs  c  ein  Teiler  von  x^  +  2  und  somit 
c  von  der  Form  y*  +  2«"  ist.  Anm.  d.  Verf. 
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von  der  Form  y*+  20^  sein,  die  abfer  (No.  144)  keiner  Zahl  8n  +  7 
zukommen  kann.  Somit  geht  c  notwendig  in  dem  andern  Faktor 
A*  —  2  auf  und  es  ist  daher  c  von  der  Form  y*  —  2^.*) 

149. 
Allgemeiner  Zusats. 

Aus  diesen  vier  Sätzen  ergiebt  sich,  dafs,  wenn  die  ungeraden 
Primzahlen  in  vier  Klassen  oder  Arten  gemäfs  den  Formen 

8n  +  l,    8w  +  3,    8n  +  5,    8n  +  7 
verteilt  werden,  man   die  folgenden  Eigenschaften,  durch  welche  je 
zwei  Arten  von  den  beiden  andern  unterschieden  werden,  feststellen 
kann: 

1)  Die  Primzahlen  von  der  Form  8n  +  1  oder  8n  +  5 
sind    allein,    mit  Ausschlufs    aller    andern^    von    der   Form 

y'  +  ^*. 

2)  Die  Primzahlen  von  der  Form  8n  +  1  oder  8n  +  3 
sind  allein,  mit  Ausschlufs  aller  andern,  von  der  Form 
y'  +  2£r^ 

3)  Die  Primzahlen  von  der  Form  8n  +  1  oder  8n  +  7 
sind  allein,  mit  Ausschlufs  aller  andern,  von  der  Form 
y«  -  20\ 

Man  sieht  hieraus,  dafs  nur  die  Gattung  der  Primzahlen  von 
der  Form  8n  +  1,  in  welcher  die  Einheit  enthalten  ist,  die  drei 
Eigenschaften  in  sich  vereinigt,  und  dafs  jede  der  drei  andern  Arten 
nur  eine  einzige  von  diesen  Eigenschaften  besitzt. 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  ist  es  leicht,  den  Wert  des  Ausdrucks 

l—j  für  die  verschiedenen  Formen  der  Primzahl  c  zu  finden.  Man 
erinnere  sich,  dafs  (No.  135)  dieser  Ausdruck  den  Rest  bezeichnet, 

c— 1 

welchen  2  *  bei  der  Division  durch  c  übrig  läfst,  ein  Rest,  der  nur 
entweder  gleich  +  1  o^®^  gleich  —  1  sein  kann. 


*)  Auch  dieses  I8lst  sich  nnmittelbar  mit  Hülfe  des  Satses  in  No.  46  beweisen; 
denn  da  diesem  Satze  zufolge  die  Gleichnng  x*  —  cy'  «-  2  stets  möglich  isti' 
so  folgt  daraus,  dafs  c  in  o;'  —  2  aufgeht  und  daher  von  der  Form  y*  —  2;'  ist 

Diese  vier  Sätze  und  einige  andere  ähnlicher  Art  sind  von  Fermat  ent* 
deckt  worden;  die  Beweise  dieses  Gelehrten  sind  aber  nicht  auf  uns  gekommen. 
Euler  hat  den  ersten  und  zweiten  in  den  „Neuen  Kommentarien**  der  Peters- 
burger Akademie  bewiesen;  von  den  beiden  andern  hat  Lagrange  in  den  Ab- 
handlungen  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1776  den  Beweis  geliefert 

Anm.  d.  Verf, 
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150. 
6,  Sats.    Der  Ausdruck  (— )  ist  gleich  +  1,  wenn  die  Prim- 

sahl  c  von  der  Form  8n  +  1  oder  8n  +  7  ist;  er- ist  gleich 
—  1,  wenn  die  Primzahl  c  die  Form  8n  +  3  oder  die  Form 
8n  -|-  5  besitzt. 

1)  Ist  nämlich  c  von  einer  der  Formen  8n  +  1  oder  8n  +  7, 
80  kann  man  setzen: 

c  =  j^  -  2g\ 
oder: 

2j»2  =  y«  ~  c. 

Erhebt  man  beide  Seiten  auf  die  Potenz  — ^  -  und  läfst  die  Viel- 
fachen  von  c  aofser  Acht^  so  erhält  man: 

2  »     .sf-^^tf-K 

Nach  Weglassung  derselben  Vielfachen  hat  man  aber  auch  (No.  129): 

Ä«-i=l,    y«-i=l; 
folglich: 

2  »    -1, 
oder  nach  unserer  abgekürzten  Bezeichnung: 

(4)-.>- 

2)  Ist  c  von  der  Form  8n  -f~  3;  so  kann  man  setzen: 

c  =  y»  +  2^ 
oder: 

2^2  =  c  —  y\ 

Erhebt  man  beide  Seiten  auf  die  Potenz  -^—  und  beachtet  man, 
dafs  — ~  ungerade  ist^  so  erhält  man,  indem  man  immer  die  Viel- 
fachen von  c  fortläfst: 

2  2     ^-1  =  — !^~* 
oder: 

c  — 1 

2  « 1 

oder  endlich: 


(4)— '• 


3)  Ist  c  von  der  Form  8n  +  5,  so  kann  c  nicht  von  der  Form 
f  —  2e^  sein;  es  kann  daher  auch  nicht  c  in  einer  Zahl  von  der 

14* 
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Form  f  —  2u^   aufgehen.    Wenn   aber  c  in   einer  Zahl  von  dieser 

Form  aufginge,  so  würde  (zufolge  No.  134)  i—j  =  1  sein.    Da  nun 

also  nicht  w—j  =  1  sein  kann,  so  mufs  notwendig  (—)  =  —  1  sein. 

Dieser   Satz   bildet   in  Verbindung  mit   den   in  No.  135 
enthaltenen  Bemerkungen  eine  Art  von  Algorithmxui,  der  für 

die  Bereohnung  der  Gröfsen  ( — )  von  grofsem  Nutzen  ist. 

§4. 

Beweis  des  Satzes,  dafs  jede  ganze  Zahl  ans  vier  oder  weniger 

Quadraten  zusammengesetzt  ist. 

Wir  beweisen  zuerst  den   folgenden  Satz,   der  nicht  allein  als 

blofser  Hülfssatz  dem  in  Aussicht  genommenen  Ziele  dient,  sondern 

auch  eine  sehr  bemerkenswerte  Eigenschaft  der  Primzahlen  enthält 

151. 
Satz.  Ist  eine  Primzahl  A  und  zwei  beliebige  andere 
Zahlen  B  und  C,  die  positiv  oder  negativ,  aber  nicht  durch 
A  teilbar  sein  dürfen,  gegeben,  so  kann  man  immer  zwei 
Zahlen  ^und  u  von  der  Art  finden,  dafs  die  Gröfse  t^ — Bu* — C 
durch  A  teilbar  ist.    (Lagrange,  Abh.  der  Berl.  Ak.  1770.) 

1)  Wenn  man  nämlich  eine  Zahl  u  von  der  Art  finden  kann,  dafs 
jBw*  +  (7  durch  A  teilbar  ist,  so  nehme  man  für  t  ein  Vielfaches 
von  A.   Alsdann  wird  die  Formel  t^  —  Bu*  —  C  durch  A  teilbar  sein. 

2)  Wenn  es  keine  Zahl  giebt,  welche  diese  Bedingung  erffllli^ 
so  setze  man  zur  Abkürzung: 

^  =  2a  +  l,     Bu^  +  C=r. 
Da  nun  die  in  Rede  stehende  Gröfse  f^  — -  Bu^  —  C  oder  fi  —  V  ein 
Teiler  von  t^^  —  V^  ist,  so  kann  man  den  Quotienten 

setzen,  wodurch  man  erhält: 

(^2  _   r)P=  t^^  _   7«  =  ^2a  _  1  _  ^ya  _  J)^ 

Ist 

und  multipliciert  man  beide  Seiten  mit  Q,  so  ergiebt  sich: 

{f  -  V)PQ  -=  Q{t^^  —  1)  —  (F*«  —  1). 
Nach  dem  Fermat'schen  Satze  (No.  129)  weifs  man  aber,  dafs  die 
rechte  Seite  durch  A  teilbar  ist,  vorausgesetzt,  dafs  t  und  V  prim 


\ 
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zu  Ä  sind.  Wenn  man  also  neben  der  Erf&Uung  der  beiden  Be- 
dingungen noch  bewirken  kann,  dafs  weder  P  noch  Q  durch  A  teilbar 
ist,  so  kann  man  mit  Sicherheit  schlie&en,  dafs  fi  —  V  durch  Ä 
teilbar  sei,  und  dies  soll  bewiesen  werden. 

Zunächst  ist  nun  nach  unserer  Voraussetzung  V  niemals  durch  Ä 
teilbar;  damit  aber  auch  t  durch  Ä  nicht  teilbar  sei,  braucht  man 
f&r  t  nur  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...  J.  —  1  zu  nehmen.  Auf  diese 
Weise  sind  die  beiden  ersten  Bedingungen  von  selbst  erfällt,  und  es 
bleibt  nur  noch  übrig,  den  beiden  andern  Bedingungen  zu  genügen 
d.  h.  zu  bewirken,  dafs  weder  P  noch  Q  durch  Ä  teilbar  ist. 

Nun  giebt  zuerst  die  Entwicklung  der  Grofse 

g  =  F-  +  1  =  {Bu*  +  Gy+l 
die  Gleichung: 

1  *  18 

Eins  von  beiden  mufs  nun  stattfinden  (No.  134):  Entweder  ist  C*» —  1 
teilbar  durch  -4,  oder  O  +  1  ist  teilbar  durch  A,    Findet  der  erste 

Fall  statt,   oder  mit  andern  Worten,   ist   l-j-j  =  1,   so  kann  man 

tt » 0  setzen,  und  die  Grofse  Q  wird  nicht  durch  A  teilbar  sein. 
Dieser  Fall  ist  übrigens  an  und  für  sich  klar,  da  unabhängig  von 
dem  Gliede  Bu\  das  man  gleich  Null  oder  gleich  einem  Vielfachen* 
von  A  setzen  kann,  der  Teil  fi  —  C  durch  A  teilbar  ist  zufolge  der 

Bedingung  l-j-J  =  1. 

Findet  aber  der  zweite  Fall  statt,  oder  ist  f-^j  =  —  1,  so  er- 
halt man,  wenn  man  in  Q  den  durch  A  teilbaren  Teil  C"  +  1  weg- 
läfst  und  das  Übrigbleibende  durch  u'  dividiert,  den  Quotienten: 

QT  =  p«u«?-»  +  aB^-^Cu^^-^  H h  aBC^-\ 

Da  diese  Funktion  in  Bezug  auf  u  betrachtet  nur  vom  Grade 
2a  —  2  oder  A  —  3  ist,  so  kann  es  höchstens  A  —  3  Werte  von  u 
geben,  für  welche  Q'  durch  A  teilbar  ist.  Mithin  giebt  es  wenigstens 
zwei  Werte  von  9,  für  welche  Q'  und  somit  auch  Q  nicht  durch  A 
teilbar  ist. 

Nachdem  u  auf  diese  Weise  bestimmt  ist,  enthält  zweitens  die 
Funktion  P  nur  noch  die  Veränderliche  ^,  und  da  dieselbe  in  Bezug 
auf  diese  Veränderliche  nur  vom  Grade  2a  —  2  oder  A  —  3  ist,  so 
kann  es   zwischen  0  und  A  höchstens  A  —  3  Werte  von  t  geben. 
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für  welche  P  durch  A  teilbar  ist  Mithin  giebt  es  stets  zwischen 
0  und  A  wenigstens  zwei  Werte  von  ty  für  welche  P  nicht  durch  A 
teilbar  ist. 

Daher  ist  es  stets  möglich^  den  beiden  verlangten  Bedingungen 
zu  genügen,^o  dafs  die  Gröfse  t^  —  Bu^  —  C  durch  die  Primzahl  A 
teilbar  wird. 

ZiLsats.  Setzt  man  B  "=  C  =  —  1;  so  folgt-  aus  diesem  Satze, 
dafs  jede  Primzahl  A  ein  Teiler  der  Formel  ^*  +  w*  +  1  ist.  Dies 
hat  Euler  zuerst  bewiesen  im  5.  Bde.  der  ^^Neuen  Kommen tarien  der 
Petersburger  Akademie'*. 

152. 

Hülfssats.  Das  Produkt  aus  einer  Summe  von  vier  Qua- 
draten in  eine  andere  Summe  von  vier  Quadraten  ist  eben- 
falls wieder  die  Summe  von  vier  Quadraten. 

Um  dies  einzusehen^  braucht  man  nur  die  folgende  Formel^  welche 
sich  als  eine  identische  erweist^  zu  entwickeln: 

(p'  +  a'  +  r^  +  s«)  (!>'*  + 2»  + r'*  +  0 

=  iPP'  +  22'  +  rr'  +  ss  )'  +  (P«'  -  2P'  +  rs  —  srj 

+  Or'  -  qs'  -  rp'  +  «20*  +  (P«'  +  i»"'  -  rq  -  sj)')*. 

In  dieser  Formel  kann  man  nach  Belieben  das  Vorzeichen  jedes  der 
darin  vorkommenden  Buchstaben  ändern.  Dadurch  ergeben  sich  ver- 
schiedene Arteu;  das  in  Rede  steheude  Produkt  in  vier  Quadrate  zu 
zerlegen.*) 

Bemerkung.  Diesen  schönen  Satz  der  Algebra  verdankt  man 
ebenfalls  Euler;  derselbe  ist  später  von  Lagrange  (Abh.  der  Berl. 
Akad.  1770)  in  folgender  Weise  verallgemeinert  worden: 


*)  Man  kiuin  sich  überzeugen,  dafs  eine  ähnliche  Formel  nicht  ffir  drei 
Quadrate  gilt,  d.  h.  dafs  das  Produkt  aus  einer  Summe  von  drei  Quadraten  in 
eine  Summe  von  drei  Quadraten  nicht  allgemein  darc&  eine  Summe  von  drei 
Quadraten  ausgedrückt  werden  kann.  Denn  wäre  dies  möglich,  so  würde  mao 
das  Produkt  (1  +  i  +  l)  (16  +  4  +  1),  welches  gleich  68  ist,  in  drei  Qoadratc 
zerlegen  können.  Dies  findet  aber  nicht  statt,  weder  für%ie  Zahl  63,  noch  far 
irgend  eine  Zahl  von  der  Form  8n  +  7  (No.  165). 

Ebenso  oder  mit  Hülfe  des  Beispiels  (1  +  4  -f  2  •  4)  (0  +  ^  +  ^  •  1)  wurde 
man  beweisen,  dafs  das  Produkt  zweier  Formeln  wie 

p»+8'+2r',  p"  +  Sr«  +  2f" 
nicht  allgemein  gleich  einer  ähnlichen  Formel  x*  -{•  y*  -\-  2z^  sein  kann. 

Anm.  d.  Verf. 
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(p*  —  Bq"  -Cr^  +  BCs^  (p^  -  Bq^  -  Cr^  +  BCs^) 
«  (pp  +  Bqq'  +  Cr/  ±  BCßsJ  —  B{pi  ^pq  ±  Gr^  ±  Cr'sf 
-  C{pr  -  Bqs  ±  rp'  +  B^iY  +  BG{qr  ^ ps'  ±ps  +  rg')*. 
Man  erkennt  aus  dieser  Formel,  dafs  zwei  Funktionen  von  der  Form 
a^  —  By^  —  C0^  +  BCu^j  wo  B  und  C  konstante  Koefficienten  sind, 
als  Produkt  eine  ähnliche  Funktion  ergeben.    Multiplieiert  man  daher 
eine  beliebige  Anzahl  derartiger  Funktionen  mit  einander,  so  erhält 
man  als  Produkt  eine  Funktion  derselben  Art 

153. 
SatB.    Jede  Primzahl  Ä  ist  von  der  Form: 

p'  +  q'  +  f^  +  ^' 
Wir  haben  in  No.  151  gezeigt^  dafs  es  stets  zwei  Zahlen  t  und  u 
von  der  Art  giebt,  dafs  <*  +  w*  +  1  teilbar  ist  durch  A,  Setzt  man 
aber  t  —  Äa  und  u  —  Aß  an  Stelle  von  t  und  u,  so  wird  das  Re- 
sultat {t  —  Aay  -{-  (u  —  AßY  -{-  1  ebenfalls  durch  A  teilbar  sein. 
Man   kann   daher  annehmen,   dafs  die  ursprünglichen  Werte  von  t 

and  u  kleiner  als  y^  sind,  oder  dafs  sie  kleiner  als  --^  gemacht 

worden  sind,  indem  man  Vielfache  von  A  davon  abzog.    Dies  voraus- 
geschickt erhält  man,  wenn  man 

AA'  =  ^«  +  M«  +  1 
setzt: 

aä<^a^  +  {a^+i 

oder: 

^'<|^  +  i- 
Betrachten  wir  allgemeiner  die  Gleichung: 
AÄ  ^p'  +  q'  +  r^  +  ^y 
in  welcher  jede  der  Zahlen  p,  q,  r,  8  kleiner  als  y  J.  vorausgesetzt 
wird,  so  erhält  man: 

AA<^A^  oder  Ä  <A. 

Hätte  man  nun  zunächst  ^'  =  1,  so   würde  offenbar  A  gleich 
der  Summe  von  vier  Quadraten  sein,  und  der  Satz  wäre  bewiesen. 

Es   sei  also  Ä  >\,     Da  -4'  ein  Teiler  von  |)^  +  g^  -|-  r*  +  s^ 
ist^  so  wird  es  auch  ein  Teiler  der  Ghröfse 

Op  -  aÄY  +  (2  -  ßÄf  +  (r  -  yÄf  +  {s  -  SÄf 
seil],  wo  die  Zahlen  a,  /3,  ^,  S  beliebig  angenommen  werden  können. 
Nimmt  man  diese  unbestimmten  Zahlen  derart  an,  dafs  keins  der 
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Glieder  p  —  aÄ^  q  —  ßÄ\  •  •  •  gröfser  ist  als  y-^.',  und  setet  man: 

A'A"  =  {p-  aAy  +  (g  -  ßA')'  +  (r  -  yAj  +  (s  -  SA')', 
so  erhält  man: 

A'A"<^Ä*  oder  jt<A'. 

Multipliciert  man  nun  mit  Hülfe  der  Formel  in  No.  152  den  Wert 
von  ÄÄ'  mit  dem  von  A'Ä",  so  findet  man  als  Produkt  eine  Summe 
Ton  vier  Quadraten,  deren  jedes  durch  Ä'*  teilbar  ist.  Dividiert  man 
also  das  Ganze  durch  Ä'^,  so  erhält  man: 

AÄ'  =  (A-'  ap  —  ßq  —  yr--  dsf  +  (aq  -  ßp  +  ys  —  dry 
+  («r  ^yp  +  dq-^  ßs)'  +  {as  -  dp  +  ßr  -  yq)\ 
Hat  man  nun  Ä'  ^=1^  so  ist  der  Satz  bewiesen.  Ist  aber  Ä'  >  1, 
so  verfahrt  man  in  derselben  Weise,  um  ein  neues  durch  vier  Qua- 
drate ausgedrücktes  Produkt  AÄ",  in  welchem  Ä"  <  A"  ist,  zu  er- 
halten. Setzt  man  so  die  Reihe  der  abnehmenden  ganzen  Zahlen 
A,  Äy  Ä'y  Ä"y  . . .  fort,  so  gelangt  man  notwendig  zu  einem  Gliede, 
welches  gleich  1  ist.  Mithin  ist  aldann  die  Primzahl  A  ausgedrückt 
durch  die  Summe  von  vier  Quadraten. 

154. 

Sats.  Eine  beliebige  Zahl  ist  die  Summe  von  vier  oder 
weniger  Quadraten.*) 

Dies  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  soeben  bewiesenen  Satzes 
und  des  vorhergenannten  Hülfssatzes.  Denn  da  eine  beliebige  Zahl 
das  Produkt  von  mehreren  gleichen  oder  ungleichen  Primzahlen  und 
jeder  der  Faktoren  von  der  Form  jp*  -|-  g^  +  ^*  +  ^  ^st^  so  ist  klar, 
dafs,  wenn  man  zwei  Faktoren  mit  einander,  sodann  das  Produkt 
der  beiden  mit  einem  dritten,  femer  das  Produkt  der  drei  mit  einem 
vierten  Faktor  u.  s.  w.  multipliciert^  bis  alle  Faktoren  verbraucht 
sind,  die  aufeinanderfolgenden  Produkte  stets  die  Summe  von  vier 
Quadraten  sind.  Mithin  wird  auch  das  schliefsliche  Produkt,  welches 
die  gegebene  Zahl  ist,  die  Summe  von  vier  Quadraten  sein  und  dar- 
gestellt werden  können  durch  jp*  +  g'*  +  r*  +  ^-  Es  steht  dem 
übrigens  nichts  im  Wege,  dafs  nicht  eins  oder  mehrere  der  Quadrate 
jp*,  g*,  r*,  s*  gleich  0  sein  könnten.  Mithin  ist  jede  beliebige  Zahl 
gleich  der  Summe  von  vier  oder  weniger  Quadraten. 

*)  Lagrange  war  der  erste,  der  diesen  schönen  Satz  bewies  (Abh.  der 
Berl.  Akad.  1770).  Sp&ter  wurde  dieser  Beweis  bedeutend  vereinfacht  von  Enler 
in  den  Acta  Petrop.  vom  Jahre  1777.  Anm.  d.  Verf. 
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Wir  bemerken  an  dieser  Stelle,  dafs  eine  Formel  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  ein  sehr  einfaches  und 
ganz  direktes  Mittel  liefert  zum  Beweise  desselben  Satzes. 
Man  findet  nämlich  in  meinem  Traite  des  fonctions  elliptiques  Bd.  III 
Seite  133,  dafs  die  Entwicklung  der  Potenz 

(2^  +  2''  +  9*'  +  2*'  +  --y 
die  Reihe  liefert: 

1  —  g«   "T"   1  —  g"   "T"    1—  g*o  T  Y—  g"  "l 

Daraus  folgt  unmittelbar,  dafs  jede  Zahl  von  der  Form  8n  -1'  4  die 
Summe  von  vier  ungeraden  Quadraten  ist,  woraus  sich  leicht  schliefsen 
läfst,  dafs  jede  beliebige  Zahl  die  Summe  von  vier  Quadraten  ist. 
Die  obige  Identität  kann  ohne  Zweifel  durch  rein  analytische  Be- 
trachtungen bewiesen  werden;  man  würde  so  den  denkbar  einfachsten 
Beweis  unseres  Satzes  erhalten. 

155. 

Es  giebt  keine  ganze  Zahl,  die  nicht  in  der  Formel 
!>'  +  3*  +  r»  +  s» 
enthalten  wäre;  zum  grofsten  Teile  lassen  sie  sich  aber  durch  die 
einfachere  Formel  jp*  +  2*  +  r^  darstellen.    Allgemein  kann  mau  be- 
haupten, dafs  jede  ungerade  Zahl,   mit  Ausnahme  derer  von 
der  Form  8n  +  7,  von  der  Form  l>*  +  ff*  +  r*  ist 

Die  Zahlen  von  der  Form  8n  +  7  bilden  hiervon  eine  Ausnahme. 
Denn  sind  von  den  drei  Gliedern  |>,  ff,  r  zwei  gerade  und  das  dritte 
ungerade,  so  ist  die  Formel  1>*  +  ff*  +  r*  von  der  Form  4n  +  1. 
Sind  aber  die  drei  Zahlen  j?,  ff,  r  ungerade,  so  ist  die  Formel 
1^  +  ff*  +  *^  ^^^  ^^r  Form  8n  +  3.  Somit  ist  keine  Zahl  von 
der  Form  8n  +  7  die  Summe  dreier  Quadrate. 

Nimmt  man  in  der  Formel  jp'  +  ff*  +  r*  +  5*  zwei  Glieder  als 
gleich  an,  so  erhält  man  eine  neue  Formel  |>*  +  ff*  +  2r*,  die  auch 
noch  sehr  allgemein  ist,  denn  man  kann  behaupten,  dafs  jede  un- 
gerade Zahl  ohne  Ausnahme  von  der  Form  p*  +  ff*  +  2r*  ist. 

Diese  Sätze  werden  später  in  noch  helleres  Licht  gesetzt  werden; 
gegenwärtig  bemerken  wir  nur,  dafs  die  beiden  Formen  p*  +  ff*  +  ^* 
und  p*  +  ff*  +  2r*,  von  denen  in  diesen  Sätzen  die  Rede  ist,  in  der 
Beziehung  zu  einander  stehen,  dafs  das  Doppelte  der  einen  die  andere 
hervorbringi    Man  erkennt  dies  aus  den  Formeln: 

2(l>»  +  2*+    r«)  =  (i,  +  a)«  +  (p-g)»  +  2r« 
2  (p»  +  9»  +  2r«) -=  (p  +  «)»  +  (^  -  g)»  +  (2r)*. 
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156. 


Der  Satz,  den  wir  in  diesem  Paragraphen  bewiesen  haben, 
bildet  einen  Teil  einer  von  Fermat  entdeckten  allgemeinen 
Eigenschaft  der  Polygonalzahlen.  Wir  können  nicht  umhin, 
dieselbe  anzuführen.  Mit  Rücksicht  auf  manche  Leser  müssen  wir 
jedoch  zunächst  auseinandersetzen,  was  man  unter  Polygonalzahleu 
versteht. 

Wenn  man  verschiedene  arithmetische  Reihen  betrachtet^  welche 
alle  mit  1  beginnen,  und  deren  konstante  Differenzen  der  Reihe  nach 
1,  2,  3,  4,  . . .  sind,  und  wenn  man  sodann  durch  Addition  der  Glie- 
der jeder  Reihe  eine  entsprechende  Reihe  bildet,  so  bilden  diese  ver- 
schiedenen Reihen  diejenigen  Zahlen ,  welche  man  Polygonalzahlen 
nennt.     Dieselben  sind  in  folgender  Tafel  enthalten: 


Arithmetische  Progressionen. 

Reihe  der  Polygonalzahlen. 

1,  2,  3,    4,     5,  ...n 
1,  3,  5,     7,    9,  ...2«-l 
1,  4,  7,  10,  13,  ...3n  — 2 
1,  5,  9,  13,  17,  ...4n  — 3 

1.3,  6,  10,  15,  ...t^) 

1.4,  9,  16,25,  ...n» 
1,5,12,22,35,  ..."^^^^ 
1,6,15,28,45,  •••»(2n-l) 

1,  a  +  1,  2a+l  ...na-a+1 

1,  a+2,  3«+3  ••••*^%~*^a  +  «. 

Die  erste  Reihe  1,  3,  6, . . .  ist  die  der  Trigonalzahlen,  die  zweite 
1,  4,  9,  . . .  die  der  Quadratzahlen,  die  dritte  1,  5,  12,  ...  die  der 
Pentagonalzahlen  u.  s.  w. 

Der  soeben  erwähnte  Satz  nun  ist  in  der  Fassung,  welche  Fer- 
mat demselben  in  seinen  Anmerkungen  zum  Diophant  Seite  180  ge- 
geben hat,  der  folgende: 

„Imo  propositionem  pulcherrimam  et  maxime  generalem  nos  primi 
deteximus.  Nempe  omnem  numerum  vel  esse  triangulum  vel  ex  dno- 
bus  aut  tribus  triangulis  compositum;  esse  quadratum  vel  ex  duobus, 
tribus  aut  quatuor  quadratis  compositum;  esse  pentagonum  vel  ex 
duobus  tribus  quatuor  aut  quinque  pentagonis  compositum  et  sie 
deinceps  in  infinitum  in  hexagonis,  heptagonis  et  polygonis  quibas-. 
libet,  enuntianda  videlicet  pro  numero  augulorum  generali  et  mirabüi 
propositione.     Ejus  autem  demonstrationem  quae  ex  multis  variis  et^ 
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abstrusissimis  numerorum  mysteriis  derivatur  hie  apponere  non  licet, 
opus  enim  et  librum  integrum  huic  operi  destinare  decrevimus  et 
Arithmeticen  hac  in  parte  ultra  veteres  et  notos  terminos  mirum  in 
modum  promovere/* 

[;;Den  folgenden  sehr  schönen  und  ganz  allgemeinen  Satz  habe 
ich  zuerst  entdeckt:  Jede  Zahl  ist  entweder  ein  Dreieck  (eine  Tri- 
gonalzahl)  oder  aus  zwei  oder  drei  Dreiecken  zusammengesetzt;  sie 
ist  entweder  ein  Quadrat  oder  aus  zwei,  drei  oder  vier  Quadraten 
zusammengesetzt-,  sie  ist  ein  Fünfeck  oder  aus  zwei,  drei^  vier  oder 
fiLnf  Fünfecken  zusammengesetzt,  und  so  fort  bei  den  Sechsecken, 
Siebenecken  und  beliebigen  Vielecken  bis  ins  Unendliche,  indem  sich 
immer  der  Ausspruch  des  allgemeinen  und  merkwürdigen  Satzes  nach 
der  Anzahl  der  Winkel  richtet.  Den  Beweis  desselben,  der  sich  auf 
viele  verschiedene,  sehr  versteckte  wunderbare  Eigenschaften  der 
Zahlen  gründet,  kann  ich  hier  nicht  beisetzen.  Ich  habe  beschlossen, 
diesem  Gegenstande  ein  ganzes  Werk  zu  widmen  und  die  Zahlenlehre 
in  diesem  Teile  über  die  alten  und  bekannten  Grenzen  hinaus  in 
staunenswerter  Weise  weiter  zu  entwickeln.**] 

Ich  habe  die  eigenen  Worte  des  Autors  angeführt,  weil  man 
besonders  aus  dieser  Stelle  sieht,  dafs  sich  Fermat  mit  einem  grofsen 
Werke  beschäftigte,  welches,  wie  er  selbst  sagt,  viele  schöne  Eigen- 
schaften der  Zahlen  enthalten  sollte.  Die  Mathematiker  werden  es 
noch  lange  bedauern,  dafs  dieser  berühmte  Gelehrte  seine  Absicht 
nicht  verwirklicht  hat  oder  wenigstens  seine  Verwandten  und  Freunde, 
welche  seinen  handschriftlichen  Nachlafs  erbten,  nichts  an  die  Öffent- 
lichkeit haben  gelangen  lassen.  Man  würde  darin  aufser  den  noch 
unbekannten  Beweisen  mehrerer  seiner  Sätze  ohne  Zweifel  Methoden 
finden,  die  dem  Scharfsinn  des  Verfassers  würdig  wären,  Methoden, 
die  im  Verein  mit  den  späteren  Entdeckungen  viel  dazu  beigetragen 
haben  würden,  diesen  sehr  schwierigen  Teil  der  exakten  Wissen- 
schaften zu  vervollkommnen. 

Beachtet  man,  um  auf  den  erwähnten  Satz  zurückzukommen,  dafs 
eine  geringere  Anzahl  von  Polygonalzahlen  stets  in  einer  gröfseren 
enthalten  ist,  da  man  an  Stelle  der  fehlenden  Glieder  Null  setzen 
kann,  und  Null  in  der  That  ein  Glied  jeder  Reihe  von  Polygonal- 
zahleu  ist,  so  kann  man  den  in  Rede  stehenden  Satz  kürzer  in  folgen- 
den Worten  aussprechen: 

Jede  beliebige  Zahl  kann  durch  Addition  von  drei  Tri- 
gonalzahlen,  ebenso  durch  Addition  von  vier  Quadratzahlen, 
ferner    durch    Addition    von    fünf   Pentagonalzahlen,    von 
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sechs  Hexagonalzahlen  und  so  fort  ins  Unendliche  gebildet 
werden. 

157. 
Ist  also  Ä  eine  gegebene  Zahl,  und  sind  Xy  y^  g, . . .  unbestimmte 
Zahlen,  so  kann  man  die  verschiedenen  Teile  des  allgemeinen  Satzes 
in  folgender  Weise  einzeln  darstellen: 

1)  Welches  auch  die  gegebene  Zahl  Ä  sein  moge^  man 
kann  stets  der  Gleichung 

.  _  x*  +  x    I    y'  +  y     I    ^*  +  g 
^ 2  I  2  I  2 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Gleichung 

8^  +  3  =  (2«  +  l)»  +  (2y+l)«  +  (2*  +  l)« 
Genüge  leisten. 

Wäre  dieser  erste  Teil  bewiesen ,  so  würde  er  zeigen,  daCs  jede 
Zahl  von  der  Form  8n  +  3  die  Summe  dreier  Quadrate  ist.  Um- 
gekehrt würde,  wenn  bewiesen  wäre,  dafs  jede  Zahl  von  der  Form 
8n  4~  3  die  Summe  dreier  Quadrate,  ist,  unmittelbar  daraus  folgen, 
daÜB  jede  ganze  Zahl  die  Summe  dreier  Trigonalzahlen  ist. 

2)  Welches  auch  die  gegebene  Zahl  A  sein  möge,  man 
kann  stets  der  Gleichung 

A  =  a^  +  y^  +  e^  +  u^ 
Genüge  leisten. 

Dieser  zweite  Teil  ist  oben  auf  eine  Art,  die  nichts  zu  wünschen 
übrig  läfst,  bewiesen  worden.  Es  dürfte  jedoch  nicht  unnützlich  sein 
zu  zeigen,  dafs  der  erste  Teil  in  notwendiger  Verbindung  mit 
dem  zweiten  steht  Wäre  nämlich  bewiesen,  dafs  man  stets  der 
Gleichung 

8A  +  S  =  x'-{'y^  +  g^ 

genügen  kann,  so  würde  daraus  folgen: 

•       8^  +  4  =  rr»  +  y«  +  i^  +  l. 
Da  aber  die  vier  Quadrate  der  rechten  Seite  nur  ungerade  sein  können, 
so  sind  die  Zahlen  x  -{-  y,  x  —  y,  is  -{-  1,  g  —  1  gerade;  mithin  hat 
man  in  ganzen  Zahlen: 

oder  kürzer: 

4^  +  2  =  flJ'»  +  y  *  +  /»  +  u\ 

Nun  müssen  aber  von  diesen  vier  Quadraten  zwei  gerade  und 
zwei  ungerade  sein,  da  sonst  ihre  Summe  nicht  AA  -|-  2  sein  könnte. 
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Man  erhält  daher: 

4^  +  2  =  4a*  4-  46*  +  (2c  +  1)*  +  (2d  +  1/, 
und  hieraus  folgt: 

2A  +  l  =  {a  +  b)^  +  (a-hy  +  {c  +  d+  If  +  {c  -  d)\ 
Wird  demnach  der  erste  Teil  des  allgemeinen  Satzes,  welcher  die 
Trigonalzahlen  betri£Fty  als  bewiesen  vorausgesetzt;  so  ergiebt  sich 
daraus  als  unmittelbare  Folge,  dafs  jede  ungerade  Zahl  2A  -{-  1  die 
Summe  von  vier  Quadraten  ist.  Ist  aber  eine  Zahl  die  Summe  von 
vier  Quadraten  w*  +  ***  +  P*  +  2*i  ^^  ^st  das  Doppelte  derselben 
eine  ähnliche  Summe;  denn  es  ist: 

2(««  +  „»  +  p»  +  g*)  =  (m  +  ny  +  {m-nY  +  (p-^q)*  +  (p  -?)». 
Folglich  ist  jede  beliebige  Zahl  die  Summe  von  vier  Quadraten. 

Man  sieht,  dafs  der  erstem  Teil  des  Fermat'schen  Satzes  impli- 
cite  den  zweiten  einschliefst,  und  da  der  letztere  auf  anderm  Wege 
vollkommen  streng  bewiesen  ist,  so  kann  man  den  ersten  bereits  mit 
einem  grofsen  Grade  von  Wahrscheinlichkeit  als  richtig  ansehen. 

3)  Der  dritte  Teil  des  allgemeinen  Satzes  giebt: 

,  8a?*  —  X     ^     8y'--  y     ,     8^?»  —  z     ,     3^*  —  t     ,     8u»  —  u 

oder: 

24^  +  o  =  (6a?— l)*  +  (6y-l)*  +  (6^— 1)*  +  (6^-1)*+(6m^1)*, 

80  dals  dieser  besondere  Satz  auf  den  folgenden  zurückkommt: 

Jede  Zahl  von  der  Form  24^  +  ^  ^^^  ^^^  fünf  Quadraten, 
deren  Seiten  von  der  Form  6m  —  1  sind,  zusammengesetzt 

4)  Der  vierte  Teil  giebt: 

Ä^x(2X'-l)+y(2y—l)+0(20—l)+s(2s-l)+t(2t'-l)+u(2u-l) 

oder: 

8^  +  6  =  (4a:  —  1)*  +  (4y  —  1)*  +  {^g  —  1)*  +  (45  -  1)* 

+  (4t  -  1)*  +  (4w  -  1)*. 
Also: 

Jede  Zahl  von  der  Form  8-4. +  6  mufs  sich  in  sechs  Qua- 
drate zerlegen  lassen,  deren  Seiten  von  der  Form  4m —  1  sind. 

Überhaupt  reduciert  sich  der  in  Rede  stehende  Satz  immer  auf 
die  Zerlegung  einer  gegebenen  Zahl  in  Quadrate,  und  alle  beson- 
deren Sätze  sind  in  der  folgenden  allgemeinen  Formel  ent- 
halten: 

iaÄ  +  («  +  2)  (a  —  2)*  =  (2ax  —  a  +  2y  +  (2ay-  a  +  2)*  +  ... 
wobei  die  Anzahl  der  Glieder  der  rechten  Seite  a  -[-  2  ist. 
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§5. 

Von  der  linearen  Form,  welche  den  Teilern  der  binomisclien  Formel 
a'*  +ly  in  der  a  und  n  gegebene  Zahlen  sind,  zukommt. 

158. 

Die  Betrachtung  der  Formel  a"  +  6",  in  welcher  a  und  b  zu  ein- 
ander prime  Zahlen  sind^  würde  keine  gröfsere  Allgemeinheit  invol- 
yieren.  Denn  ist  diese  Formel  durch  die  Primzahl  p  teilbar,  so  kann 
man  immer  a  ^=  bx  -{-  py  setzen,  und  es  müfste  o:"  +  1  ebenfallfl 
durch  p  teilbar  sein.  Dies  yorausgesehickt,  untersuchen  wir  nach 
einander  die  beiden  Formeln  a"  +  1  und  a"  —  1. 

Zunächst  wollen  wir  die  notwendige  Bedingung  dafür 
finden,  dafs  die  Primzahl  p  ein  Teiler  der  Formel  a*-f~^  ^^ 

Welches  auch  p  sein  möge,  man  kann  immer  p  «^^  2nx  -{-  %  an- 
nehmen, wo  X  eine  unbestimmte  Zahl  und  ic  eine  positive  Zahl  kleiner 
als  2n  ist  Man  erhält  daher,  indem  man  die  Vielfachen  von  p 
wegläfst, 

a"  =  —  1. 

Nach  dem  F er mat 'sehen  Satze,  und  weil  a  nicht  durch  p  teilbar 
sein  kann,  ist  femer: 

oder: 

Wegen  a*»  =»  —  1   hat  man  aber  a^**  =  I5  mithin  geht  die  vorige 
Gleichung  über  in: 

a^'-i  =  1, 

so  dafs  wir  die  beiden  Bedingungen 

a"  =  —  1,    a*-^  =  1 

zu  befriedigen  haben.     Die  zweite  Bedingung  ist  von  selbst  erfüllt, 

wenn  «  =  1  ist;  alsdann  ist  die  Form  des  Teilers  p  «=  2nx  +  1. 

Ist  aber  ar  >  1 ,   so  sei  d  der  gröfste  gemeinschaftliche  Teiler 

von  n  und  n  —  1.   Dann  kann  man  n  =  nm  und  %  —  1  ^^v(o  setzen; 

dies  giebt: 

a~'cu„  _  1^    a'''*"  =  1. 

Da  aber  %   und  W  prim  zu  einander  sind,  so  kann  man  immer  zwei 
ganze  Zahlen  f  und  g  von  der  Beschaffenheit  finden,  dafs 

ist    Daraus  folgt: 
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(^  1)/  SS  a-^"'"  «=  ^ä'cu  +  oi  _-  ^^ 

oder:  « 

a»  =,  (-  1)/. 

Wird  dieser  Wert  in  die  beiden  Gleichungen  a"  **  =  —  1,  a**'"  =  1 
eingesetzt^  so  ergeben  sich  die  beiden  Bedingungen: 

Die  erste  zeigt,  dafs  /*  und  n  ungerade  Zahlen  sein  müssen;  die 
zweite,  dafs  li  eine  gerade  Zahl  ist.  Letztere  schliefst  übrigens  die 
erstere  ein;  denn  ist  %  gerade,  so  müssen,  der  Gleichung  fn^^^gn-^- 1 
zufolge,  f  und  n   ungerade  sein. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  hat  man: 

a"  =  —  1 , 

d.  h.  a*  +  1  ist  teilbar  durch  p. 

Da  nun  die  Annahmen  %  ^=  \  und  n>\  die  beiden  einzig 
möglichen  sind,  so  kann  man  den  folgenden  allgemeinen  Satz  auf- 
stellen: 

159. 

Jede  Primzahl  p,  welche  in  der  Formel  a"  +  1  aufgeht, 
mufs  entweder  Ton  der  Form  2nx  +  1  oder  wenigstens  von 
der  Form  sein,  welche  für  einen  Teiler  einer  andern  Formel 
a^ -f~  ly  ^^  welcher  der  Exponent  o  gleich  dem  Quotienten 
aus  n  und  einer  ungeraden  Zahl  ist,  notwendig  ist. 

Dieser  Satz  findet  ebenso  Anwendung  auf  die  Teiler  von  a*"  -j'  1 
and  läfst  somit  nach  und  nach  alle  Formen  erkennen,  welche  die 
Teiler  der  gegebenen  Formel  a"  -f~  1  annehmen  können.  Einige  der 
hauptsächlichsten  Zusätze,  die  man  unmittelbar  daraus  ableiten  kann, 
und  die  auszusprechen  genügt,  siud  folgende: 

1)  Ist  der  Exponent  n  eine  ungerade  Primzahl,  so  mufs 
jede  Primzahl,  welche  in  «»+1  aufgeht,  von  der  Form 
2na:  +  1  sein  oder  in  a  +  1  aufgehen. 

2)  Ist  der  Exponent  n  eine  Potenz  von  2,  so  kann  die 
Formel  ä*  +  1  zu  Teilern  nur  solche  Primzahlen  haben, 
welche  in  der  Form  2nx -{-  1  enthalten  sind. 

Sucht  man  z.  B.  die  Primfactoren  von 

2»« +1  =  4294967  297, 
80  müssen   dieselben  in  der  Formel  64^  -f~  1  enthalten  sein.     Man 
probiere  also  nach  einander  die  Zahlen  193,  257,  449,  577,  641.    Die 
Dinsion  geht  auf  bei  641,  und  als  Quotienten  findet  man  6700417. 
Um  die  Teiler  dieses  letzteren  zu  finden,  mufs  man  gleichfalls  mit 
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allen  Primzahlen  von  der  Form  64a;  +  1,  welche  grofser  als  641  und 
kleiner  als  2588  =  /6700417  sind,  pAbieren.  Es  sind  dies  die 
folgenden: 

769,     1163,     1217,    1409,     1601,    2113. 

Da  keine  dieser  Zahlen  in  6700417  aufgeht,  so  folgt  daraas  mit 
Sicherheit,  dafs  6700417  eine  Primzahl  ist 

3)  Ist  n  =  Xvj  wo  l  ein  Glied  der  Progression  2,  4,  8, 
16,  .  .  .  und  V  eine  Primzahl  ist,  so  ist  jeder  Primteiler  der 
Formel  a"  +  1  entweder  von  der  Form  2nx -^  1  oder  er  ist 
ein  Teiler  der  Formel  a^  +  1  und  als  solcher  von  der 
Form  2Xx+  1. 

4)  Ist  n^^iiv,  wo  ft  und  v  zwei  ungerade  Primzahlen 
sind,  so  ist  der  Primteiler  der  Formel  a" -}-  1  von  der  Form 
2nx  +  1,  oder  er  ist  ein  Teiler  der  Formel  oa*  +  1  und  als- 
dann von  der  Form  2iix  +  1,  oder  er  ist  ein  Teiler  der 
Formel  a*  +  1  und  alsdann  von  der  Form  2i/ic+l,  oder 
endlich  er  ist  ein  Teiler  von  a -f~  !•  Diese  Fälle  schliefsen  sich 
gegenseitig  nicht  aus;  demi  es  ist  z.  B.  jede  Primzahl,  welche  in  der 
Formel  a  +  1  aufgeht,  offenbar  auch  ein  Teiler  aller  andern  Formeln 
a"  -f-  1>  ö^  +  1>  u.  s.  w.,  und  ebenso  geht  jede  Primzahl,  welche  in 
a*  +  1  aufgeht,  notwendigerweise  auch  in  a"  -}-  1  auf. 

160. 

Es  ist  von  keinem  Nutzen,  diese  Zusätze  auf  eine  grofsere  An- 
zahl von  Fällen  auszudehnen.  Wir  bemerken  nur,  dafs,  wenn  man 
die  Teiler  einer  gegebenen  Formel  a"  +  1  finden  soll,  man  nach  und 
nach  die  Teiler  aller  andern  Formeln  a"  +  1,  welche  einen  kleineren 
Exponenten  haben,  suchen  mufs,  indem  man  mit  dem,  in  welchem 
der  Exponent  von  a  am  kleinsten  ist,  beginnt.  Man  hat  dann  nur 
noch  gemäfs  der  Form  2nx  -{-  1  die  Teiler  zu  suchen,  welche  nicht 
durch  die  Formeln,  die  einen  niedrigeren  Exponenten  haben  als 
a"  +  1;  gegeben  werden. 

Man  beachte  noch,  dafs,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  die 
Formel  a"  -f"  1;  ^^^  ^  multipliciert,  von  der  Form  ar*  +  ^  wird,  und 
daher  zu  Teilern  nur  die  Primzahlen,  welche  in  a^ -}- a  aufgehen, 
haben  kann.  Diese  Bedingung  dient  dazu,  die  Hälfte  der  in  der 
Formel  2nx  -f-  1  enthaltenen  Primzahlen  auszuschliefsen;  jedoch  mufs 
man  zu  diesem  Zwecke  das  beachten,  was  vnr  weiter  unten  von  den 
Teilern  von  a;*  +  a  beweisen  werden.  Für  jetzt  sieht  man,  dafs, 
wenn   a   gleich    2   wäre,   die  Teiler   von   a:*  +  2   nur   von  den 
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Formen  8m +  1,  8m  +  3  sein  können.  Daher  kommt  es,  dafs 
die  beiden  andern  allgemeinen  Formen  8m-|-&;  Sm  -{-  7  ausge- 
schlossen und  niemals  Teiler  der  Formel  2'*  +  1  sind,  wenn  n  un- 
gerade ist  Eine  ähnliche  Ausschliefsung  findet  bei  andern  Werten 
Yon  a  ebenfalls  statt. 

161. 
Beispiel 
Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  alle  Teiler  der  Zahl 

549  7  55813  889  =  2»»+  l^Ä 
zu  finden. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Formeln  mit  niedrigerem  Exponenten 
218  ^1^    2»  +  1,     2^  +  1. 
Die  letzte  ergiebt  3  als  Teiler  aller  vorhergehenden  Formeln. 

Die  Formel  2»  +  1  =  9  giebt  ebenfalls  nur  3  als  Primteiler; 
sie  lehrt  aber  femer,  dafs  A  durch  9  teilbar  ist. 

Die  Formel  2*»  +  1  «=  8193  =  3  .  2731  kann,  wenn  sie  einen 
andern  Teiler  als  3  hat,  nur  einen  solchen  von  der  Form  26a;  -j-  1 
haben.  Da  aber  die  kleinste  in  der  Form  26:r  +  1  enthaltene  Prim- 
zahl 53  bereits  zu  grofs  ist,  da  sie  die  Quadratwurzel  aus  2731  über- 
steigt, so  folgt  daraus,  dafs  2731  eine  Primzahl  ist,  und  dafs  somit 
2"  +  1  keinen  andern  Teiler  hat  als  3  und  2731. 

Hiernach  mufs  die  Zahl  A  teilbar  sein  durch  9  .  2731.  Dividiert 
man  sie  zuerst  durch  3  .  2731,  welche  Zahl  gleich  2'^  -{-  1  ist,  so  ist 
der  Quotient  2^  —  2^»  +  1  =  67100673,  und  dividiert  man  diese 
durch  3,  so  erhält  man  A  =  3*.  2731  .  22366  891. 

Man  hat  daher  nur  noch  die  Teiler  der  Zahl 
J5  =  22366  891 
zu  suchen.     Diese  Teiler  müssen  von  der  Form  78x  +  1   sein,  und 
da  sie  auch  in  d^r  Formel  ^^  -|-  ^  aufgehen  müssen,   so  können  sie 
nur  die  Formen  8w  +  1,  8n  +  3  haben.     Die  Form  78a;  +  1  ent- 
hält aber  vier  andere,  je  nachdem  x  gleich  einer  der  Zahlen 

4y,    4y+l,    4y  +  2,    4y  +  3 
ist    Diese  vier  Formen  sind: 

312y  +  l,    312y-f79,    312y  +  157,    312y  +  235. 

Die  zweite  und  die  dritte  müssen  ausgeschlossen  werden,  da  sie  von 

der  Form  8*1  +  7  und  8n  +  5  sind.    Mithin  ist  jede  Primzahl,  welche 

in  B  aufgeht,  in  einer  der  beiden  Formen  enthalten: 

312y  +  1,    312y  +  235. 

litgtndre,  Zahlentheorie  I.  16 
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Die  Primzahlen,   welche  in   diesen  Formen   enthalten   und   zugleich 
kleiner  sind  als  YBy  welches  ungefähr  4620  ist,  sind  folgende: 
313,    547,    859,    937,     1171,     1249,     1483,     1873,    2731, 
3121,    3433,    4057,    4603. 
Probiert  man  der  Reihe  nach  mit  diesen  dreizehn  Zahlen  oder  nur 
mit  zwölf  (denn  es  ist  überflüssig  mit  2731  zu  probieren),  so  findet 
man,  dafs  keine  von  ihnen  in  B  aufgeht.    Daraus  folgt,  dafs  22  366  891 
eine  Primzahl  ist. 

Da  die  Zahl  B  ein  Teiler  von  t^  -{-2  ist,  so  mufs  sie  von  der 
Form  j?*  +  2^^  sein.  Will  man  B  wirklich  auf  diese  Form  bringen, 
so  kann  dies  ohne  Probieren  mit  Hülfe  der  folgenden  Formel  ge- 
schehen: 

4m^  —  2m«  +  1  ^  /2i»«±2w--  ly  .    «  /2m»q:m—  1\« 

Nun  ist  B  = ^    '     ;  setzt  man  also  m  =«  2*,  so  findet  man: 

B  =  (2773)*  +  2(2709)1 

162. 

Wir  gehen  jetzt  zur  zweiten  Frage  über  und  stellen  uns  die 
Aufgabe,  die  Form,  welche  die  Primteiler  der  gegebenen 
Zahl  a* —  1  haben  müssen,  zu  finden. 

Wie  beschaffen  die  Primzahl  p,  welche  in  dieser  Formel  auf- 
geht, auch  sein  möge,  man  kann  sie  immer  von  der  Form  p  «s  no:  -f  ^ 
annehmen,  wo  jc  eine  positive  Zahl  kleiner  als  n  ist.  Man  erhalt 
daher,  wenn  die  Vielfachen  von  p  weggelassen  werden : 

a"=  1     und    oP-^  =  1, 
und  daraus  folgt: 

In  dieser  letzteren  Gleichung  kann  man  nur  ar  ='1  oder  3r>l  &&' 
nehmen. 

1)  Ist  Ä  =  1,  so  ist  die  Form  des  Teilers  |)  =  na:  +  1.  Sie 
bleibt  so,  so  lange  n  gerade  ist;  ist  aber  n  ungerade,  so  mufs  not- 
wendig X  gerade  sein,  und  daher  hat  man  p'^2nis  -{'  1. 

2)  Ist  n>  If  und  ist  g>  der  gröfste  gemeinschaftliche  Teiler  von 
n  und  X  —  1,  (wo  m  gleich  1  sein  mufs,  wenn  es  kein  anderes  ge- 
meinsames MaTs  giebt),  so  kann  man  immer  zwei  ganze  Zahlen  f 
und  g  von  der  Beschaffenheit  finden,  dafs 

Yn  —  5f  (ä  —  1)  =  CD 
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ist.    Nun  ergeben   die   beiden   Gleichungen   a"-=l,   a*~^  =  1    die 

folgenden: 

1  =  a/~  =  a^(*-i)+«  =  a% 
oder: 

Mithin  ist  p  ein  Teiler  von  a^  —  1.  Hierbei  ist  dem  Resultate 
0*  =  1  keine  Einschränkung  hinzuzufügen,  weil  die  Gleichung  a*"  =  1 
den  beiden  Gleichungen  a"  =  1  und  a*-*  =  1  genügt. 

Hiemach  ist  die  ganze  Theorie  der  Teiler  Ton  a»  —  1  in  dem 
folgenden  Satze  enthalten: 

163. 

Jede  Primzahl  |>,  welche  in  der  Formel  a*  —  1  aufgeht, 
mufs  entweder  in  der  Form  j)  ==  wa:  +  1  enthalten  oder  auch 
ein  Teiler  der  Formel  a"  —  1  sein,  in  welcher  o  ein  Teiler 
von  n  ist. 

Wir  fügen  hinzu,  dafs,  wenn  n  ungerade  ist,  in  welchem  Falle 
die  Form  na?  +  1  in  2njef  +  1  übergeht,  der  Teiler  p  auch  in  denjenigen 
Formen  enthalten  sein  muHs,  welche  den  Teilern  der  Formel  oi?  —  a 
zukommen. 

Derselbe  Satz  findet  Anwendung  auf  die  Formel  a^  —  1  pder 
auf  jede  andere,  welche  unmittelbar  aus  den  Teilern  von  n  sich  er- 
giebi  Daher  erhält  man  durch  Vereinigung  der  Resultate  alle 
Teiler  der  gegebenen  Formel.  Einige  allgemeine  Zusätze,  welche 
sich  daraus  ergeben,  sind  folgende: 

1)  Ist  die  Zahl  n  eine  Primzahl,  so  sind  die  Teiler  der 
Formel  ä»  —  1  in  der  Form  2ng  +  1  enthalten,  mit  alleiniger 
Ausnahme  derer,  welche  in  a  —  1  aufgehen. 

2)  Wenn  die  Zahl  n  das  Produkt  zweier  Primzahlen  ft 
und  V  (2  ausgenommen)  ist,  so  wird  der  Primteiler  p  der 
Formel  a"  —  1  entweder  von  der  Form  2nis -{- l  sein,  oder 
er  ist  ein  Teiler  von  af*  —  1  und  alsdann  von  der  Form 
2(ii?+l,  oder  er  ist  ein  Teiler  von  a" —  1  und  alsdann  von 
der  Form  2i/j?  +  1,  oder  endlich  er  ist  ein  Teiler  von  a —  1 
und  von  der  Form  2x^+1,  welche  allen  Primzahlen  zu- 
kommt Denn  ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  geht  offenbar  a  —  1  in 
fl*  —  1  auf;  mithin  mufs  jeder  Teiler  der  ersten  Gröfse  auch  ein 
Teiler  der  zweiten  sein. 

3)  Ist   die   Zahl   n  eine   Potenz   von   2,  und   setzt   man 

««=»  Y^;  /*  "^  V^;  y  "*  2"  i^;  •  •  >  SO  ist  der  Teiler  j?  der  Formel 

16* 
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a*  —  1  entweder  von  der  Form  nx  +  1,  oder  er  ist  von  der 
Form  ax  -{-  1  und  ein  Teiler  von  a"  —  1,  oder  er  ist  von  der 
Form  ßx -{- 1  und  ein  Teiler  der  Formel  afi  —  1,  und  so  fort 
bis  zur  Form  2x  +  1,  welche  in  a^  —  1  aufgeht. 

164. 

Beispiel  1. 

Um  sämtliche  Teiler  der  Zahl  Ä  =  2^^  —  1  zu  erhalten,  bilden 

wir  die  folgende  Tafel,   in  welcher  man  die  gegebene  Formel  und 

die  daraus  sich  ergebenden  Formeln  nebst  den  entsprechenden  Formen 

des  Teilers  sieht: 

|)  =  32a;  +  1,  ^  =^2««  -  1  =  (2^«  +  i)B 

p=l6x+l,  B  =  2^«  -  1  =  (2«  +  1)C 

jp  =    8a?  +  1,  0  =  2«  -  1  =  (2*  +  1)2) 

jp  =  4a;  +  1,  D  =  2*  —  1  =  (2*  +  1)^ 

jp=    2a; +1,  ^=2«  -1  =  3. 

Die  letzte  Zahl  E,  welche   sich  auf  3  reduciert^  mufs  alle  vorher- 
gehenden teilen;  und  zwar  hat  man: 

D  =  (2«  +  1)3  =  3  .  5 

C7=(2*  +  1)D  =  3.5.17. 
Die  Zahl  B  enthält  dieselben  Teiler  wie  C  und  auTserdem  noch 
2®  +  1  =  257,  welches  eine  Primzahl  ist.  Endlich  ist  A  das  Produkt 
aus  B  und  2*«  +  1  =  65537.  Da  nun  2^«  +  1  mit  2"  —  1  keinen 
gemeinschaftlichen  Teiler  haben  kann,  so  folgt,  dafs  die  Teiler  von 
2^*  +  1  oder  65537  nur  Primzahlen  von  der  Form  32a;  +  1  sein 
können.  Die  Primzahlen  aber,  welche  in  dieser  Form  enthalten  und 
kleiner  als  "^65537  sind,  sind  97  und  193,  und  diese  gehen  nicht  in 
65537  auf.  Demnach  ist  65537  eine  Primzahl,  und  die  Zahl  Ä,  in 
ihre  Primfaktoren  zerlegt,  ist: 

^  =  3  .  5  .  17  .  257  .  65537. 
Multipliciert  man  diesen  Wert  mit  demjenigen,  den  wir  (S.  15)  fÖr 
2^  -|-  1  gefunden  hatten,   so  erhält  man  den  in  Faktoren  zerlegten 
Wert  von  2«*  —  1. 

165. 

Beispiel  2. 

Es  sei  femer  die  Zahl  A  =  2^^  —  1  gegeben.    Da  der  Exponent 
31  eine  Primzahl  ist,  so  können  die  Teiler  von  A  nur  von  der  Forin 
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62x -{-  1  eeiii;  und  zwar  giebt  es  hiervon  keine  Ausnahme,  da  sich 
a  —  1  in  diesem  Falle  auf  2  —  1  =  1  reduciert.  Beachtet  man  zu- 
gleich, dafs  die  Zahl  2A  von  der  Form  ^*  —  2  ist,  und  dafs  somit 
die  Teiler  von  A  von  einer  der  Formen  8w  -}-  1,  8n  +  7  sein  müssen, 
80  findet  man,  indem  man  diese  letzteren  Formen  mit  der  ersten 
62x-|-l  kombiniert,  dafs  jeder  Primteiler  von  A  notwendig  von 
einer  der  Formen  2ASg  +  1,  248 e  +  63  ist.  Nun  zeigt  aber  Euler 
(Abhandl.  der  Berl.  Akad.  1772  S.  36),  dafs  man,  nachdem  man  alle 
in  diesen  Formen  enthaltenen  Primzahlen  bis  zu  46339,  der  Quadrat- 
wurzel der  Zahl  A,  probiert  hat,  keine  findet,  welche  in  A  aufgeht. 
Daraus  folgt,  in  Übereinstimmung  mit  einer  Behauptung  Fermat's, 
dafc  die  Zahl  2»*  —  1  =  2  147  483  647  eine  Primzahl  ist  Dies  ist 
die  grofste  von  allen  Primzahlen,  welche  bis  heute  als  solche  be- 
stätigt sind. 

Wir  wollen  diesen  Paragraphen  nicht  ohne  die  Bemerkung  be- 
schlielsen,  daCs  Euler  der  Urheber  der  hauptsächlichsten,  in  ihm 
enthaltenen  Sätze  ist.    Siehe  den  1.  Bd.  der  Novi  Comment.  Petrop. 


§  6. 

Satz,  enthaltend  ein  Reciprocitätsgesetz,  welches  zwischen  zwei 
beliebigen 'Primzahlen  besteht. 

166. 
Wir  haben   in  No.  135  gesehen,   dafs,   wenn  m  und  n  irgend 
zwei  ungerade  und  ungleiche  Primzahlen  sind,  die  abgekürzten  Aus- 
drücke (— j  und  l—j  der  erstere  den  Rest,  welcher  bei  der  Division 

von  m  ^    durch  n   bleibt,    der   andere   den   Rest,   welcher   bei    der 

Division  von  n  *  durch  m  bleibt,  darstellen.  Gleichzeitig  haben  wir 
bewiesen,  dafs  diese  beiden  Reste  stets  nur  entweder  +  1  oder  —  1 
sein  können.    Dies  vorausgeschickt,  existiert  zwischen  den  beiden 

Resten  (— j  und  (— )  eine  Belation  von  der  Beschaffenheit,   dafs, 

wenn  der  eine  bekannt  ist,  auch  der  andere  unmittelbar  bestimmt 
ist  Der  allgemeine  Satz,  welcher  diese  Beziehung  enthält,  ist 
folgender: 

Welches  auch  die  Primzahlen  m  und  n  sein  mögen,  man 
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erhält  stets,  falls  sie  nicht  alle  beide  von  der  Form  4;i; -}~  3 
sind: 

(i)-(7)- 
Sind  sie  aber  alle  beide  von  der  Form  Ax-^-S,  so  hat  man: 

(^)— (")■ 

Diese    beiden    allgemeinen    Fälle    sind    in    die   Formel    za- 
sammengefafst: 


1 


m — 1     n —  1 


Um  die  verschiedenen  Fälle  dieses  Satzes  zu  entwickeln,  ist  es 
erforderlich,  durch  besondere  Buchstaben  die  Primzahlen  von  der 
Form  4  a;  +  1  von  denen  von  der  Form  4  a?  +  3  zu  unterscheiden. 
Wir  werden  im  Verlaufe  dieses  Beweises  die  ersteren  mit  den  Buch- 
staben Ay  a,  a,  die  letzteren  mit  den  Buchstaben  B,  b,  ß  bezeichnen. 
Alsdann  schlielst  der  soeben  ausgesprochene  Satz  die  folgenden  acht 
Fälle  ein: 

I-  /«*  (t)  —  1'  «o  f«ig*=  (I)  =-  ^  1- 

II.  Ist  (1)  =  +  1,  80  folgt:  (I)  -  +  1. 

m.  Ist  (^)  =  +  1,  80  'folgt:  (^) 1. 

IV.  Ist  (I) 1,  so  folgt:  (l)  =  +  1. 

V.  Ist  (^)  =  +  1,  so  folgt:  (4)  =  +  1. 

VI.  Ist  (-J) 1,  so  folgt:  (4) 1. 

Vn.  Ist  (I)  =  +  1,  so  folgt:  (I)  =  +  1. 

VIII.  Ist  (^) 1,  so  folgt:  (j)  =  -  1. 

167. 
Beweis  der  F&lle  I  und  IL 
Ich  bemerke  zunächst,  dafs  die  Gleichung 

oder  allgemeiner 

(4/-+  l)x^  +  i4g  +  l)y»  =  (4n  +  3  )^ 
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• 
unmöglich  ist.     Denn  da  x  und  y  als  relative   Primzahlen   voraus- 
gesetzt sind,  so  ist  die  linke  Seite  stets  in  den  Formen  Ak  -{'  l  und 
4Jk  -|~  ^  enthalten,  während  die  rechte  Seite  nur  von  einer  der  Formen 
4J;  und  4i  -f~  ^  ^^^  kann. 

Nach  No.  27  würde  aber  die  Gleichung  a?*  +  ay*  =  bsi*  lösbar 
sein,  wenn  man  zwei  ganze  Zahlen  A  und  (i  von  der  Beschaffenheit 

finden  könnte,  dafs  — ~—  und ganze  Zahlen  würden.  Andrer- 
seits ist  die  Bedingung  dafür,  dafs  b  ein  Teiler  von  X*  -}-  a  sei,  die 
folgende: 

(=l^)-l    oder    (^)=-l, 
und  ebenso  ist  die  Bedingung  dafür,  dafs  a  ein  Teiler  von  (i*  —  b  sei: 

Mithin  könnte  man  nicht  gleichzeitig  haben: 

(f)--l     .nd     (A)-+.. 

Femer  kann  aber  jeder  dieser  Ausdrücke  nur  +  1  oder  —  1  sein. 
Folglich: 

I.    Ist  (y )  =  —  1 ,       so  ergiebt  sich  (—1  =  —  1. 

IL    Ist  \—j  —  4-1,       so  ergiebt  sich  (yj  —  +  1. 

Übrigens  sind  diese  beiden  Satze  derart  unter  einander  verbunden, 
daCs  der  eine  nur  eine  Folge  des  andern  ist.    Denn  nimmt  man  den 

ersten  als  richtig  an,  und  ist  ^— j  =  +  1,  so  könnte  nicht*  \^j  =  —  1 
sein,  da  sich  sonst  gegen  die  Annahme  i—j  =  —  1  ergeben  würde. 
Man  erhalt  daher  (y)  «,  +  1. 

168. 
Beweifl  der  F811e  m  und  IV. 
Sind  B  und  b  zwei  Primzahlen  von  der  Form  4n  -\-  3,  so  ist 
es,  wie  wir  in  No.  47  bewiesen  haben,   immer  möglich,  einer  der 
beiden  Gleichungen 

Ba^^by*^+l,        J5a;>  — 6y>— —  1 
Genfige  zu  leisten. 

1)  Ist  ^^-j  =«  +  1,  so  kann  die  Gleichung  Bx^  —  fty«  =»  —  l 
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nicht  stattfinden;  denn  wäre  sie  erfüllt;   so  würde  b  ein  Teiler  von 

Bx*  + 1  oder  von  je?*  +  B  sein.    Damach  müfste  man  haben:  (— r~)  =  1 

oder  (yj  =  —  1,  entgegen  der  Voraussetzung.    Nachdem  so  die  eine 

der  beiden  Gleichungen  ausgeschlossen  ist;  mufs  die  andere  notwendig 
stattfinden.     Aus   dieser  erkennt   man  aber^   dafs  B  ein  Teiler  von 

&y*+ 1  oder  von  ;e?*+6  ist.   Mithin  hat  man  (•-5-)  =  1  o<ier  y^-j  «=  —  1. 
2)  Ist  (yj  «=  —  1,  so  beweist  man  analog,  dafe  die  Gleichung 

JBrc*  —  by*  =  -|-  1  unmöglich  ist  Mithin  findet  notwendig  die  andere 
Gleichung  Bx^  —  Jy*  =  —  1  statt.    Polglich  ist  B  Teiler  von  6y'  —  1 

oder  von  jer*  —  b,  und  dies  giebt:  l-^j  «=  +  1.    Also: 

III.  Ist  y-rj  =  +  1 ,      so  ergiebt  sich  l-^J  =  —  1. 

IV.  Ist  ^yj  =  —  1;      so  ergiebt  sich  (  »)  =  +  !• 

Man  ersieht  hieraus,  dafs  l-r)  und  {-^j  immer  von  enl^egengesetztem 
Zeichen  sind. 

169. 

Beweis  der  FSlle  V  und  VI. 

Ist  (-j)  =  +  1,  so  behaupte  ich,  dafs  daraus  auch  l—j  =»  +  1 

folge.     Ist  nämlich  ß  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  -|-  3,  welche 

in  der  Formel  a;*  +  a  aufgeht,  so  mufs  (—  j  =  —  1,  und  somit  nach 

Fall  I  y—j  «=•  —  1  sein.  Betrachten  wir  die  nicht  erfallbare  Glei- 
chung x^  -{-  at^  es  ^ß^f  so  zeigt  No.  27,  dafs  diese  Gleichung  statt- 
finden würde,  wenn  man  zwei  ganze  Zahlen  X  und  ft  von  der  Be- 
schaffenheit finden  könnte,  daJs  — j^  und  ^— ^^ — -  ganze  Zahlen 
würden.  Die  erste  Bedingung  ist  von  selbst  erfüllt;  denn  damit 
A*  +  a  durch  A  teilbar  sei,  mufs  \—j-)  =  1  oder  (4-j  —  1  sein, 
und  dies  ist  nach  Voraussetzung  der  Fall;  und  damit  A'  -|-  a  durch 
ß  teilbar  sei,  mufs  y-^j  •=  1  oder  ijj  =  —  1  sein,  was  ebenfalls 
stattfindet. 

Die  zweite  Bedingung  würde  erfordern,  dafs  (    '^ j  =  +  1  oder 
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(  /  {  )  *=  +  1  ^^^'  ^"^  ^®*  ^^^'  schon  (—]  =  —  1 ;  mithin  müfate 
f— j  =■  -^  1  sein.    Diese  zweite  Bedingung  kann  nicht  erfüllt  werden, 

da  die  gegebene  Gleichung  unmöglich  ist.  Demnach  ist  (— j  «=  -j"  ^ 
und  daher: 

V.    Ist  y^j  =  +  1 ,      so  ergiebt  sich  (— j  =  +  1 . 

Ist  jetzt  y^j  =  —  1,  so  kann  nicht  y—j  =  +  1  sein,  denn  aus 
dieser  würde  sich  für  den  soeben  bewiesenen  Fall  \~\  =  -(-  1  er- 
geben, was  der  Voraussetzung  zuwider  ist.  Man  hat  daher  (  ~ )  =  —  1 
und  somit: 

VI.    Ist  (^j  =  —  1,      so  ergiebt  sich  (    j  =  —  1. 

Wir  haben  oben  in  No.  48  bewiesen,  dafs,  wenn  a  und  A  zwei 
Primzahlen  von  der  Form  4n  -|-  1  sind,  es  immer  möglich  ist,  einer 
der  beiden    Gleichungen  Aa^  ~-  ö^y*  =  i  1 1   ^^  —  Aa^  «=  —  1  zu 

genügen.    Die  erste  erfordert,  dafs  man  (— )  «=  -|-  1  und  y^j  =  +  1 

habe.   Wenn  demnach  \—j  «»  —  1  und  f-^j  =  —  1  ist,  Bedingungen, 

von  denen  die  eine  eine  Folge  der  andern  ist,  wie  wir  soeben  be- 
wiesen haben,  so  ist  die  zweite  Gleichung  die  einzig  mögliche,  und 
dieselbe  findet  notwendigerweise  statt.    Daraus  folgt  der  Satz: 

Sind  a  und  A  zwei  Primzahlen  von  der  Form  4n -f-  ^i 

und  ist  ^— j  =  —  1  oder  (v)  =*  —  1;  ^^  ^^^  ^^®  Gleichung 
Ä*  —  Aay*  «=  —  1  immer  möglich. 

170. 
Beweis  der  FftUe  Vn  und  vm. 

Ist  y-^j  =  +  1,  so  behaupte  ich,  dafs  daraus  (— j  =  +  1  folgt. 
Ist  nämlich  wieder  ß  eine  Primzahl  von  der  Form  4w  +  3,  welche 
in  der  Formel   x'  +  a  aufgeht,   so   dafs   \^j  =  —  1,   und   mithin 

[—)'=  —  1  ist?  so  ist  es,  wie  wir  bereits  in  No.  49  gesehen  haben, 
immer  möglich,  einer  der  drei  folgenden  Gleichungen 


fi- 


^ 
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+  1  =  aa;*  —  bßy^ 
4-  1  =  6a;2  -  aßy^ 
+  1  =  |3a;«  -  a6y^ 

vorausgesetzt,  dafs  man  das  Zeichen  der  linken  Seite  passend  wahlt^ 
Genüge  zu  leisten. 

Da  nun  f yj  =  -(-  1 ,  f -|-j  ==  —  1  und  somit  y—j  =  —  1  an- 
genommen worden  ist,  so  ergiebt  sich,  dafs  von  diesen  drei  Glei- 
chungen, welche  eigentlich  sechs  darstellen,  vier  nicht  stattfinden 
können,  nämlich: 

1)  die  Gleichung  +  1  =  ßx^  —  ö^^y^  welche  l—)  =  -(-  1  voraussetzt; 

2)  die  Gleichung  —  1  =  ßx^  —  aby*,  welche  l—j  =  +  1  voraussetzt; 

3)  die  Gleichung  —  1  «=  az^  —  ^ßy\  welche  fy)  =  —  1  voraussetzt; 

4)  die  Gleichung  +  1  =  aa^  —  6/Sy^,  welche  (— j  =  -|-  1  voraussetzt 

Es  bleiben  daher  nur  noch  die  beiden  Gleichungen  übrig: 

+  1  =  ix*  —  aßy^ 

—  1  =  Ja;«  —  aßy\ 

von  denen  eine  notwendig  stattfinden  mufs.    Nun  erfordern  alle  beide, 

dafs  (— j  =  +  1  sei,  da  vermöge  der  ersten  a  ein  Teiler  von  h^x^  —  b 

oder  von  jsf*  —  b  und  vermöge  der  zweiten  a  ein  Teiler  von  b^a?  -f"  ^ 
oder  von  jgf*  +  ft  ist.     Polglich: 

VII.    Ist  y~j  =  4"  1?      so  ergiebt  sich  daraus  l—J  «=  +  1. 
Ist  zweitens  [—)  =  —  1,  so  behaupte  ich,  dafs  daraus  (-r-)**  —  1 
folgt     Denn   hätte   man   \^j  =  +  1,   so   würde   daraus,    entgegen 
unsrer  Voraussetzung,  nach  dem  eben  bewiesenen  Falle  (— j  es  -j-  ^ 
folgen.     Demnach  erhält  man  schliefslich  das  Resultat: 

VIII.    Ist  i—j  =  —  1,    so  ergiebt  sich  daraus  (-?-)  «=  —  1. 

171. 
Man  bemerke,   dafs  die  vier  ersten  Fälle  auf  eine  vollkommene 
Weise,  welche  nichts  zu  wünschen  übrig  läfst,  bewiesen  sind.    Di^ 
vier  andern  Fälle  setzen  voraus,   dafs,   wenn  eine  Zahl  a  von  der 


r 
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Form  4n  -|-  1  gegeben  ist,  es  immer  möglich  ist;  eine  Primzahl  ß 
von  der  Form  4n  +  3  zu  finden,  welche  in  der  Formel  x^  -{-  a  auf- 
geht,  und  dafs  somit  i-j)  •=  —  1  sei. 

Die  Existenz  dieser  Hnlfsgröfse  kann  man  unmittelbar  beweisen, 
wenn  a  von  der  Form  8n  +  5  ist.  Denn  setzt  man  rc  =  1,  so  ist 
die  Zahl  s?  -{-  a,  welche  in  1  +  a  übergeht,  von  der  Form  8n  +  6; 
dieselbe  ist  daher  teilbar  durch  eine  Zahl  von  der  Form  4n  -|-  3, 
und  daher  auch  durch  eine  Primzahl  von  eben  dieser  Form.  Diese 
Primzahl  kann  dann  f&r  ß  genommen  werden. 

Ist  a  von  der  Form  8n  -f-  1,  so  beachte  man,  dafs  diese  Form, 
in  Bezug  auf  die  Vielfachen  von  3  betrachtet,  sich  in  zwei  andere 
spaltet,  nämlich  in  24n  -f-  1  und  24n  -|-  17.  Hinsichtlich  dieser 
letzteren  braucht  man  nur  a?  =  1  au  setzen,  und  da  x^  +  ^;  welches 
in  24  n  +  18    übergeht,   durch  3  teilbar   ist,  -so   kann    man  ß  =  3 

nehmen.     Alsdann  ist  die  Bedingung  (  "-]  =.  —  1  für  jede  Primzahl 

a  von  der  Form  24n  +  17  erfüllt 

Es  ist  daher  nur  noch  zu  beweisen,  dafs  man  für  jede  Prim- 
zahl a  von  der  Form  24n  +  1^  die  Einheit  ausgenommen,  immer 
eine  Primzahl  ß  von   der  Form  4n  +  3   finden   kann,   welche   ein 

Teiler  von  jsf*  +  a  ist,  oder  welche  der  Bedingung  (-|-)  =  —  1  genügt. 

Zunächst  beweist  man  leicht  durch  eine  einfache  Substitution, 
dals  jede  in  einer  der  sechs  Formen 

a  —  168a;  +  17,  41,  73,  89,  97,  145 

enthaltene  Primzahl  von  der  Form  24n  +  1  die  Eigenschaft  besitzt, 
dafs,  wenn  man  entsprechend  für  g  die  Werte 

z  =  2,  1,  2,  3,  1,  3 

nimmt,  die  Formel  jei*  +  a  durch  7  teilbar  ist,  so  dafs  der  Wert  /J  =  7 
f&r  alle  in  diesen  Formeln  enthaltenen  Primzahlen   der  Bedingung 

(j) ^  8®^^8*- 

Ebenso  beweist  man,  dals  jede  Primzahl  von  der  Form  24n  +  1, 
welche  in  einer  der  zehn  Formen 

a  —  264ir  +  17,  41,  65,  73,  145,  161,  193,  217,  233,  241 

enthalten  ist,  die  Eigenschaft  besitzt,  dafs,  wenn  man  entsprechend 
für  z  die  Werte 

ir  =  4,    5,     1,    2,    3,    2,    4,    5,    3,     1 


nWj^'r: 
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setzt,  die  Formel  jgf*  +  a  durch  11  teilbar  ist.    Setzt  man  also  /J  =  11, 

so  genügt  man  für  alle  Primzahlen  a  der  Bedingung  \^j  «=  —  1. 

Primzahlen  von  der  Form  24n  +  1  giebt  es  bis  zur  Grenze  1009 
\y  im  Ganzen  15,  nämlich: 

i\  73,  97,  193,  241,  313,  337,  409,  433,  457,  577,  601,  673, 

t;  769,  937,  1009. 

>  Von  diesen  fünfzehn  Zahlen  genügen  zehn  der  Bedingung  (y)  =  —  1^ 

i  nämlich: 

\.  a  =  73,  97,  241,  313,  409,  433,  577,  601,  769,  937, 

die  andern  fünf  der  Bedingung  \-~\  =  —  1,  nämlich: 
l  a=  193,  337,  457,  673,  1009. 

Unsere  Annahme  ist  daher  bis  zur  Grenze  a  «==  1009  als  richtig  be- 
stätigt;  dieselbe    ist   auch   richtig   für   eine   unendliche   Anzahl   von 
t  Primzahlen,  welche  in  den  vorhergehenden  Formeln  enthalten  sind; 

;  indessen  ist  es   von  Wichtigkeit   zu   zeigen,   dafs   sie   allgemein  für 

L  jede  Primzahl  a  von  der  Form  8n  +  1  aufser  der  Einheit  richtig  ist 

Wenn  die  Primzahl  a  von  der  Form  8w  +  1  ist,  so  weife  man, 
dafs  es  immer  möglich  ist,  der  Gleichung  a  «=»  2p  —  ^  zu  genügen, 
und  dafs  somit  2/y  +  2gyz  +  f^^  ^^^  quadratischer  Teiler  der 
Formel  t^  +  au^  ist. 

Wenn  f  eine  Primzahl  ß  von  der  Form  4n  +  3  zum  Teiler  hat 
(was  immer  der  Fall  ist,  wenn  f  von  dieser  Form  ist),  so  wird  oflfen- 
bar  diese  Zahl  in  js^  -\-  a,  welches  dadurch,  dafs  man  e  =  g  setzt,  in 
2f*  übergeht,  aufgehen,  und  es  wird  somit  ß  der  Bedingung  genügen. 

Überhaupt  mufs  es,  was  auch  f  sein  möge,  unter  den  Zahlen, 
welche  durch  2fy^  +  2gyz  +  f0^  dargestellt  werden,  und  deren  es 
unendlich  viele  giebt,  eine  oder  mehrere  geben,  die  sich  durch  eine 
Primzahl  von  der  Form  4w  +  3  teilen  lassen. 

Wenn  nämlich  alle  durch  2fy^  +  2gyis  +  fg*  dargestellten 
Zahlen  nur  Primteiler  von  der  Form  4n  -{-  1  besäfsen,  so  würde  das 
Produkt  aller,  da  jeder  Teiler  alsdann  von  der  Form  p*  +  g*  wäre, 
selbst  wenn  man  den  Faktor  2  noch  hinzunähme,  von  derselben 
Form  sein.  Mithin  müfste  man,  welches  auch  die  relativprimen 
Zahlen  y  und  0  sein  mögen,  stets  der  Gleichung 
<«  +  u«  =  2fy'  +  2gy0  +  ß^ 
genügen  können.    Die  allgemeinste  Art,  dieser  Gleichung  Genüge  zu 
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leisten,  besteht  darin;  dafs  man  unbestimmte  Zahlen  A,  B,  My  N  an- 
nimmt, und  daraus  die  Werte  bildet: 

t  =  Äy'j'B0,    u  =  My  +  Nis. 

Alsdann  müfste  man  die  identische  Gleichung  haben: 

(Ay  +  Bgy  +  (Jfy  +  Ne)*  =  2/-y«  +  2ffy0  +  fe*, 

und  hieraus  wQrden  sich  die  drei  Gleichungen  ergeben: 

A*  +af»  =2/- 

AB  +  MN-^g 
B^  +  IP    =./•, 
Multipliciert  man  die  erste  mit  der  dritten,  und  subtrahiert  man  von 
em  Produkte  das  Quadrat  der  zweiten,  so  erhält  man: 
(ÄN—BMy  «=  2/-«  ~  (/»  =  a. 
Es  müTste   demnach  a  ein  Quadrat  sein.     Dies   ist  aber  nicht  der 
Fall,  da  a  eine  Primzahl  und  der  Fall  a=^  1  ausgenommen  ist. 

Somit  können  nicht  alle  Primteiler  der  Formel  2/y*  +  ^91/^  +  f^ 
Yon  der  Form  4n  -{-  1  sein;  es  giebt  daher  einen  oder  mehrere  Ton 
der  Form  4n  +  3.  Ist  /J  dieser  Teiler  oder  einer  von  diesen  Teilern, 
so  kann  man 

ßP^2fy*  +  2gyg  +  fi^ 
oder*  * 

ßfP'-(fe-\-9yy-\-ay' 
setzen.    Mithin  ist  ß  ein  Teiler  von  x^  +  a. 

Da  übrigens  der  allgemeine  Satz,  welchen  wir  mit  dem  Namen 
«•BeoiprooitfttsgesetK  swisohen  zwei  Primzahlen**  belegt  haben,  der 
bemerkenswerteste  und  fmchtbarste  Sats  der  Zahlentheorie  ist,  so 
werden  wir  später  noch  einen  zweiten  Beweis  desselben  geben,  der 
sich  auf  andere  Prinzipien  gründet 

172. 

Es  ist  hier  der  Ort,  um  einige  ziemlich  wichtige  Sätze  an- 
zufahren, von  denen  mehrere  nur  mit  Hülfe  des  soeben  bewiesenen 
Reciprocitätsgesetzes  bewiesen  werden  können. 

Jede  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1  geht  entweder 
gleichzeitig  in  den  beiden  Formeln  fi  +  cu*,  <*  —  cw*  oder  in 
keiner  von  beiden  auf. 

Ist  a  die  betreffende  Primzahl,  und  hat  man  (— )  •»  -j"  ly  so 

wird  die  Zahl  a  in  den  beiden  Formeln  fi  +  cu\  t^  —  cm*,  in  denen  c 
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eine  beliebige  ^ahl  ist,  aufgehen.    Ist  dagegen  (— j  «»  —  1;  so  geht 

sie  weder  in  der  einen  noch  in  der  andern  auf,  wie  sich  unmittelbar 
aus  No.  134  und  135  ergiebt 

173. 
Jede  Primzahl  von  der  Form  4w  +  3,  welch'e  in  ? -f- cw* 
aufgeht,  kann  nicht  in  t^  —  cu^  aufgehen  und  umgekehrt. 
Denn  ist  diese  Primzahl  gleich  6,  so  ist  die  Bedingung  dafür, 

dafs  &  in  ^*  +  cm*  aufgehe:   f-r^)  =  1   oder  (yj  =  —  1,  und   die 

Bedingung,   dafs   sie   in  t^  —  cw*   aufgehe,   ist  (yj  =3-^-1.    Diese 

beiden  Bedingungen  schliefsen  sich  aber  gegenseitig  aus. 

Ziisats.  Jede  Primzahl  h  von  der  Form  4n  -{-  3  ist  not- 
wendig ein  Teiler  einer  der  beiden  Formeln  ^*  +  cw*,  ^*  — cw*; 

denn   es   ist   immer    entweder   (-|-j  «=  -{-  1    oder   (yj  =  —  1.     Bei 

diesem  und  dem  vorhergehenden  Satze  sieht  man  von  dem  Falle  ab, 
wo  h  ein  Teiler  von  c  ist.  Alsdann  brauchte  man  nämlich  nicht  mehr 
zu  fragen,  ob  6  in  ^*  +  cm*  oder  in  t^  —  cm*  aufgehe. 

Wenn  die  Primzahl. c  in  den  beiden  Formeln  t^  —  au*  und 
t^  —  6m*  aufgeht,  so  geht  sie  auch  in  der  Formel  t^  —  aftu*  auf. 

Denn  da  nach  Voraussetzung  (— j  =  1  und  \—\  «=  1  ist,  so 
folgt  daraus  ( — j  =  1,  und  somit  ist  c  ein  Teiler  von  ^*  —  ahu^. 

*  Dasselbe  Resultat  würde  für  eine  gröfsere  Anzahl  von  Faktoren 
stattfinden. 

175. 

Wenn  die  Primzahl  c  weder  in  der  Formel  t*  —  aM*  noch 
in  der  Formel  <*  —  6m*  aufgeht,  so  geht  sie  nötwendig  in  der 
Formel  ^*  —  a6M*  auf. 

Denn  da  nach  Voraussetzung  (— j  =  —  1   und  (— j  ««  —  1  isi> 

so  folgt  daraus  (--j  =  -{-  h  ^^^  somit  ist  c  ein  Teiler  von  fi  —  abu\ 

176. 
Sind  a  und  Ä  zwei  Primzahlen,  beide  von  der  Form  An-j-l, 
so  wird,  wenn  a  in  der  Formel  ^*  +  -4.M*  aufgeht,  umgekehrt  A 


^ 
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in  der  Formel  <*  +  at«*  aufgehen.  Geht  aber  a  nicht  in  der 
Formel  t^ -^  Äu^  auf,  so  wird  auch  umgekehrt  Ä  nicht  in 
der  Formel  fi -^  au^  aufgehen. 

Im  ersten  Falle   ist  nämlich   (— -)  «■  1,  d.  h.  \~j  «*  1,  also 

umgekehrt  l~j  =  1.     Folglich  ist  A  ein  Teiler  von  fi  +  aw*. 

Im  zweiten  Falle  ist  (~)  =  "~  1)  daraus  folgt  ebenfalls  (  i^)  =  ""  1? 
mithin  ist  A  kein  Teiler  yon  t*  -|-  auK 

177. 

Ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1;  ^»^  sind  A 
und  B  zwei  beliebige  Primzahlen,  welche  entweder  alle 
beide  Teiler  oder  alle  beide  Nicht-Teiler  der  Formel  t^  —  an^ 
sind,  so  ist  a  ein  Teiler  der  Formel  fi  —  ABu^. 

1)  Sind  nämlich  A  und  B  Teiler  der  Formel  t^  —  ate*,   so  hat 

man  \^J  «=  1,  (^j  =  1   und  daher  umgekehrt  (— j  =  1,  (— )  =  1. 

Mithin  (^)  =  1.    Folglich  ist  a  ein  Teiler  von  t^  —  ABu\ 

2)  Sind  A  und  B  keine  Teiler  der  Formel  fi  —  au\  so  ist 
(^)=  —  1,  i^j  =^  —  1  und  daher  umgekehrt  y—j  =  —  1,  (— )  =  —  1. 
Mithin  ebenfalls  ( — )  =  1.    Folglich  ist  a  ein  Teiler  von  fi  —  ABu*. 

178. 

Ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  4n -|-' I  ^^^  ^  ^^'^^ 
solche  von.  der  Form  4n  +  3,  welche  nicht  ein  Teiler  von 
<*  +  aw*  ist,  so  wird  im  Gegenteil  a  ein  Teiler  von  ^  +  6m* 
sein. 

Denn  da  nach  Voraussetzung  (-r^)  =  —  1  oder  \^\  =  -j-  1  ist, 
80  folgt  daraus  (— j  =  1.    Folglich  ist  a  ein  Teiler  von  <*  +  am*. 

Hat  man  allgemein  mehrere  Primzahlen  6,  h%  b'\  alle  von  der 
Form  An  +  3,  von  denen  keine  in  a^  -{-  a  aufgeht,  so  ist  a  ein 
Teiler  der  Formel  t*  +  ftft'ft'V. 

179. 
Jede  Primzahl  c  von  der  Form  8w  +  1  öderen  +  7  geht 
entweder  gleichzeitig  in  den  beiden  Formeln  fi  +  au^  und 
?  +  2ati*  oder  in  i:einer  von  beiden  auf. 
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Denn  der  Wert  von  (— -)  ist  derselbe,  wie  der  von  ( j,  da 

man  stets,  wenn  die  Zahl  c  von  einer  der  erwähnten  Formen  ist, 
nach  No.  150  (^-)  =  1  hat 

180. 

Jede  Primzahl  c  von  der  Form  8w  +  3  oder  8n  +  5  geht 
stets  in  einer,  aber  auch  nur  in  einer  der  beiden  Formeln 
t^  +  aw^  ^  +  2au«  auf. 

Denn  bei  den  erwähnten  Formen  hat  man  l—j  =  —  1;  mithin 

sind    die   beiden   Gröfsen    (— ^)    und   (— --)  von  entgegengesetztem 

Zeichen.  Es  mufs  demnach  die  eine  dieser  Gröfsen  -|-  1,  die  andere 
—  1  sein.  Daraus  folgt,  dafs  c  in  der  einen  von  den  beiden  in  ßede 
stehenden  Formeln  aufgeht,  nicht  aber  in  der  andern. 

Man  beachte,  dafs  in  diesem  Satze,  ebenso  wie  im  vorhergehen- 
den, a  irgend  eine  positive  oder  negative  Zahl  ist. 

181. 

Wir  halten  uns  nicht  länger  damit  auf,  diese  Art  von  Sätzen 
noch  weiter  zu  vermehren;  doch,  glauben  wir,  werden  die  Mathe- 
matiker mit  Vergnügen  die  Anwendung  unseres  Reciprocitäts- 
gesetzes  auf  den  Beweis  zweier  allgemeinen  Sätze  sehen,  zu 
denen  Euler  auf  dem  Wege  der  Induktion  in  seinen  Opuscola 
analytica  Bd.  I  gelangt  ist,  und  die  die  Grundlage  einer 
wichtigen  Theorie  bilden.  Der  erste  ist  ungefähr  in  folgende 
Worte  gefafst  (s.  das  angefahrte  Werk  S.  276): 

Wenn  man  die  aufeinanderfolgenden  Quadratzahlen 
1,  4,  9  16,  .  .  .  sämtlich  durch  eine  und  dieselbe  Primzahl 
von  der  Form  4n  -|-  1  dividiert,  so  werden  die  bei  der  Divi- 
sion sich  ergebenden  Reste  nicht  nur  alle  Zahlen,  welche 
in  den  Formeln  n  —  9*  —  ?  und  4*  +  ?  —  w  enthalten  sind, 
sondern  auch  alle  Primfaktoren,  aus  denen  diese  Zahlen 
zusammengesetzt  sind,  umfassen. 

Zunächst  sieht  man  leicht,  dafs  man,  da  c  =  4n  -|-  1  ist,  der 
Gleichung 

g'  +  ^-g'  —  g  ^^ 
c 

dadurch  genügen  kann,  dafs  man  2x  =  2q-\-l+c  setzt.  Da  ferner  c 
von    der  Form  4w  +  1   ist,   so  ist,   falls  die  Gleichung  — ~-  =  e 
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möglich   ist,    die   Gleichung =  e    ebenfalls   möglich.    Mithin 


c 


kann  in  der  That  jede  Zahl,  welche  entweder  in  der  Formel  w  —  j*  —  g 
oder  in  der  Formel  3*  +  ?  —  n  enthalten  ist,  oder  die  am  ein  Viel- 
faches von  c  verminderte  Zahl  dieser  Art  als  der  Rest  angesehen 
werden,  welcher  bei  der  Division  einer  Quadratzahl  durch  c  übrig- 
bleibt Dieser  erste  Teil  des  Satzes  bietet,  wie  Euler  selbst  gezeigt 
hat^  keine  Schwierigkeiten.  Wir  gehen  zu  dem  zweiten  Teile,  welcher 
die  Anwendung  des  Reciprocitätsgesetzes  erfordert,  über. 

Ist  a  eine  Primzahl,  welche  in  n  —  g*  —  q  oder  in  J*  +  ?  —  ^ 
aiifgeht,  so  kann  man  3^  +  2 — n  =  4:aJ.  setzen.  Multipliciert  man 
also  mit  4  und  setzt  dann  für  .4n  seinen  Wert  c  —  1,  so  hat  man: 

(2  j  +iy  —  c  =  ±  AaÄ. 
Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  die  Vielfachen  von  a  weggelassen  werden, 

c  =  (2g  +  1)*.  Mithin  ist  c  *  oder  nach  unsrer  Bezeichnung 
(^)  =  (2q+  l)«~i  =  1.  Aus  (-^)  =  1  folgt  aber  nach  dem  Reci- 
procitatsgesetze    l—j  =  1.     Demnach   ist  c   ein  Teiler   der  Formel 

a?  —  a.  Somit  mufs  sich  a  unter  den  Resten,  welche  bei  der  Divi- 
sion der  Quadratzahlen  durch  die  Primzahl  c  übrig  bleiben,  vor- 
finden.   Dies  ist  dpr  Satz  von  Euler. 

182. 

Der  zweite  allgemeine  Satz  (s.  das  angeführte  Werk  S.  281) 
ist  der  folgende: 

Wenn  man  die  Quadratzahlen  1,  4,  9,  16,  .  .  .  durch  die 
Primzahl  4n  —  1  dividiert,  so  werden  die  bei  der  Division 
sich  ergebenden  Reste  nicht  nur  alle  durch  die  Formel 
**H"2*  +  ?  dargestellten  Zahlen,  sondern  auch  alle  Prim- 
faktoren, aus  denen  diese  Zahlen  zusammengesetzt  sind, 
enthalten. 

Um  dem  ersten  Teile  zu  genügen,  mufs  man  eine  Zahl  x  Ton 
der  Beschaffenheit  finden,  dafs  rc*  —  (w  +  2*  +  9)  durch  die  Primzahl 
c  ==  4n  —  1  teilbar  ist.  Dies  erreicht  man  aber  unmittelbar,  wenn 
man  2x  =  2  j  +  1  +  c  setzt.  Mithin  ist  die  Zahl  w  +  2^  +  ?  oder 
diese  um  ein  Vielfaches  von  c  verminderte  Zahl  stets  der  Rest, 
welchen  die  Quadratzahl  a^  bei  der  Division  durch  c  übrigläfst. 

Ist  femer  a  eine  Primzahl,  welche  in  n  +  2*  +  ?  aufgeht  und 
setzt  man  w  +  2*  +  2  =  ^^  ^^  leitet  man  daraus,  ebenso  wie  oben, 

Legendre,  Zahlentheorie  I.  16 
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die  Gleichung  (2q  -j-  ly  -\-  c  =  4aÄ  ab.  Läfst  man  also  die  Viel- 
fachen von  a  weg,  so  hat  man  c  =  —  (23  +  l)^  ^-'so  (— ^)  =  1- 
Hiernach  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

1)  Ist  a  von  der  Form  4w  +  1,  so  ist  die  Gleichung  y—)  «*  1 

dieselbe  wie  ( — j  =  1 ;  daraus  folgt  nach  dem  Reciprocitatsgesetze 
l—j  =  1.     Mithin  ist  c  ein  Teiler  von  x^  —  a. 

2)  Ist  a  von  der  Form  4w  —  1,  so  giebt  die  Gleichung  \-—\  =  1 
die  folgende  l—J  «=  —  1.  Daraus  folgt  nach  dem  Reciprocitats* 
gesetze  (— )  =  1.    Mithin  ist  auch  hier  c  ein  Teiler  von  rc*  —  c. 

Demnach  ist  in  allen  Fällen  die  Primzahl  a,  oder  diese  Zahl 
vermindert  um  ein  Vielfaches  von  c  der  Best^  welchen  eine  Quadrat- 
zahl bei  der  Division  durch  c  übrigläfst;  es  mufs  sich  daher  jene 
Zahl  unter  den  Besten^  welche  die  verschiedenen  Glieder  der  Reihe 
1;  4,  9,  16,  .  .  .  bei  der  Division  durch  c  ergeben,  vorfinden. 

§7. 

Anwendung  des  vorigen  Satzes,  um  zu  erkennen,  ob  eine  Primzahl  e 

in  der  Formel  x^  +  a  aufgeht.    Fälle,  in  denen  man  die  Zahl  x 

a  priori  bestimmen  kann. 

183. 
Wenn  c  eine  etwas  grofse  Zahl  ist  und  man  wissen  will,  ob  c 
ein  Teiler  von  a^  +  a  sei,  so  kann  die  Erhebung  der  Zahl  a  auf  die 

Potenz     "7      sehr  langvrierig  sein,  selbst  wenn  man  die  Bechnung 

soviel  wie  möglich  abkürzt  und  darauf  achtet,  dafs  die  Vielfachen 
von  c,  so  oft  sie  sich  darbieten,  weggelassen  werden.  Ein  Ver- 
fahren,  welches  der  vorhergehende  Satz  an  die  Hand  giebt,  imd 

welches  sehr  schnell  zu  dem  gesuchten  Werte  von  (yj 
führt,  ist  folgendes: 

1)  Ist  a  grofser  als  c,  so  setze  man  an  Stelle  von  a  den  Best 
der  Division  von  a  durch  c.  Mithin  kann  man  immer  annehmen, 
dafs    a  kleiner    als   c   seL    In    der   That    sieht    man    sofort,   dab 

c  — 1  .  e--l 

(mc  -{-  a)  ^     bei  der  Division  durch  c  denselben  Best  läfst  wie  a  *  . 

2)  Wenn  die  so  reducierte  Zahl  a  eine  Primzahl  ist,  so 


r 
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verwandelt  sich  der  Ausdruck  (— j  unserm  Satze  zufolge  entweder  in  (— j 
oder  in  —  (~)>  ^"^  zwar  kann  dieser  letztere  Fall  nur  eintreten^ 

wenn  a  und  c  alle  beide  von  der  Form  4n  +  3  sind.  Da  aber  c>a 
ist,  so  kann  man  an  Stelle  von  c  den  Rest  der  Division  von  c  durch  a 

setzen.  Ist  dieser  Rest  c,  so  hat  man  also  y—j  =  {^ — j.  Somit  ist 
die  Untersuchung  des  Wertes  von  (— j  zurückgeführt  auf  diejenige 
des  Ausdruckes   ( — j,   welcher   aus   kleineren  Zahlen   besteht.     Die 

fernere  Ermittlung  des  Wertes  geschieht  daher  teils  nach  dem,  was 
wir  bereits  erwähnt  haben,  teils  nach  dem,  was  wir  noch  hinzufügen 
werden. 

3)  Ist   a   keine  Primzahl,   so    zerlege   man  dieselbe  in  ihre 
Primfaktoren  a,  ß,  7/,  . . .,  unter  denen  auch  2  enthalten  sein  kann. 

Dann  ist  (^)  gleich  dem  Produkte  (^)  (4)  (v)  ' " '  ^^^  ^®^  ^^'^- 
toren  a,  j3,  7/,  . . .  lasse  man  diejenigen  weg,  welche  Quadrate  sind, 
da  aUgemein  y—j  =  (— j  y—J  ==  +  1  ist.    Femer  beachte  man,  dafs 

nach  No.  150  (^)  =  +  1,  sobald  c  die  Form  8w  +  1,  und  (^)  =  —  1 

ist,  sobald  c  die  Form  8n  +  3  besitzt 

Mit  Hülfe  dieser  Vorschriften  und  ümkehrungen,  wie  sie  durch 
den  Satz  des  vorhergehenden  Paragraphen  gegeben  sind,  findet  man 

bald  den  Wert  des  gegebenen  Ausdrucks  f— ).     Die  Rechnung,  die 

derjenigen  ziemlich  ähnlich  ist,  mittelst  welcher  man  den  gröfsten 
gemeinschaftlichen  Teiler  zweier  Zahlen  sucht,  ist  nahezu  ebenso  leicht 
ond  einfach  wie  diese.- 

184. 
Beispiel  1. 

Um  den  Wert  des  Ausdrucks  (tötö)  zu  erhalten,  bemerken  wir, 

dals  diese  beiden  Zahlen  Primzahlen  sind,  ünserm  Satze  zufolge 
erhalten  wir  also: 

/  601  \ Mois^X 

\  1018  /        \  601  /  • 

Die  Division  von  1013  durch  601   giebt  412  als  Rest,  und  da  412 

16* 
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das  Produkt   aus  4  und  103  ist,   so   kann   man  den  quadratischen 
Faktor  4  weglassen.     Dies  giebt: 

/  601  \  ^  (}^V\ 
\1013/  \601/* 

Da  aber  103  ebenfalls  eine  Primzahl  ist,  so  hat  man  nach  unserm 

Satze: 

/103\  _  /60l\ 

\  601  /  ~  \  103  /  ' 

und  wenn  man  601  durch  103  dividiert  und  nur  den  Rest  beibehält: 

=  (JL)  =  (-11) ( JL)  _  _  (i2i)  _  _  (J_) 1. 

\  103  /  \    103    /  \  103  /  \  17  /  \  17  / 

Mithin  ist: 

(J2L)  =  «  1. 

\1013/ 

Demnach  ist  1013  kein  Teiler  von  cc^  +  601. 

um  dieselbe  Ermittlung  des  Wertes  auf  dem  gewohnlichen  Wege 
auszuführen,  hätte  man  601  auf  die  Potenz  506  erheben  müssen, 
indem  man  die  Vielfachen  von  1013,  so  oft  sie  vorkommen,  weg- 
läfst.  Die  Zahl  506  ist  aber  im  dyadischen  Zahlsystem*)  ausge- 
drückt 111111010  d.  h.  in  andern  Worten  506  ist  die  Summe 
der  Potenzen  von  2,  deren  Exponenten  8,  7,  6,  5,  4,  3,  1  sind. 
Um  die  Potenzen  von  601,  welche  diese  Potenzen  von  2  zu  Expo- 
nenten haben,  zu  bilden,  mufs  man  acht  Multiplikationen  oder  Er- 
hebungen zum  Quadrat  ausführen;  darauf  bedarf  es,  um  die  verschie- 
denen Potenzen  von  601,  deren  Exponenten  2»,  2\  2^,  2^,  2*,  2*,  2^ 
sind,  mit  einander  zu  multiplicieren,  noch  weiterer  sechs  Multiplika- 
tionen, so  dafs  man,  um  zum  schliefslichen  Resultat  zu  kommen, 
vierzehn  Multiplikationen  und  ebenso  viele  Divisionen  durch  1013 
nötig  hat.  Im  Übrigen  sind  behufs  besserer  Yergleichung  der  beiden 
Methoden  die  Einzelheiten  der  Rechnung  folgende,  wobei  nur  die 
Reste  der  Divisionen  durch  1013  hingeschrieben  sind: 


1 


*)  Ein  sehr  kurzes  Verfahren,  eine  etwas  grofse  Zahl  im  dyadischen  Zahl- 
system  auszudrückeD,  ist  folgendes:  Ist  z.  B.  die  Zahl  11183445  gegeben,  von  der 
im  Beispiel  3  die  Bede  sein  wird,  so  dividiere  man  diese  Zahl  dnrch  64;  dies 
gieht  den  Best  21  xmd  den  Quotienten  174741;  dieser,  dnrch  64  geteilt,  giebt 
den  Best  21  und  den  Quotienten  2730;  endlich  giebt  2730  durch  64  geteilt  den 
Best  42  und  den  Quotienten  42.  Nun  drückt  sich  aber  2t  im  dyadischen  Zahl- 
system dnrch  10101  und  42  durch  101010  aus;  mithin  wird  die  gegebene  Zahl 
durch  101010  101010  010101  010101  ausgedrückt. 

Anmerkung  des  Verfassers. 


r 
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(601)»    =573 

(601)*    =(573)«=       117 

(601)«    =(117)''=       520 

(601)«  =(520)«  =  -    71 

(601)»  =    (71)«  =  —    24 

(601)«*  =    (24)« 437 

(601)»«  =  (437)«  =       525 

(601)«««  =  (525)«  =         89 
(601)»«*=         89  X       525=       127 
(601)**«  =       127  X  —  437  =  +  216 

(601)*««  =  +  216  X  -    24 119 

(601)*»«  =  _  119  X  —    71  =       345 
(601)«»*=       345  X       520=         99 

(601)«»«=         99  X       573^ 1. 

Demnach  ist  in  der  That: 

\1013/ 

185. 
Beispiel  2. 

Man  soll  den  Wert  von  \qKq)  finden. 

Dazu  zerlege  man  402  in  seine  drei  Faktoren  2  .  3  .  67.     Dann 
erhält  man: 

\929/  \929/      \929/      \  929  / 

Nmi  ist  aber: 

(JL)  =  (^  =  (—^) (-1-)  =  _  1 

\929/         V  67  /         \  67  /  \  67  / 

Das  Produkt  dieser  drei  Resultate  ist  -{-!',  mithin  ist: 

(w)-  +  '- 

Es  ist  demnach  929  ein  Teiler  von  t^  +  402«**  oder  von  x*  +  402. 


*iw^^^r^i^^^ 
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P;  186. 

1  Beispiel  8. 

^  Wir  nehmen  noch   eine   sehr  grofse  Primzahl  z.  B.  22  366891 

l^.^  und  untersuchen,  ob  diese  Zahl  ein  Teiler  von  o^  +  1459  ist. 

Dazu  mufs  man  den  Wert  von  ("22  3^6  qqJ 7  wissen.    Da  nun  1459 

gleichfalls  eine  Primzahl  von  der  Form  4w  +  3  ist,  so  ist  dieser 
Wert: 

:  ^  _  /  22  366  891  \  ^  _  /  421  \  =  —  /  ^A^l\ /  196  \  _  _  - 

~  V       1469       /  ~"         \U59/^         1421/  \  421  /  ~  ' 

(weil   196   eine  Quadratzahl   ist).     Demnach   ist  der  gesuchte  Wert 
;'  gleich  —  1.     Es  ist  daher  22366  891  ein  Teiler  von  x^  +  1459. 

Dies  hätte   man   auf  dem  gewöhnlichen  Wege  nur  durch  Aus- 
führung von  34  Multiplikationen  und  ebenso  vieler,  wegen  des  Din- 
;  sors  22  366  891  sehr  mühsamer  Divisionen  finden  können. 

187. 
Nachdem  man  nun  die  Gewifsjieit  erlangt  hat,  dafs  die  Primzahl 
c  ein  Teiler  von  x^  -\-  a  ist,  hat  man  noch  den  Wert  von  x  zu 
bestimmen,  welcher  die  Division  ausführbar  macht.  Dies 
kann  in  einigen  allgemeinen  Fällen,  die  wir  anführen  wollen, 
a  priori  geschehen. 

1)  Ist  c  =  4w  +  3,  so  ist  die  Bedingung  der  Möglichkeit  der 
Division,  dafs  ( — a)^"+^ — 1  durch  c  teilbar  sei.  Mithin  ist  a^*+^-+-a 
durch  c  teilbar.  Nimmt  man  also  a;  =  a"+^  oder  gleich  dem  Reste, 
welchen  a"+^  bei  der  Division  durch  c  läfst,  so  ist  man  sicher,  dafs 

^  "^  ^    eine   ganze  Zahl  ist.     Dieser  erste   sehr  allgemeine  Fall 

umfafst  bereits  die  Hälfte  aller  möglichen  Fälle.  Es  bleibt 
daher  nur  noch  der  Fall  c  ==  4n  +  1,  welcher  die  beiden  Formen 
8w  +  1  und  8n  +  5  einschliefst,  zu  untersuchen  übrig. 

2)  Ist  c  =  8w  +  5,  so  erfordert  die  Bedingung  der  Möglichkeit, 
dafs  a^^+2  ___  i  durch  c  teilbar  sei.  Diese  Gröfse  ist  aber  das  Pro- 
dukt der  beiden  Faktoren  a^^+i  +  1  und  a^»+i  —  1;  somit  mufs  einer 
dieser  Faktoren  durch  c  teilbar  sein.    Ist  der  Faktor  a*"+*  +  1  durch 

'  c  teilbar,  so  setze  man  x  =  a"+^,  wodurch   ^    '  ^  =  e  wird.    Ist 

aber  der  andere  Faktor  durch  c  teilbar,  so  setze  man  ebenso  ^==a"+'; 
^« fi 

dann  ist =  c.     In  diesem  letzteren  Falle  hat  man  also  nur 

c 
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a;«  _L  ,^2 

noch  der  Gleichung     -— —  =  e  zu  genügen.    Nun  kann  man,  da  c 

Yon  der  Form  4w  +  1  ist,  immer  c  =  /^  +  jr*  setzen.  Sucht  man 
aodaim  die  Unbestimmten  p  und  q,  welche  der  Gleichung 

^  =  fp  +  9a 

genügen,  so  folgt  daraus: 

x  =  fq'-gp. 
Denn  hieraus  ergiebt  sich: 

Demnach  ist  x^  +  -ö**,  und  folglich  a?  '\-  a  teilbar  durch  c, 

3)  Der  letzte  zu  betrachtende  Fall  ist  Ce=8n+  1.     Als- 
dann aber  kann  maj  der  Gleichung  — i-^  =  e  nicht  immer  auf  eine 

direkte  Weise  und  ohne  Probieren  Genüge  leisten.  Ist  n  =  ä/3,  wo 
ß  eine  ungerade  Zahl  und  a  eine  Potenz  von  2  ist;  so  kann  es,  da 
die  Bedingung  der  Möglichkeit  erfordert,  dafs  a*"/*  —  1  durch  c  teil- 
bar sei,  vorkommen,  dafs  sich  aP  ^\  durch  c  teilen  läfst,  und  als- 
dann findet  man,  da  ß  ungerade  ist,  den  Wert  von  x  gerade  so,  wie 
man  ihn  im  Falle  c  «==  8n  +  5  gefunden  hatte. 

Ist  a^  +  1   nicht  durch  c  teilbar,   so  findet  man  keine 
Losung  a  priori.     Man  mufs  demnach,  wenn  man.  die  Gleichung 

— ±- —  s=  e  auflösen  will,  die  verschiedenen  Glieder  der  Reihe  c  —  a, 

c  '  ' 

2c  —  a,  3c  —  a,  4c  —  a,  ...  berechnen,  bis  man  eines  findet,  das 
ein  vollkommenes  Quadrat  ist  und  den  Wert  von  x^  giebt.  Übrigens 
enthält  diese  Reihe  notwendig  das  gesuchte  Quadrat,  und  zwar  mufs 

dieses  kleiner  als  —c^  sein,  so  dafs  die  Anzahl  der  zu  berechnenden 

Glieder  —  c  nicht  übersteigen  kann. 

Ist  z.  B.  die  Gleichung 

ä"  +  229 


641 


=  e 


/  229  \ 

gegeben,  deren  Möglichkeit  durch  die  Bedingung  (-^H  =  1  bereits 

festgestellt  ist,  so  mufs  man  die  verschiedenen  Glieder  der  arith^ 
metischen  Progression,  deren  allgemeines  Glied  641  e  —  229  ist, 
bilden.    Diese  Progression  ist: 

412,  1053,  1694,  2335,  . . . 
ludessen  mufs  man  dieselbe  bis  zum  94^*^  Gliede  fortsetzen,  ehe  man 
das  Quadrat  60025,  dessen  Wurzel  x  =  245  ist,  findet.     Allerdings 
kann  man  viele  Glieder  unbeachtet  lassen,   wenn  man  vorhersieht, 


^TT^j^CüOfT?' 
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dafs  die  Endziffer  derselben  keine  von  denen  ist,  die  den  Quadrat- 
|:^  zahlen  eigen*)  sind.   Jedoch  bleibt  die  Arbeit  auf  diesem  Wege  immer 

noch  ziemlich  langwierig,  wenn  die  gesuchte  Zahl  x  nicht  viel  kleiner 

als  yC  ist. 

188. 
Um  diese  Bestimmung  weniger  mühsam  zu  machen, 
kann  man  sich  auf  Eigenschaften  der  Teiler  stützen,  die 
wir  später  beweisen  werden.  Diesen  Eigenschaften  zufolge  ist 
jeder  Teiler  der  Formel  t^  +  aw*  selbst  von  der  Form  y*  +  ^^i  ^^^"^ 
er    nimmt    wenigstens    diese  Form    an,    wenn   man   ihn   mit   einer 

Zahl  jp,  die  kleiner  als  2l/y  ist,   multiplicierj.     Nimmt   man   an, 

dafs  man  pc  =  /"^  +  ag^  gefunden  habe,  so  bestimme  man  x  aus  der 
Gleichung: 

f=gx-\-cy. 

Dann  wird  der  Wert  von  x  derart  sein,  dafs  a;^  +  ^  durch  c  teilbar  isi 
So  erkennt  man  in  dem  vorigen  Beispiel  bald,  dafs  die  Zahl  641 
nicht  von  der  Form  p  +  229^^^  ist;  sie  wird  es  aber,  nachdem  man 
sie  mit  14  multipliciert  hat;  denn  es  ist: 

.  641x14  =  8974  =  572  +  229.5*. 
Setzt  man  also  57  =  5a;  +  641  y,  so  findet  man  a;  =  —  245.  Dieses 
Verfahren  kann  viele  Versuche  ersparen,  und  es  wird  besonders  vor- 
teilhaft, wenn  a  etwas  beträchtlich  ist.  Die  Tafeln  zeigen  nämlich 
je  nach  der  Form  Aiaz  +  a  der  Zahl  c  den  Multiplikator  an,  ver- 
mittelst dessen  das  Produkt  ^c  auf  die  Form  f^  +  ag^  gebracht  wird. 

*)  Das  Quadrat  der  Zahl  10m  +  n  ist  lOOm^  +  20f»n  +  n*;  mithin  ist 
die  Endziffer  des  Quadrats  von  10  m  4- ^  dieselbe  wie  die  Endziffer  des  Quadrats 
von  ».  Nun  haben  aber  die  Quadrate  der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  ...  9  zu  Endziffern 
eine  der  Ziffern  0,  1,  4,  6,  6,  9;  mithin  kann  kein  Quadrat  mit  2,  3,  7,  8 
endigen. 

Zu  dieser  Bemerkung  kann  man  noch  hinzufugen: 

1)  Wenn  die  letzte  Ziffer  eines  Quadrates  0  ist,  so  müssen  die  letzten  bei- 
den Ziffern  zwei  Nullen  sein. 

2)  Wenn  die  letzte  Ziffer  5  ist,  so  müssen  die  beiden  letzten  26  sein. 

3)  Wenn  die  letzte  Ziffer  ungerade  ist,  so  mufs  die  vorletzte  gerade  sein. 

4)  Wenn  die  letzte  Ziffer  4  ist,  so  mufs  die  vorletzte  gerade  sein,  damit 
die  ganze  Zahl  durch  4  teilbar  sei. 

5)  Wenn  die  letzte  Ziffer  6  ist^  so  mufs  die  vorletzte  ungerade  sein  aus 
demselben  Grunde.  Anm.  d.  Verf. 
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§  8. 

Methode,  um  o;  so  zn  bestimmen,  dafs  a^  -}-  a  durch  eine  beliebige 
zusammengesetzte  Zahl  N  teilbar  sei. 

189. 
Ist  c  eine  Primzahl  und  a  irgend  eine  durch  c  nicht  teilbare 
Zahl,  und  wUl  man  den  Wert  von  x  wissen,  für  welchen  rr*  +  a  durch 
<f  teilbar  ist,  so  suche  man  zunächst  nach  dem  Vorhergehenden 
den  Wert  von  -ö*,  für  welchen  d^  -\-  a  durch  c  teilbar  ist,  und  setze 
sodann:  

Dann  ist  ebenso: 

und  das  Produkt  beider  Gleichungen  giebt: 

Demnach  ist  f^  +  aq*  durch  tf"  teilbar.     In  diesem  Resultat  sind  q 
und  c  prim  zu  einander.     Man  kann  daher 

p^qx  +  cT'y 

setzen,  und  es  wird  rc*  +  a  durch  c"*  teilbar  sein,  was  verlangt  wurde. 
Wir  haben  soeben  vorausgesetzt,  dafs  q  nicht  durch  c  teilbar  ist. 
Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  würde  p  zufolge  der  Gleichung 

{^^  +  a)^=p^  +  aq% 

deren  linke  Seite  durch  c^  teilbar  ist,  ebenfalls  durch  c  teilbar  sein. 
Es  ist  aber: 

p  =  ^  _  V^H  *»-««  +  "^^^^1  ^.^^"".^  '-^^^^'^  ^-4  a««  _  . .  . , 

und  da  -d"*  +  ^  durch  c  teilbar  ist,  so  kann  man  —  d"^  -{-  Äc  für  a 
setzen,  wodurch  p  von  der  Form  wird: 

oder: 

p  =  2^-^d^  +  Bc. 

Nun  ist  aber  -9"  nicht  durch  c  teilbar,  demnach  kann  auch  nicht  p 
und  somit  auch  nicht  q  durch  c  teilbar  sein. 

Ist  die  Zahl  a  durch  c  teilbar,  so  ist  die  Gröfse  a?*  +  ^  eben- 
falls durch  c  teilbar,  wenn  man  a;  =  0  oder  gleich  einem  Vielfachen 
^on  c  setzt    Es  ist  jedoch  häufig  unmöglich,  dafs  flj*  +  a  durch  c* 
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I  oder  durch  eine  höhere  Potenz  von  c  teilbar  sei.    Ist  z.  B.  a  durch  c, 

aber  nicht  durch  c^  teilbar,   so  ist  offenbar  rc*  +  ^  niemals  durch  c* 
I  teilbar. 

190. 
Es  ist  nun  leicht,  den  Wert  von  Xy  falls  dies  überhaupt  mög- 
lich ist,  zu  finden,  für  welchen  x^  +  a  durch  irgend  eine  jni- 
sammengesetzte  Zahl  N  teilbar  ist. 

1)  Sind  N  und  a  relative  Primzahlen,  so  zerlege  man  N 
in  seine  ungeraden  Primfaktoren  a^ßf^y^ . . .  und  suche  nach  der  vor- 
stehenden Methode  die  Zahlen  -4.,  JB,  C,  . . .,  für  welche  die  Grofsen 

A'-f  g         B'  +  g         C'  +  g 

ganze  Zahlen  werden.   Sodann  hat  man  den  unbestimmten  Gleichungen 

rc  =  ^  +  a^y  =  +  J?  +  /»"jßi  =  +  C  +  y"««  =  •  •  • 
zu  genügen,  und  man  sieht  leicht,  dafs,  wenn  (x?  -^  a  durch  jeden 
der  Faktoren  a^,  /*",  y",  ...  teilbar  ist,  es   auch  durch  ihr  Produkt 
a^ß^y" ...  teilbar  ist. 

2)  Sind  die  Zahlen  ^  und  a  nicht  prim  zu  einander,  so 
sei  ^^(ö  ihr  gröfster  gemeinschaftlicher  Teiler,  wobei  ^^  das  gröfste 
in  if^a  aufgehende  Quadrat  ist,  und  somit  (o  nur  noch  einfache  Fak- 
toren besitzen  kann.     Alsdann  hat  man  zu  setzen: 

N=t^c}N\     a  =  il;*ci)a,     x  =  ^(ox. 

Dadurch  geht  die  aufzulösende  Gleichung   ^  I^  ^  =  e  über  in : 

(ox^  +  a 

— ^-  =  c. 

In  dieser  müssen  (o  und  N'  zu  einander  prim  sein;  denn  wenn  sie 
einen  gemeinschaftlichen  Teiler  n  hätten,  so  müfste  auch  a  durch  % 
teilbar  sein  (da  sonst  die  aufzulösende  Gleichung  unmöglich  wäre). 
Mithin  würde,  entgegen  unserer  Annahme,  i»^*  nicht  der  gröfste  ge- 
meinsame Teiler  von  a  und  N  sein. 

Da  o  und  N'  prim  zu  einander  sind,  so  kann  man  zwei  ganze 
Zahlen  f  und  g  von  der  Beschaffenheit  finden,  dafs  fon  —  gN'  z=\  ist 

CO  uC  I      A 

Multipliciert  man  also  die  Gleichung -j^ —  =  e  mit  f  und  setzt 

gN'  -\-  \  an  die  Stelle  von  f(Oy  so  geht  diese  Gleichung  über  in: 

Mithin  ist  die  Aufgabe  auf  den  vorigen  Fall  zurückgeführt,  in 
welchem  N  und  a  zu  einander  prim  sind. 


^ 
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191. 

Wenn  die  Zahl  N  auTser  den  in  den  vorhergehenden  beiden  Fällen 

betrachteten  ungeraden  Faktoren  a^,  /*",  y'',  ...  noch  den  Faktor  2»" 

enthält^    so   muls  man  die  für  jeden  ungeraden  Faktor  gefundenen 

Werte  mit  demjenigen  verbinden,  welcher  aus  der  Gleichung 

X*  -\-  a 
—  =  e, 

mit  der  wir  uns  sogleich  beschäftigen  werden,  hervorgeht. 

Ist  a  durch  4  oder  durch  eine  höhere  Potenz  von  2  z.  B.  durch  2** 
oder  2"+^  teilbar,  so  mufs  man  x  =  2^x  setzen.  Dadurch  wird  die 
Aufgabe  unmittelbar  auf  den  Fall  zurückgeführt,  wo  a  ungerade  oder 
das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist. 

Ist  a  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so  ist  ersichtlich,  dafs 
die  Gleichung  a^  -}-  a  ^=^  2"*y  nur  in  dem  einen  Falle  m  =  1  auf- 
lösbar ist,  so  dafs  wir  von  diesem  Falle  absehen  können. 

Ist  demnach  a  ungerade  und  m>l,  so  mufs  x  ungerade  sein, 
und  da  alsdann  a^  von  der  Form  8w  +  1  ist,  so  erhält  man  je  nach 
den  verschiedenen  Formen  von  a=  +  c  die  entsprechenden  Formen 
von  X*  +  c  wie  folgt: 

c  =  8w  +  1,      x^  +  c  =  8n  +  2,      x^  —  c  =  8n 
c  =  8n  +  3,      x^  +  c  =  8n  +  4,      a^  —  c  =  8n  +  6 
c  =  8w  +  5,      x^  +  c  =  8n  +  6,      a;^  —  c  =  8w  +  4 
c  =  8n  +  7,      x^  +  c  =  8n         ,      x^  —  c  =  8n  +  2. 
Scheidet   man   demnach   die  Fälle  aus,   welche  nicht  gestatten,' 
dafs  x^  +c  durch  eine  höhere  Potenz  von  2  als  die  erste  teilbar  ist, 
80  sind  die  übrigbleibenden  Fälle  die  folgenden  vier: 
c  =  8n  +  l      ,      a^  —  c  =  8n 
c  =  8n  +  3      ,      x^  +  c  =  8n  +  4: 
c  =  8w  +  5      }      ^*  —  c  =  8w  +  4 
c  =  8w-f7       ,      x^  +  c  =  8n. 

Der  zweite  und  dritte  Fall  sind  nur  für  den  einen  Wert  m  =  2  auf- 
lösbar, und  zwar  ist  dann  die  Lösung  einfach  x  =  1, 

Die  beiden  andern  Fälle,  in  denen  a  ==  —  1  +  8a  ist,  sind  für 
beliebige  Werte  des  Exponenten  m  auflösbar,  und  kann  man  zur 
Lösung  leicht  durch  aufeinanderfolgende  Substitutionen  gelangen.  Ist 
2.  B.  die  zum  vierten  Falle  gehörige  Gleichung 

x^  +  16  _ 

en,  und  setzt  man  x=lf  so  hat  man  x^  -{'  15  =  2^    Ist  also: 
x=l  +  2^x, 


1 


252  Zweiter  Hauptteil. 


so  ergiebt  sich  durch  Substitution  die  Gleichung: 

1  +  a;'  +  2«a;'2  =  2«y. 
Dieselbe  zeigt,  dafs  l-{-x   durch  4  teilbar  sein  mufs.    Setzt  man  also 

a;'  =  -  1  +  4a?", 


so  erhält  man: 

1  -  7«" 


16 

Folglich:  x"  =  1,  X  ^  27,  x  =  217. 

Sobald  man  eine  specielle  Lösung  x^^d"  kennt,  so  erhält  man 
daraus  die  allgemeine  Lösung  x  =  2"'''^x+d',  welche  der  gegebenen 
Gleichung  x^  -{-  a  =  2^y  genügt,  weil  m  >  1  ist.  Dieser  Wert  mufs 
sodann  mit  denjenigen  verbunden  werden,  welche  ausdrücken,  dafs 
x^  -{-  a  durch  die  verschiedenen  ungeraden  Faktoren  von  N  teilbar  ist 

Wir  haben  jetzt  zu  untersuchen,  wieviele  Lösungen  die  Glei- 
chung — ^^  ^  e  haben  kann.    Jedoch  beschränken  wir  ans 

hierbei  auf  die  Fälle,  wo  N  eine  ungerade  Zahl  oder  das  Dop- 
pelte einer  ungeraden  Zahl  ist. 

192. 
Ist  N  ungerade  und  prim  zu  a,  so  ist  die  Anzahl  der 
Lösungen  der  Gleichung 

rc*  +  a 

-^ — '^ 

gleich  2*—^,  wo  i  die  Anzahl  der  verschiedenen  in  N  auf- 
gehenden Primfaktoren  ist. 

Ist  zuerst  N^=^a^j  wo  a  eine  Primzahl  ist,  so  behaupte  ich, 

dafs  es  nur  eine  Weise  giebt,  der  Gleichung  — ^—  =  c  zu  genügen. 

Denn  gäbe  es  zwei  Lösungen,  welche  durch  x  und  x  bezeichnet  seien, 
so  müfste  x^  —  x^  durch  «^  teilbar  sein,  und  da  keiner  der  Faktoren 
X  -{-  X,  X  —  X   durch  af-  teilbar  ist,  weil  x  und  x   als  ungleich  und 

kleiner  als  —c/-  vorausgesetzt  sind,  so  müssen  diese  Faktoren  X'\'X^ 

X  —  X  alle  beide  durch  a  teilbar  sein.  Mithin  würde  auch  ihre 
Summe   "ix   durch   a   teilbar  sein.     Ist  aber  x  durch  a  teilbar,  so 

mülste   der  Gleichung    ^    x^  =  e  zufolge   auch  a  durch  a  teilbar 

sein.   Da  nun  a  und  "N  prim  zu  einander  sind,  so  kann  die  Gleichung 

^  T  ^  ==  6  ilur  eine  Lösung  haben,  die  kleiner  als  -r-a^  ist. 

Ist  zweitens  ^«=  a^/**  und  sind  A  und  B  die  Werte  von  h 
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welche  den  Gleichungen  ^  "^  ^  =  e,   ^  "1"  ^  =  c  genügen,  und  kom- 

ar  ßr 

biniert  man  femer  nach  No.  13  die  beiden  Werte  rc  =  J.  +  a^y  und 
y=:+B-\'ß'*i8  mit  einander,  so  ist  klar,  dafs  man  wegen  des  dop- 
pelten Zeichens  +  zwei  Werte  von  x  von  der  Form 

X  =  K+  c^ßf'x  =K+Nx 
erhält^  von  denen  jeder  dadurch,  dafs  man  für  x'  den  passenden  Wert 
nimmt,  kleiner  gemacht  werden  kann  als  y^.    Mithin' hat  im  Falle 
zweier   ungleichen  Faktoren  a  und  ß  die  gegebene  Gleichung  zwei 
Losungen. 

Giebt  es  einen  dritten  Faktor  y^j  so  mufs  man  den  gefun- 
denen Wert  a:  =  jr-|-  a^ßf^x  mit  einer  dritten  Formel  a;  ==  +  C-j-  y*0 
kombinieren,  und  es  ist  klar,  dafs  man  vier  Losungen  von  der  Form 
JT  +  a^ßfy^x"  oder  K'  +  Naf'  erhält,  welche  kleiner  gemacht  werden 
können  als  y^. 

Überhaupt  verdoppelt  jeder  neue  Faktor  die  Anzahl  der  durch 
die  vorhergehenden  Faktoren  erhaltenen  Lösungen.  Demnach  erhält 
man  2*~^  Lösungen,  wenn  i  die  Anzahl  der  Faktoren  a^,  ß^^  y^,  ..., 
aus  denen  N  zusammengesetzt  ist,  bezeichnet. 

Bemerkung.    Ist  N  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so  hat 

die  Gleichung  —5—  =  6  ebenfalls  2»—*  Lösungen.    Denn  ist  '9*  ein 

Wert  von  a?,   fttr  welchen  a:' -j- a   durch   yJ?  teilbar  ist,   so  wird 

Ä*  +  a  för  diesen  Wert  oder  wenigstens  für  den  Wert  y  ^ —  ^  durch 
2f  teilbar  sein. 

193. 
Ist  N  eine  ungerade  Zahl  oder  das  Doppelte  einer  sol- 
chen und   haben  die  beiden  Zahlen  N  und  a  einen  gemein- 
schaftlichen TeileriD,  welcher  durch  keine  Quadratzahl  teil- 
bar ist,  so  besitzt  die  Gleichung 

x^  +  a 

stets  2*'-^  Lösungen,  wenn  i  die  Anzahl  der  ungeraden  und 
ungleichen  Primfaktoren  ist,  welche  in  N  aber  nicht  in  a 
aufgehen. 

Ist  nämlich: 

N  =  coN'y    a  =  (oa\    x  =  cjx'y 
80  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in: 
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Da  nun  cd  und  N'  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben,  so  kann  man 

f(D—gN'=^l 
setzen.     Dies  ergiebt  die  reducierte  Gleichung: 

x^  +  fa'   _ 
N'        ~^- 

Nun  besitzt  diese,  da  N'  und  fa  prim  zu  einander  sind,  soviel  Lo- 
sungen, als  in  2'""^  Einheiten  enthalten  sind,  wobei  i  die  Anzahl  der 
ungeraden  und  ungleichen  in  N'  aufgehenden  Primfajctoren  bezeichnet^ 
.und  setzt  man  allgemein: 

x'  =  »  +  N'x"y 
so  erhält  man: 

x  =  (o^  +  cdN'x"  =  ©'&•  +  Nx\ 

Demnach  giebt  es  ebensoviele  Werte  von  x,  die  kleiner  als  —  iV^sind, 

als  es  Werte  von  rr'  giebt,  die  kleiner  als  y^'  sind;  mithin  ist 
die  Anzahl  dieser  Werte  gleich  2*—*. 

194. 

Wenn  die  Zahl  N,  welche  ungerade  oder  das  Doppelte 
einer  ungeraden  Zahl  ist,  mit  a  einen  beliebigen  gemein- 
schaftlichen Teiler  hat,  und  dieser  Teiler  durch  cd^*  dar- 
gestellt wird,  so  dafs  N*=  if^mN'  ist,  wo  <o  durch  kein  Qua- 
drat mehr  teilbar  sein  soll,  so  besitzt  die  Gleichung 

x^  +  a 

ebenso  viele  Lösungen,  als  ^ .  2*~*  Einheiten  besitzt,  wobei 
i   die    Anzahl    der    ungeraden   und  \Lngleichen,    in    N*   auf- 
gehenden Primfaktoren  bezeichnet 
In  diesem  Falle  ist  nämlich: 

a  =  fff^aa,     x  «=  tl^mx', 
und  die  aufzulösende  Gleichung  geht  über  in: 

maf^  +  a'  _ 

Dieselbe  ergiebt,  wie  wir  in  der  vorigen  Nummer  gesehen  haben, 
2*~^  Werte  von  x,  welche  kleiner  als  y^'  sind.   Ist  daher  allgemein: 

X  =^  +  N'x\ 
so  erhält  man: 

X  =  ^(öO"  +  ijjmN'x". 

Da  es  nun  ausreicht,  wenn  die  Werte  von  x  kleiner  oder  nicht  gröfser 


i 
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als  ---Ar==  Y^*«^'^'  sind,  so  kann  man  offenbar  x'  die  aufeinander- 
folgenden Werte  0,  +  1,  +  2,  ...  bis  +  gC^  —  1)  geben.  Die  An- 
zahl dieser  Werte  ist  augenscheinlich  gleich  ^.  Demnach  liefert 
jeder  Wert  von  x  ^  welcher  kleiner  als  -^W  ist,   ^  Werte  von  Xy 

welche  kleiner  sind  als  -^^.  Mithin  ist  die  Anzahl  aller  Werte  von 
%  gleich  ^  .  2»-^ 

Bemerkung.    Diese  Formel  ist  auch  für  den  Fall  i  b»  0  richtig, 
d.  h.   wenn   die  Zahl   N  oder  wenigstens  die  Hälfte  derselben  ein 

Teiler  von  a  ist.  Alsdann  reduciert  sie  sich  auf  y^)  °^^^  mufs 
jedoch  den  in  ~-f^  enthaltenen  Bruch  als  ganz  rechnen,  so  dafs,  wenn 
♦  =  2Ä  -j-  1  ist,  man  Ä  +  1  für  y^  zu  nehmen  hat. 

§9. 
Auflösung  der  symbolischen  Gleichungen  (y)  =  1,  (y)  =  —  1,  in 

denen  c  eine  Primzahl  ist. 

195. 
Es  sei  c  irgend  eine  Primzahl,  und  es  sei  die  Aufgabe  ge- 
stellt, alle  Werte  von  x  zu  finden,  welche  der  Gleichung 

c  — 1 

—  1 


(f)_X    od»     '-^^ 
genügen. 

Wie  leicht  zu  sehen,  kann  man  x  =^  y^  setzen,  wo  y  irgend 
eine  durch  c  nicht  teilbare  Zahl  ist.  Demnach  werden  die  verschie- 
denen Werte  von  x  sein: 

1,  4,  9,  16,  ...  bis  (— ^-— )    einschliefslich. 

Diese  Werte  können  samtlich  unter  c  herabgedrückt  werden,  wenn 
man  davon  die  in  ihnen  enthaltenen  Vielfachen  von  c  subtrahiert, 

^d  ihre  Anzahl  ist,  wie  man  sieht,  -^ — .     Sie  kann  nicht  grofser 

«ein,  da  der  Exponent  von  x  nur  T"  ist;  sie  kann  aber  auch  nicht 
Ueiner  sein,  da,  wenn  die  beiden  Quadrate  n»*,  n^,  von  denen  jedes 
kleiner  als  \—^)  ist,  denselben  Best  oder  denselben  Wert  von  x 
ergaben,  m*  —  w*   durch   c   teilbar  sein  müfste.     Dies  kann  jedoch 


m^ 
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nicht  der  Fall  sein,  da  w  +  w  und  m  —  n  alle  beide  kleiner  als  c 

sind.    Wir  kennen  also  die  — - —  Lösungen  der  Gleichung  {—)  =  1, 

wenn  diese  Lösungen  zwischen  0  und  c  liegen.     Da  es  sich  jedoch 

nur   um    ungeradzahlige  Lösungen   handelt^   so   wird   man  von  den 

Werten  von  x  die  ungeraden  Zahlen  beibehalten  und  zu  den  geraden 

c 1 

Zahlen  c  addieren,  was  ebenfalls  — - —  ungeradzahlige,  zwischen  1 

und  2  c  —  1  enthaltene  Lösungen  ergiebi 

um  unmittelbar  zu  diesen  Lösungen  zu  gelangen,  bilde 
man  mit  Hülfe  der  Differenzen  die  Reihe  der  ungeraden  Quadrate,  wie 
im  Folgenden: 

Differenzen:  8,  16,  24,  32,  40,    48,    56 

Quadrate:      1,    9,  25,  49,  81,  121,  169,  225,  . . .  , 

und  ziehe  sowohl  bei  den  Differenzen  wie  bei  den  Quadraten  die  Viel- 
fachen von  2c  ab,  so  oft  sie  vorkommen,  so  wird  die  Reihe  der  Qua- 
drate oder  vielmehr  die  Reihe  ihrer  Reste,   bis  zu   —-^—  Gliedern 

fortgesetzt,  alle  Lösungen  der  Gleichung  (-)  =  1  enthalten,  welche 

ungerade,  positiv  und  kleiner  als  2c  sind.  Darauf  kann  man  diese 
Lösungen  um  irgend  ein  Vielfaches  von  2c  vermehren;   dies  giebt 

ic  =  2cj5  +  6,  wo  b  — r —  verschiedene  Werte  hat 

Wenn  man  auf  diese  Weise  alle  Lösungen  der  Gleichung  l-j  =  1 

kennt,  so  findet  man  auch,  indem  man  diese  ausscheidet,  sämtliche 

Lösungen  der  Gleichung  (— j  =  —  1.    Denn  diejenigen  Zahlen,  welche 

kleiner  als  2c  und  nicht  unter  den  Lösungen  der  Gleichung  (— j  =  1 

enthalten  sind,  genügen  notwendig  der  Öleichung  (~j  =  —  1.    Die 

Anzahl  dieser  letzteren  ist  ebenfalls  — •  — ;  denn  da  die  Anzahl  der 

Glieder  der  Progression  1,  3,  5,  7, ...  2c  —  1  gleich  c  ist,  so  bleiben, 
wenn  man  das  Glied  c,  welches  weder  der  einen  noch  der  andern 
von  diesen  Gleichungen  genügt,  ausschliefst,  c  —  1  Glieder  übrig,  Ton 

denen  die  eine  Hälfte  der  Gleichung  \^j  s=  1^  die  andere  Hälfte  der 
Gleichung  (— j  =  —  1  genügt.  Es  braucht  wohl  nicht  erst  hinzu- 
gefügt zu  werden,  dafs  man  die  Lösungen  dieser  letzteren  Gleichung 
ebenfalls  um  irgend  ein  Vielfaches  von  2  c  vermehren  kann. 


L. 
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196. 
Beispiel  1. 

Ist  (;  =  41^  so  bilde  man  mit  Hülfe  der  Differenzen  die  Reihe 
der  ungeraden  Quadrate^  und  ziehe  sowohl  von  den  Differenzen  wie 
von  den  Quadraten  die  Vielfachen  von  82,  so  oft  solche  vorkommen, 
ab.    Die  Rechnung  ist  folgende: 

Differenzen:  8,  16,  24,  32,  40,         48,  56,       64,         72, 

Quadrate:      1,     9,  25,  49,  81,  121  =  39,  87  =  5,  61,  125  =  43, 
Differenzen:         80,  88  =  6,     14,22,30,         38,        46, 

Quadrate:      115  =  33,  113  =  31,  37,  51,  73,  103  =  21,  59, 
Differenzen:         54,         62,         70,  78,  86  =  4 

Quadrate:      105  =  23,  77,  139  =  57,  127  =  45,  123  =  41  =  c. 
Die  zwanzig  ersten  Glieder  geben,  nach  ihrer  Gröfse  geordnet,  die 
folgende  Formel,    welche    alle   Lösungen   der   Gleichung   \-Ti)  =  1 

enthält: 

_^         f    1,    5,    9,21,23,25,31,33,37,39, 

^  ^       l  81,  77,  73,  61,  59,  57,  51,  49,  45,  43. 

Man  beachte,  dafs  die  zwanzig  Zahlwerte,  welche  hinter  82^  stehen, 
nnd  die  eigentlich  die  Losungen  der  gegebenen  Gleichung  sind,  derart 
sind,  dafs  jeder  Wert  von  b  zusammen  mit  seinem  Komple- 
ment 2c  —  6  vorkommt,  so  dafs  beide  zusammen  beständig  2c  er- 
geben. Dies  ist  allgemein  immer  dann  der  Fall,  wenn  die 
Zahl  c  von  der  Form  4m  +  1  ist;  denn  ist  6*"* —  1  durch  c  teil- 
bar, so  ist  offenbar  (2c  —  6)*"* —  1  ebenfalls  durch  c  teilbar.  Mithin 
kommt  alsdann  die  Lösung  oder  Wurzel  b  stets  mit  der  Wurzel 
2c  —  6  zusammen  vor.  Dies  würde  aber  nicht  stattfinden, 
wenn  c  von  der  Form  4m  +  3  wäre;   vielmehr  sieht  man,  dafs, 

wenn  b  der  Gleichung  (— j  =  1  genügt,  sein  Komplement  2c  —  b  der 
Gleichung  y—j  =  —  1  Genüge  leistet 

■  197. 

Beispiel  2. 

Ist  c  =  59,  2c  =  118,  so  verfahre  man  folgendermafsen: 
Differenzen:  8,  16,  24,  32,  40,  48,  56,  64,  72, 
Quadrate:      1,    9,  25,  49,  81,  121  =  3,  51,  107,  171  =  53, 

Legendre,  Zahlentbeorie  I.  17 
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Differenzen:     80,      88,       96,  104,  112,      120=2,    10, 

Quadrate:     125=7,  87,  175=57,  153=35,  139=21,  133=15, 17, 
Differenzen:  18,  26,  34,    42,       50,        58,       66,        74,      82, 
Quadrate:      27,  45;  71,  105,  147=29,  79,  137=^19,  85,  159=41, 
Differenzen:        90,        98,       106,  114 

Quadrate:      123  =  5,  95,  193  =  75,  181  =  63. 

Ordnet  man  wieder  diese  29  Resultate  nach  der  Gröfse,   so  erhält 
man  die  folgende  Formel,  welche  sämtliche  Lösimgeu  der  Gleidmng 

(^)  =  1  enthält: 

rc—  118^+  1,  3,  5,  7,  9;  15,  17,  19,  21,  25;  27,  29,  35,  41,  45; 
49,  51,  53,  57,  63;  71,  75,  79,  81,  85;  87,  95,  105,  107. 

Mithin  sind  die  Losungen  der  Gleichung  (-^j  =  —  1  die  folgenden: 

X  =  118j9  +  11,  13,  23,  31,  33;  37,  39,  43,  47,  55;  61,  65,  67,  69, 
73;  77,  83,  89,  91,  93;  97,  99,  101,  103,  109;  111, 
113,  115,  117. 


§  10. 

Ennittluiig  der  linearen  Formen,  welche  den  Teilern  der  Formel 
i^  +  cv?  zukommen. 

Wir  werden  zunächst  den  Fall  untersuchen,  wo  c  eine  Prim- 
zahl ist.     Für  diesen  ergeben  sich  zwei  Hauptsätze: 

198. 
SatB.    Ist  c  eine  Primzahl  4n  -f  1   und  A  ein  beliebiger 
ungerader    Teiler    der   Formel    a:*  +  ^   oder   ^*  +  cu*,    so   ist 

( — )  =  1,    wenn   A   von   der   Form   4n  +  1;    und  ^ — j  =»  —  1, 
wenn  A  von  der  Form  4n  +  3  ist. 

Denn  ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  4~  1  und  /)  eine 
Primzahl  von  der  Form  4n  +  3,  welche  beide  Teiler  von  7?'\-t 
sind,  so  hat  man  nach  No.  134: 

oder: 


r 
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Hieraus  folgt  nach  dem  Reciprocitätsgesetz: 

(-f)-l    a„J    (A)--l. 

Nun  ist  aber  die  Zahl  Ä,  falls  sie  von  der  Form  An  -^  1  ist^  das 
Produkt  einer  beliebigen  Anzahl  von  Faktoren  a  und  einer  geraden 

Anzahl  von  Faktoren   /J;   mithin  ist  in  diesem  Falle  y—)  ==  +  1- 

Ist  dagegen  die  Zahl  Ä  von  der  Form  4n  +  3,  so,  entsteht  sie  durch 
Multiplikation  einer  beliebigen  Anzahl  von  Faktoren  a  mit  einer  un- 
geraden Anzahl  von  Faktoren  ß]  mithin  ist  in  diesem  zweiten  Falle 

(4)— ■ 

Zusatz.  Bezeichnet  man  also  mit  6  eine  der  — r —  ungeraden 
Zahlen,  welche  kleiner  als  2c  sind  und  der  Gleichung  (— )  «=  1  ge- 
nügen, so  hat  man  A=^2c0  -^-b.  Von  den  Zahlen  6  kann  man  die- 
jenigen, welche  von  der  Form  4n  -{- 1  sind,  beibehalten  und  zu  denen, 
welche  von   der  Form  4n  +  3  sind,   2c  addieren.     Dadurch  erhält 

man  — _  —  Zahlen  von  der  Form  4»  -j-  1,  welche  kleiner  sind  als  4c. 

c  —  1 


Ist  a  eine  dieser  Zahlen,  so  ist  J.  =  4cje?  +  a.    Dies  giebt 
lineare  Formen  für  die  Teiler  der  Formel  t^  -|-  cu^,  welche  von 
der  Form  4n  +  1  sind. 

Wenn  man  in  gleicher  Weise  alle  Lösungen  der  Gleichung 
y~j  SS  —  1  auf  die  Form  4n  -j-  3  bringt,  was  dadurch  geschieht, 
daTs  man  die  Zahlen  von  der  Form  4n  -^  3  beibehält  und  zu  denen 
von  der  Form  4n  -|-  1  2  c  addiert,  so  erhält  man  — r —  Zahlen  von 
der  Form  4n  -f-  3,  die  kleiner  sind  als  4c.  Ist  a  irgend  eine  dieser 
Zahlen,  so  ist  der  Ausdruck  Acz  -|-  a  die  allgemeine  Form  für  die 
Teiler  4n  +  3  der  Formel  fi  -f-  cuK 

So  sind  z.  B.  die  Teiler  4w  +  1   der  Formel  ^*  +  41ti*  in  der 
Formel  enthalten: 
.1=164;^  +  1,  5,  9,  21,  25;    33,  37,  45,  49,  57;    61,  73,  77,  8l, 

105;    113,  121,  125,  133,  141, 
und  die  Teiler  4n  +  3  derselben  Formel  sind  enthalten  in: 
i4  =  164jef -f  3,  7,  11,  15,  19;    27,  35,  47,  55,  63;    67,  71,  75,  79, 

95;    99,  111,  135,  147,  151. 
Durch  Ausscheidung  dieser  ergeben  sich  die  verschiedenen  Formen, 
welche  nicht  in   fi  +  41  m^   aufgehen    und   entweder  von  der  Form 

17* 
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4w  +  1   oder  von  der  Form  4n  +  3  sind.     Überhaupt  erkennt  man 
p*;  leicht,  dafs  es  stets  ebensoviele  Formen  für  die  Nichtteiler 

^r  wie  für  die  Teiler  giebt,   und  zwar  ist  ihre  Anzahl  gleich 

i^.  — - —  sowohl  bei  der  Form  4«  +  1  ^^^  ^®i  ^^^  Form  4n  +  3. 

I,  Bemerkung.     Jede   in   den   linearen   Formen    der  Teiler 

I  von  t^  +  c%i^  enthaltene  Primzahl  ist  notwendig  ein  Teiler 

^'  von  ^^  +  ^w^-    Denn  ist  A  diese  Primzahl,  so  hat  man,  falls  sie  von 

1  der  Form  4w  +  1   ist,  y — )  =  1,    mithin  \^j  ^  1,   folglich.  J.  ein 

"  Teiler  von  t^  +  cm*.    Ist  aber  A  von  der  Form  4n  +  3,  so  hat  man 

y — j  ==  —  1,  mithin  (-^j  =  —  1,  folglich  A  ein  Teiler  von  ^  +  cmI 
Auf  dieser  Bemerkung  beruht  eine  ^rofse  Anzahl  von 
Eigenschaften  der  Primzahlen.  Denn  da  man  für  ein  gegebenes 
c  a  priori  alle  linearen  Formen  4cjer  +  ^j  welche  die  Teiler  der  Formel 
t^  -\'  cu^  annehmen  können,  bestimmen  kann,  und  da  man  anderer- 
seits auch  alle  quadratischen  Formen  py^  +  2qys5  +  rj»*,  welche  eben 
diesen  Teilern  zukommen,  zu  bestimmen  imstande  ist,  so  folgt  daraus, 
dafs  jede  in  einer  der  linearen  Formen 

4cCg  +  6 
enthaltene  Primzahl  von  einer  der  quadratischen  Formen 

jpy*  +  2gyx(  +  rz^ 
sein  mufs.     Es  ist  dies  ein  äufserst  fruchtbarer  Satz,  dessen 
nähere  Entwicklung  für  die  verschiedenen  Werte  der  Primzahl  e  eine 
Menge  interessanter  Sätze  über  die  Primzahlen  liefert. 

Ist  A  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so*  genügt  es  nicht,  dafs  die- 
selbe in  den  Formen  4c;8f  -f-  6,  welche  den  Teilern  von  ^  +  c«*  zu- 
kommen, enthalten  sei;  denn  trotz  dieser  Bedingung  konnte  es  vor- 
kommen, dafs  A  kein  Teiler  dieser  Formel  ist.  Ist  z.  B.  c  <»  41,  so 
enthält  die  Form  164^  -f  57  die  Zahl  221  =  13  .  17,  welche  kein 
Teiler  von  ^*  +  41m*  ist,  da  weder  13  noch  17  in  ^*  -f-  41m*  aufgeht 

199. 

SatB.  Ist  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n -|- 3  und  A 
irgend  ein  ungerader  Teiler  der  Formel  t^  -\-  c\j?^  so  hat  man 
stets  y — \  =  1. 

Denn  ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1  und  /S  eine 
Primzahl  von  der  Form  4n  +  3,  welche  beide  Teiler  von  ^  +  c«* 
sind,  so  hat  man: 
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oder: 

Folglich  umgekehrt: 

(|)_.   ™d  (A)_i. 

Miihin    giebt  jeder  Teiler  Ä,   welcher   das  Produkt  von   mehreren 

Primzahlen  a  und  ß  ist,  ( — j  =  1. 

Zusatz.    Jeder  ungerade  Teiler  der  Formel  ^^ -f- ^^^  läfst 

sich   darstellen  in  der  Form  2ce -\- a,    wo  a  eine  der  — - — 

ungeraden  Zahlen   ist^   welche  kleiner  als  2c  sind  und  der 

Gleichung  (— j  =  1  genügen. 

So  kann  z.  B.,  wenn  c  ==  59  ist,  jeder  ungerade  Teiler  der  Formel 
i*  +  59«*  dargestellt  werden  durch  die  Formel: 

^  =  118^+  1,  3,  5,  7,  9;    15,  17,  19,  21,  25;    27,  29,  35,  41,  45; 
49,  51,  53,  57,  63;  71,  75,  79,  81,  85;  87,  95,  105,  107. 

Ebenso  wie  im  yorhergehenden Falle  beweist  man  ferner,  dafs  jede 
in  der  linearen  Form  2ce  +  ^  enthaltene  Primzahl  notwendig 
ein  Teiler  von  ^  +  cw*  ist. 

Bemerkung.  Man  würde,  was  die  Teiler  der  Formel  t^  —  cu* 
anlangt,  ebenso  di<&  folgenden  Sätze  finden: 

1)  Ist  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1  und  A  ein 
beliebiger  ungerader  Teiler  der  Formel  f  —  cu^,  so  hat  man 

(— j  =  1.  Mithin  ist  A  immer  von  der  Form  2cz -\- a,  wo  a 
eine  der  —^ —  Losungen  der  Gleichung  (— j  =  1  ist.  Um- 
gekehrt ist  jede  in  den  Formen  2cZ'^a  enthaltene  Primzahl 
ein  Teiler  der  Formel  t^  —  cm*. 

2)  Ist  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4w  +  3  und  A  ein 
beliebiger    ungerader    Teiler    der    Formel    t^  —  cu^,    so    ist 

\t)  ~  ^^  falls  A  von  der  Form  4n  +  1>  dagegen  ( — j  =  —  1, 
falls  A  von  der  Form  4w  +  3  ist.  Daraus  ergeben  sich  leicht 
die  linearen  Formen,  welche  dem  Teiler  A  zukommen.  Um- 
gekehrt ist  jede  in  diesen  Formen  enthaltene  Primzahl  ein 
Teiler  der  Formel  i?  —  cu^. 
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200. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Teiler  der  Formel  ^  +  2cu*,  in 
welcher  c  eine  Primzahl  ist. 

Ist  zunächst  c  =  4»  +  1  ^^^  sind  a,  a',  a\  a"  Prim- 
zahlen resp.  von  den  Formen  8w  +1,  8w  +  3,  8n  +  5,  8n  -f"  '^j 
welche  sämtlich  Teiler  von  fi  +  2cu^  sind,  so  hat  man  in  diesen 
verschiedenen  Fällen  (No.  134): 

Zugleich  aber  ist  (No.  150): 
Mithin: 

{i)=>.  fe)-'.  (7.)—.  (#-)—'■ 

Folglich  umgekehrt: 

Es  sei  jetzt  J.  irgend  eine  Zahl  von  einer  der  l^eiden  Formen 
8W+I78W  +  3,  und  B  eine  Zahl-  von  einer  der  beiden  Formen 
8n  +  5,  8»  +  T.  Alsdann  entsteht  A  notwendig  durch  Multiplikation 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Faktoren  a,  d  mit  einer  geraden  An- 
zahl von  Faktoren  a",  a"',  so  dafs  stets  ( --)  =  l  ist.  Ebenso  ent- 
steht die  Zahl  B  durch  Multiplikation  einer  beliebigen  Anzahl  von 
Faktoren  a,  d  mit  einer  ungeraden  Anzahl  von  Faktoren  a ',  a",  so 

dafs  (— )  =  —  1  ist. 

Ist  zweitens  c  =  4n  -f-  3  und  sind  stets  a,  a\. . .  Primzahlen 
von  den  Formen  8w+l>  8n  +  3,...,  welche  sämtlich  Teiler  von 
t^  +  2«M*  sind,  so  erhält  man,  wie  oben: 

Demnach  umgekehrt: 

(t)-'.   (^)  — 1.  (?)  —  >.   (^)-i- 

Sind  nun  Ä  und  B  zwei  zusammengesetzte  Zahlen,  erstere  von 
der  Form  8n  +  1  o^^^  8n  +  7,  letztere  von  der  Form  8n  +  3  oder 
gi}  ^  5^  so  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  die  Zahl  Ä  durch  Multiplikation 
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einer  beliebigen  Anzahl  von  Faktoren  a,  d"  mit  einer  geraden  An- 
zahl von  Faktoren  a ,  a    entsteht,   und  demnach  stets  (— j  =  1  ist. 

Was  die  Zahl  B  angeht,  so  kann  dieselbe  als  Produkt  aus  einer 
Zahl  A  und  einem   der  Faktoren  a,  a     betrachtet   werden;   es  ist 

daher  (f)--l. 

Wir  können  daher  folgende  beiden  SfttBO  aufstellen: 

I.    Ist  JL  ein  beliebiger  Teiler  der  Formel  ^*  +  2cm*  von 

der  Form  8n  +  1   oder  8w  +  3  und  B  ein   Teiler   derselben 

Formel  von  der  Form  8w  +  5  oder  Sn+T,  so  erhält  man, 

wenn    c   eine    Primzahl    von    der    Form    4n  +  1    ist;    stets 

(^)  =  ' -(!)—'■ 

IL  Ist  A  ein  Teiler  der  Formel  f *  +  2cm*  von  der  Form 
8n  +  1  oder  8n  +  7  und  B  ein  Teiler  derselben  Formel  von 
der  Form  8n  +  3  oder  8n4-5,  so  erhält  man,   wenn  c  eine 

Primzahl    von    der   Form    4n  +  3    ist,    stets    ^— )  =  1    und 

201. 

Man  ersieht  hieraus,  dafs  man  a  priori  alle  linearen  Formen 
8ca;  +  6,  welche  den  Teilern  A  wie  den  Teilern  B  der  Formel 
^-f^CM*  zukommen,  bestimmen  kann. 

Ist  z.  B.  c  «=  29,  so  sind  die  Lösungen  der  Gleichung  (— j  -» 1: 

4  «=  58;?  +  1,  5,  7,  9,  13;  23,  25,  33,  35,  45;  49,  51,  53,  57. 

Bringt  man  diese  Lösungen  mit  den  Formen  8n-f'l>  8n-|-'3  in 
Übereinstimmung,  so  erhält  man  alle  Formen  der  Teiler  der  Formel 
<*  +  58m*  von  der  Form  8n  +  1  iind  8n  +  3,  nämlich: 

4  ==232^  +  1,  9,  25,  33,  35;  49,  51,  57,  59,  65;  67,  81,  83,  91, 
107;  115,  121,  123,  129,  139;  161,  169,  179, 
187,  209;  219,  225,  227. 

Ebenso  findet  man  für  dieselbe  Formel  sämtliche  Teiler  von  der 
Form  8n  +  5  und  8n  +  7,  nämlich: 

B  =  232«  +  15,  21,  31,  37,  39;  47,  55,  61,  69,  77;  79,  85,  95, 
101,  119;  127,  133,  135,  143,  157;  159,  189,  191, 
205,  213;  215,  221,  229. 
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Ist    femer   c  =  11,    so    besitzt    die    Gleichung    [^J  =  1    die 

Lösungen: 

x  =  22z+  1,  3,  5,  9,  15. 

Bringt  man  jede  Lösung  auf  die  "Formen  8n  +  1  und  8n  -|-  7,  so 
erhält  man  für  die  Formel  fi  +  22«*  alle  Formen  der  Teiler  von 
der  Form  8w  +  1  und  8n  +  7>  nämlich: 

^=88;^+  1,  9,  15,  23,  25;  31,  47,  49,  71,  81. 

Ebenso  besitzt  die  Gleichung  f^j  =  —  1  die  Lösungen: 

o;  =  22^  +  7,  13,  17,  19,  21. 
Bringt  man  dieselben  auf  die  Formen  8w  +  3,  8n4-5,  so  erhält 
man  für  die  Formel  t^  +  22 w*  sämtliche  Formen  der  Teiler  von  der 
Form  8n  +  3  und  8n  +  5,  nämlich: 

B=S8z  +  13,  19,  21,  29,  35;  43,  51,  61,  83,  85, 

202. 
Nachdem  wir  so  die  verschiedenen  *  linearen  Formen  Sex -{- b, 
welche  den  Teilern  der  Formel  t^  +  2cu^  zukommen,  bestimmt  haben, 
können  wir  beweisen,  dafs  jede  in  diesen  Formen  enthaltene 
Primzahl  notwendig  ein  Teiler  von  ^*  +  2cw*  ist.  Denn  ist 
z.  B.  Ä  von  der  Form   8w  +  3  und  c  von   der  Form  4n  +  1,  so 

hat  man  (No.  200):  y—j  =  1,  und  daher  (-^j  =  1.    Femer  ist  wegen 

der  Form  der  Zahl  A:  y-jj  =  —  i,  also  (—7-^)  =  1;  mithin  ist  A 

ein  Teiler  von  fi  +  2cu\  Die  andern  Fälle  werden  in  derselben 
Weise  bewiesen. 

Bemerkung.  Es  ist  wesentlich  zu  bemerken,  dafs,  mag  die  Zahl 
c  beschaffen  sein,  wie  sie  will,  ob  Primzahl  oder  nicht,  ob  positiv 
oder  negativ,  die  linearen  Teiler  der  Formel  fi  +  cm*  dieselben  sind, 
mögen  nun  diese  Teiler  als  Primzahlen  vorausgesetzt  werden,  oder 
mögen  sie  beliebige  zusammengesetzte  Zahlen  sein. 

Betrachtet  man  nämlich  unter  den  Teilern  der  Formel  t^  +  ^•** 
nur  diejenigen,  welche  prim  zu  c  sind  (und  es  ist  unnötig,  andere 
zu  betrachten,  weil  man  weifs,  dafs  jeder  Teiler  von  c  in  der  Formel 
fi  +  CM*  aufgeht),  und  stellt  man  durch  2c;8:  +  &  einen  der  betreffen- 
den linearen  Teiler  dar,  so  wird  6  prim  zu  c  sein,  so  dafs  die  Formel 
2c0  -{-b  notwendig  Primzahlen  und  sogar  in  unendlicher  Anzahl  ent- 
hält  (siehe   weiter   unten   Hauptteil   IV).      Demnach    ist    die   Form 
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2c£  -^  b  unter  allen  möglichen  Formen  der  Primzahlen,  welche  Teiler 
der  Formel  t^  -|~  ^^^  ^^i^^?  enthalten.  Man  braucht  daher  nur  alle 
linearen  Formen  der  Primzahlen  zu  suchen;  dieselben  werden  absolut 
alle  möglichen  Formen  sowohl  der  efiifachen  wie  der  zusammen- 
gesetzten Teiler  enthalten. 

Diese  Bemerkung  kürzt  die  Rechnungen,  welche  erforder- 
lich sind,  um  die  linearen  Formen  der  Teiler  der  Formel  fi  -j-  cm*, 
wo  c  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  a  priori  zu  bestimmen,  aufs  er- 
ordentlich ab.  Wir  werden,  diese  Methode  auf  einige  allgemeine 
Fälle  anwenden;  sodann  werden  wir  eine  andere  Methode  angeben, 
die  zwar  weniger  direkt  ist,  aber  bedeutend  schneller  zum  Ziele  führt. 

203. 
Aufgabe.     Ist  c  =  a/},  wo  a  und   ß  irgend   welche  Prim- 
zahlen  aufser  2  sind,    so    verlangt  man   zu   wissen,    welche. 
Form    die    Primzahl    A    besitzen    müsse,    damit    Ä    in    der 
Formel  fi  -+-  aßu^  aufgehe. 

Allgemein  muis  \    J^  )  =  1  sein.    Um  aber  dieser  Gleichung  zu 

genügen,   unterscheiden   wir   zwei  Fälle,  je   nachdem  Ä  von  der 
Form  4w  -|-  1  oder  von  der  Form  4w  -|-  3  ist. 

1)  Ist  A  eine  Primzahl  von  der  Form  4n -{-  1,  so  ist  die 
aufzulösende  Gleichung: 

(i)(4)-'- 

Derselben  kann  man  nur  auf  zwei  Arten  genügen,   nämlich  einmal, 
indem  man  setzt: 

(!)-•.      (4)-'. 

das  andre  Mal,  indem  man  setzt: 

In  dem  ersten  Falle  hat  man  nach  dem  Beciprocitätsgesetz: 

(4)-'.    (!)-• 

Ist  die  erste  Gleichung  nach  dem  oben  entwickelten  Verfahren  gelöst, 
imd  sind  die  Lösungen  sämtlich  auf  die  Form  4n  -{-  1  gebracht,  so 

hat  man  Werte  von  A  von  der  Form  4a;ef  -|-  «'.    Ebenso  liefert 

die  zweite  Gleichung  ^JIl-  Werte  von  A  von   der  Form  4/?;8f  +  ß\ 
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Bringt  man    also  jede  der  Formeln  ^a0  4'  ^'   ^  Übereinstimmung 

mit  jeder  der  Formeln  4ß0  +  ß>,  so  erhält  man  im  Ganzen  — - —  •     , 

Formeln  von  folgender  Art:#-4  =  Aaßz  +  ?- 

Im  zweiten  Falle  erhält  man  analog  die  Gleichungen: 

(4)— '.  (^)— '• 

Werden  dieselben  zuerst  jede  für  sich  gelöst,  und  kombiniert  man 
darnach    ihre    Lösungen    mit    einander,    so    ergeben    sich    ebenso 

^^ —  •  ■  Formeln  von  der  Form  J.  =  4aj8jef  +  y* 

2)  Ist  Ä  eine  Primzahl  von  der  Form  4w  +  3,  so  ist  die 
Bedingung  zu  erfüllen: 

Ci)  — l        od»      (i).(i)  — 1. 

Man  kann  derselben  nur   auf  zwei  Arten  genügen;  entweder  indem 
man  setzt: 

(f)->.     (D— 1. 

oder  indem  man  setzt: 


(i)  — '.  (4)-i- 


Die  zweite  Art  giebt  dem  Reciprocitätsgesetz  zufolge  (No.  166): 

(^)-(-»^.    (i)_(-„^. 

Da  diese  Gleichungen  stets  mit  einer  der  beiden  Gleichungen 

in  denen  c  eine  Primzahl  ist,  übereinstimmen,  so  kann  man  leicht 
den  Wert  von  Ä   erhalten,   welcher  jeder   von   diesen  Gleichungen 

genügt.     Sodann    giebt    die   Kombination    der    Werte    — ^-r— 

Lösungen,  welche  sämtlich  von  der  Form  4:aße  -|-  a  sind. 
Die  erste  Art,  der  Aufgabe  zu  genügen,  giebt: 

Hieraus  zieht  man  ähnliche  Folgerungen.  Es  giebt  daher  im  Ganzen 
vier  allgemeine  Formeln  4:aßz  +  a,  von  denen  jede  — ^ —  ^-r— 
Werte  für  a  enthält. 


J 
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204. 

Setzt  man  c^aßy  voraus^  wo  a,  ß,  y  drei  ungleiche  Prim- 
zahlen aufser  2  sind,  so  verfahrt  man^  um  die  Form  der  ver- 
schiedenen Primzahlen,  welche  Teiler  der  Formel  ^  +  c\^  sind,  zu 
finden,  in  ähnlicher  Weise. 

Ist  A  eine  dieser  Zahlen,  so  mufs  man  allgemein  haben: 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dafs  A  von  der  Form  4n  -f-  1  ^^h  ^^  ^^^*^ 
diese  Gleichung: 

(i)(4)a)-. 

und  dieser  kann  man  nur  auf  folgende  vier  Arten  Genüge  leisten: 

0  Ö)-i.     (^-)-i.     Ö)->i 

*)  (1)-=-'.  (-i)— 1.  (i)-'- 

Im  ersten  Falle  erhält  man  nach  dem  Reciprocitätsgesetz: 

(4)-i.     (^)-i.     (f)-'-       • 

NoD  sind  die  Werte,  welche  diesen  Gleichungen  genügen,  von  der 
Form: 

^  —  4axi  +  « ,      ^  =  4i8^  +  ^',      A  =  Ay0'\-  y\ 

wobei  a  — ^ —  Werte  kleiner  als  4a,  ßt   ^— —  Werte  kleiner  als  4/3 

und  /  ^—r —  Werte  kleiner  als  4y  besitzt.    Bringt  man  demnach  die 

drei  Werte  4a£r  +  «';  4/3jef  +  /''j  ^y^  +  /  i**  allen  möglichen  Kom- 
binationen mit  einander  in  Übereinstimmung,   so   erhält   man    eine 

neue  Formel   A  «=  Aaßyz  +  a,    in   welcher    a    ^  ^     •  ^-y-  •  ^^-^^ 
Werte  besitzt. 

Eine  ähnliche  Formel  giebt  es  in  jedem  der  andern  Fälle,  die 
man,  wenn  A  von  der  Form  4n  +  1  ist,  zu  betrachten  hat.  Femer 
giebt  es  vier  analoge  Formeln,   welche    die  Werte   von  A  in  dem 
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Falle  darstellen,  wenn  A  von  der  Form  An  -|-  3  ist.    Man  erhält 

daher  im  Ganzen  acht  Formeln,  von  denen  jede  — ^ —  •  ^-^ r— 

verschiedene  Formen  unter  sich  begreift. 

Es  ist  nicht  schwer  zu  sehen,  dafs,  wenn  c  einen  vierten  Faktor 
8  enthielte,  die  Anzahl  der  Formeln  doppelt  so  grofs  und  die  Anzahl 

der  in  jeder  derselben  enthaltenen  Formen  "  ^    •  ^-r —  ^^-^ — 

sein   würde.     Man    kann   daher    folgenden    allgemeinen   Schlufs 
machen: 

Bezeichnet  man  mit  m  die  Anzahl  der  Primfaktoren 
«,  /},  y, . . .,  aus  denen  die  Zahl  c  besteht,  so  sind  die  un- 
geraden Teiler  der  Formel  t^  +  ^^*  dargestellt  durch  2* 
Formeln   J.  «=  4c£r  +  a,   in   deren  jeder  a   eine   Anzahl   vod 

"  ~    '  —^—  '  ^ ^••'     Werten    besitzt,   so    dafs   die  An- 

2  2  a  z  ' 

zahl  aller  iu  diesen  Formeln  enthaltenen   linearen  Formen 
gleich  (a  —  1)  (/J  -  1)  (y  —  1)  (*  —  1)  .  .  .  ist. 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  die  Formen  4n  +  1;  4n -f  3 
in  einer  und  derselben  Formel,  welche  alsdann  2cz '■\- a  an  Stelle 
der  soeben  gefundenen  Acs  '\-  a  sein  würde,  vereinigt  sind;  alsdann 
aber  würde  es  nur  halb  so  viel  Formeln  geben,  was  auf  dasselbe 
hinauskäme. 

205. 
Ist  c  ==  2d,  wo  d  eine  ungerade  Zahl  und  gleich  dem  Produkte 
der  m  Primzahlen  a,  j3,  y,. .  -  ist,  so  mufs  man,  was  den  Teiler  Ä 
betrifft,   die   vier  Formen   8n  +  1,  8n  +  3,   8n  +  5,   8n  +  7   be- 
trachten, deren  jede  einen  bestimmten  Wert  für  (-j)  liefert,  so  dafs 

man  je  nach  den  einzelnen  Fällen  nur  noch  einer  der  beiden  Glei- 
chungen 

(4)-.    (i)— ' 

ZU  genügen  hat 

Wird  diese  Gleichung  wieder  in  derselben  Weise  behandelt,  so 
liefert  sie  2^—*  Werte  von  -4,  jeden  von  der  Form  8djei  +  ö>  wo  ö 

eine  Anzahl  von  ^^-  •    ~    •  ^  T     •  •  •  Werten  besitzt.    Da  dasselbe 

2  2  J 

^für  jede  der  vier  Formen  8n  -f-  1,  8n  +  3, . . .  gilt^  so  erhält  man 
also  im  Ganzen  2"*+*  Formeln  Ä  =  Sdsf  +  a,  oder  A  =  4cs  +  (h 

in  deren  jeder  a  eine  Anzahl  von  ^^--  •  ^-7  "  * "  2 Werten 


r 
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besitzt,  und  es  ist  demnach  die  Gesamtzahl  der  linearen  Formen 
gleich  2(a  -  Ij  (^  -  1)  (y  -  1)  . . . 

Wenn  die  Zahl  c  einen  quadratischen  Faktor  enthielte,  so  könnte 
man  sie  durch  diesen  Faktor  dividieren ,  da  die  Formel  t*  -{-  cd^u^ 
nicht  allgemeiner  ist  als  t^  -f-  cu^  und  keine  anderen  zu  c  primen 
Teiler  besitzt.  Man  kann  demnach  immer  voraussetzen,  dafs  c  das 
Produkt  von  mehreren  ungleichen  Primzahlen,  2  nicht  ausgenommen, 
ist^  so  dafs  die  beiden  soeben  untersuchten  allgemeinen  Fälle  absolut 
alle  möglichen  Fälle  einschliefsen.  Und  obschon  wir  bisher  nur  den 
Fall  eines  positiven  c  betrachtet  haben,  so  würde  man  endlich  auch 
die  Formel  t*  — ^  cm*  auf  dieselbe  Weise  behandeln  können  und  würde, 
was  die  Anzahl  der  Formen  4ce  -\'  a  anlangt,  welche  den  Teilern 
dieser  Formel  zukommen,  dieselben  Resultate  erhalten.  In  allen 
diesen  Fällen  aber  kann  man  diese  verschiedenen  linearen 
Formen  auf  eine  einfachere  Weise,  die  zugleich  zu  neuen 
Eigenschaften  führt,  finden. 

206. 
Wir   haben  bereits   gesehen   (No.  140),  dafs   die   verschiedenen 
Teiler  einer  solchen  Formel  wie   t^  +  ^***  stets   auf  die  Form  ge- 
bracht werden  können: 

in  welcher  pr  4^  9*  «»  c  ist,  und  bei  welcher  man  annehmen  kann, 
dafs  2q  nicht  gröfser  als  p  und  r  ist.  Mit  Hülfe  dieser  Be- 
dingungen kann  man  leicht  a  priori  alle  Formen  der 
Teiler  bestimmen,  welche  einer  gegebenen  Zahl  c  ent- 
sprechen.    Die  Formen 

in  denen  die  Unbestimmten  in  der  zweiten  Potenz  vorkommen, 
werden  wir  fernerhin  quadratisolie  Formen  nennen,  um  sie  von 
den  linearen  Formen  4:CX  -f-  a,  mit  denen  wir  uns  in  diesem  und 
im  vorigen  Paragraphen  beschäftigt  haben,  zu  unterscheiden. 

Nehmen  wir  also  an,  dafs  man  für  eine  gegebene  Zahl  c  zu- 
nächst alle  quadratischen  Formen,  welche  den  Teilern  der  gegebenen 
Formel  fi  +  cu*  zukommen,  bestimmt  habe,  so  hat  mau  nur  noch 
diese  quadratischen  Formen  in  lineare  Formen  zu  entwickeln.  Man 
erhält  auf  diese  Weise  alle  linearen  Formen,  welche  den  Teilern 
dieser  Formel  zukommen,   und*  erlangt   überdies  den   Vorteil,   dafs 
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man  den  Zusammenhang  kennen  lernt^  in  welchem  die 
quadratischen  und  die  linearen  Formen  zn  einander  stehen. 

Es  reduciert  sich  demnach  alles  darauf  zuzusehen ^  was  aus  der 
Formel  py^  +  2qyz  +  rz^  wird,  wenn  man  darin  an  Stelle  von  y 
und  z  irgendwelche  bestimmte  Zahlen  setzt  und  die  Resultate  auf 
die  Form  Acx  -{-  a  bringt,  wobei  man  die  Vielfachen  von  4c  weg- 
lassen und  nur  das  Resultat  beibehalten  kann,  welches  positiv  und 
kleiner  als  4  c  ist. 

Nun  braucht  man  bei  dieser  Substitution  y  und  0  nicht  grofser 
als  2c  zu  nehmen;  denn  setzt  man  2c -f- y  ui^d  2c -^  z  an  Stelle 
von  y  und  Zy  so  geht  die  Formel  py^  +  ^Qtf^  i  ♦*^*  ^^^^  ^°- 

p(2c  +  yy  +  2g(2c  +  y)  C2c  +  z)  ±  r(2c  +  z)\ 
und  diese  Grofse  verwandelt  sich  in: 

py^  +  2gyißf  +  rz^  +  4cJlf, 

wo  4c Jf  ein  Vielfaches  von  4c  ist.  Demnach  geben  diese  Werte 
2c  +  y?  2c  +  XI  dieselbe  lineare  Form  4ca;  +  a,  welche  y  und  z  ge- 
geben hatten. 

Femer  mufs  man  es  vermeiden,  y  und  0  Werte  zu  geben,  für 
welche  py^  +  2qyz  +  rs?  gerade  wird;  denn  wir  betrachten  hier 
nur  die  ungeraden  und  zu  c  primen  Teiler. 

Um  diese  Bedingung  um  so  sicherer  zu  erfüllen,  ist  es  gut,  den 
quadratischen  Teiler  py^  +  2qyz  +  rz^  so  vorzubereiten,  dafs  r  ge- 
rade ist.  Denn  da  alsdann  p  ungerade  ist,  so  gebe  man  y  irgend- 
welche ungeraden  Werte  und  z  nach  Belieben  gerade  oder  ungerade 
Werte.  Ist  r  nicht  bereits  in  dem  Teiler  eine  gerade  Zahl,  so  braucht 
man  nur  y  +  z  BXi  die  Stelle  von  y  zu  setzen;  dann  wird  das  letzte 
Glied  in  der  transformierten  Form  gerade  sein.  In  gewissen  Fallen 
werden  wir  uns  auch  veranlaüst  sehen,  den  quadratischen  Teilern  die 
Form  py^  +  qyz  +  r^,  in  welcher  die  drei  Koefficienten  ungerade 
sind,  zu  geben.  Alsdann  mufs  man  der  Reihe  nach  z  »»  2tt,  y  »»  2«, 
z  -{-  y  =  2u  setzen;  dies  liefert  drei  Formeln,  welche  die  verlangte 
Bedingung  erfüllen,  jedoch  wird  man  sehen,  dafs  die  Entwicklung 
einer  dieser  Formeln  genügt. 

207. 

Wir  betrachten  also  die  Formel: 

A  ^=^py^  -f-  2qyz  +  2mz^y 

in  welcher  

2mp  +  g*  =  c 
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ist^  und  in  welcher  überdies  y  und  p  angerade  Zahlen  sein  müssen. 
2{immt  man  q  und  c  prim  zu  einander  an^  so  werden  auch  p  und  c 
prim  zu  einander  sein.  Setzt  man  hierauf  y  «=  1 ,  so  behaupten 
wir,  dafs  die  Formel 

p  +  2g^  +  2m^*, 

in  welcher  nur  noch  die  eine  unbestimmte  ^  vorkommt,  alle 
linearen  Formen  4:CX  -|~  ^  enthält,  welche  in  der  gegebenen 
Formel  py^  +  2qyis  +  2m^*  enthalten  sind. 

Dazu  muTs  man  beweisen,  dafs  man,  wie  beschaffen  auch  y  und 
js  sein  mögen^  immer  eine  unbestimmte  Zahl  ^  der  Art  finden  kann, 
dafs 

4c 

eine  ganze  Zahl  ist.  Da  nämlich  p  und  4c  relative  Primzahlen  sind, 
so  wird  die  vorstehende  Gröfse  eine  ganze  Zahl  sein,  wenn  das 
Produkt  derselben  mit  p  eine  solche  ist,  d.  h.  wenn  man  hat: 

•     ip  +  g^)*  -  (py  +  g^)'  ±  c(^*  —  g')        ^ 

Ist  nun  zunächst  ^  =  £?  +  2A,  so  hat  man  nur  der  Bedingung  zu 
genügen: 

(i>  +  gg  +  2gx)'-(i>y  +  gg)'  _  ^ 

und  dies  kann  man  erreichen,  indem  man  eine  neue  unbestimmte 
Zahl  ^  der  Art  annimmt,  dafs 

p  +  gxf  +  2ql  =i)y  +  2^  +  2cd' 
ist.    Diese  Gleichung  ist  aber  immer  auflösbar^  da  sie  auf  die  Form 

gebracht  werden  kann,  wobei  c  und  q  prim  zu  einander  sind  und 
überdies  die  rechte  Seite  eine  ganze  Zahl  ist. 

Um  daher  sämtliche  linearen  Formen  der  Formel 

A  =  py^  +  2qyß  +  2mz^ 
zu  bestimmen,  reicht  es  hin,  diejenigen  der  einfacheren  Formel 

^=p  + 22^  +  2»!^* 
zu  suchen,  und  dies  geschieht,  indem  man  ^  der  Reihe  nach  die 
Werte  0,  1,  2,  3, . . .  bis  2c— 1  oder,  falls  g  =  0,  nur  bis  c  —  1 
beilegt  Die  Werte  von  Ä  kann  man  leicht  mit  Hülfe  ihrer  Diffe- 
renzen berechnen,  indem  man  die  Vielfachen  von  4c,  so  oft  sie  vor- 
kommen,  wegläfst.     Alsdann    verwerfe    man   von   diesen  Resultaten 
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diejenigen,  welche  mit  andern  identisch  sind,  und  die,  welche  mit  c 
einen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben. 

208. 
Sind  q  und  c  nicht  prim  zu  einander,  so  kann  man  immer  die 
Formel  py^  +  2qy0  +  2m0^  leicht  in  eine  andre  ähnliche  umfornien, 
in  welcher  q  prim  zu  c  ist,  so  dafs  man  das  soeben  angegebene 
Verfahren  als  absolut  allgemein  betrachten  mufs.  Indessen  wollen 
wir  noch  ein  paar  Worte  über  den  besonderen  Fall,  wo  die 
gegebene  Formel 

y*  +  ci^    oder    ay^  +  fc^ 
ist,  hinzufügen. 

Ist  J.  =  y^  +  ^^>  so  mufs  man  zwei  Fälle  unterscheiden,  je 
nachdem  c  gerade  oder  ungerade  ist. 

1)  Ist  c  ungerade,  so  nehme  man  zunächst  y  ungerade  und  e 
gerade  an;  dies  reduciert  den  Wert  von  -4,  wenn  man  die  Vielfachen 
von  4c  beiseite  läfst,  auf  das  einzige  Glied  y\  Daraus  folgt 
J.  <=  1,  9,  25, . . .  Sodann 'nehme  man  y  gerade  und  ß  ungerade  an. 
Dies  giebt  A  «=  4m*  +  c,  und  auf  diese  Weise  bilde  man  die  Reihe: 
4  +  0,  16  +  c,  36  +  c,  • .  •;  indem  man  stets  darauf  achtet,  dafs  die 
Vielfachen  von  Ac  weggelassen  werden.  Die  aus  diesen  Annahmen 
sich  ergebenden  Resultate  bilden  sämtliche  lineare  Formen  von  Ä. 

2)  Ist  c  gerade,  so  mufs  y  notwendig  ungerade  sein,  während 
0  beliebig  ist  Ist  z  gerade,  so  hat  man  einfach  J.  =»  y^  ss  1,  9,  25, . .  ^ 
und  ist  0  ungerade,  so  wird  J.  <»  y'  +  o,  so  dafs  man  die  Reihe 
bilden  mufs:  1  +  c,  9  +  c,  25  +  c, . .  .  Beide  Systeme  zusammen 
geben  sämtliche  Formen  des  Teilers  A. 

Ist  die  Zahl  c  ===  ab,  so  findet  man  unter  den  Teilern  von 
^  +  cu^  notwendigerweise  ay^  +  bz^.  um  die  linearen  Formen 
dieses  Teilers  zu  erhalten,  gebe  man  y  die  aufeinanderfolgenden 
Werte  1,  2,  3, , . .  bis  6  —  1,  und  is  die  Werte  1,  2,  3, ...  a  —  1. 
Es  ist  nicht  notig  weiter  zu  gehen,  weil  sich,  wenn  man  b  -{-y  oder 
b—y  fQr  y  setzt,  die  beiden  Resultate  um  ein  Vielfaches  von  4ah 
oder  4c  unterscheiden  und  daher  als  nicht  verschieden  zu  betrachten 
sind.  Ebenso  ist  es,  wenn  man  a  -{-  g  oder  a  —  st  {^  g  setzt.  Man 
mufs  daher  jeden  der  Werte  von  ay^  mit  jedem  der  Werte  von 
+  bg^  kombinieren.  Schon  die  einzige  Bedingung ,  dafs  die  Summe 
eine  ungerade  Zahl  sein  soll,  schliefst  eine  Menge  Kombinationen 
ans.     Sodann  mufs  man  diejenigen  Resultate   unterdrücken,   welche 
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identisch   mit  andern  sind,   oder  welche  mit  c  einen  gemeinschaft- 
lichen Teiler  haben. 

Diesen  allgemeinen  Vorschriften  fügen  wir  nur  noch  eine  Be- 
merkung hinzu.  In  dem  Falle  c  =  4n  +  3  müssen  die  linearen 
Teiler  der  Formel  <*  +  cm*  einfach  durch  2cx  +  a  anstatt  durch 
iex  4"  A  dargestellt  werden ,  weil  alsdann  eine  und  dieselbe  quadra- 
tische Form  die  Teiler  von  der  Form  4n  -+-  1  und  die  von  der  Form 
4n  4~  ^  enthält.  Im  Übrigen  ist  die  Rechnung  dieselbe,  mit  dem 
einzigen  Unterschiede,  dafs  man,  anstatt  die  Vielfachen  von  4c  zu 
unterdrücken,  diejenigen  von  2  c  wegzulassen  hat,  wodurch  die  Rech- 
nung noch  weit  kürzer  wird. 

209. 
Beispiel  1. 

Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  alle,  sowohl  quadratischen  wie 
linearen,  Teiler  der  Formel  t^  +  41  w*  zu  finden. 

Man  suche  zunächst  die  quadratischen  Teiler  mit  Hülfe  der 
Formel: 

pr  —  g«  =  41, 

in  welcher  man  q  <  y^  "^  ^  ^^^  2g  <|)  und  <V  annehmen  mufs. 
Die  Rechnung  ist  folgende: 

1)  Ist  gf  =  0,  so  ist  pr  =  41 ,  also: 

2)  Ist  g  «=  1,  so  ist  pr  =  42,  also: 

3)  Ist  ff  =  2,  so  ist  pr  =  45=5.9  also: 

4)  Ist  g  =  3,  so  ist  pr  =  50.  Jedoch  kann  man  50  nicht  in 
zwei  Faktoren  zerlegen,  welche  beide  gröfser  als  6  oder  von  denen 
der  kleinere  gleich  6  wäre.  Mithin  ist  die  Rechnung  zu  Ende,  und 
es  giebt  also  nur  fünf  mögliche  Formen  für  die  quadratischen  Teiler 
der  gegebenen  Formel.  Von  diesen  fünf  Formen  beziehen  sich  drei 
auf  die  Teiler  von  der  Form  4w  -f-  1,  nämlich: 

21y*  -f  2y0  +  2z' 
5y*  +  ^y^  +  9^^ 
Die  beiden  andern  beziehen  sich  auf  die  Teiler  von  der  Form  4n  -f-  3 
und  sind: 

Legeadre,  Zahlentheorie  I.  18 
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'  +  2yg  +  \4.f? 

Wir  suchen  nun  die   linearen  Formen,    welche   diesen  quadra- 
tischen Formen  entsprechen. 

Wir  nehmen  von  den  Teilern  von  der  Form  4w  +  1  die  Form: 
A  =  bf  +  4:yis  +  9^^ 
und  setzen,  da  der  Koefficient  des  letzten  Gliedes  ungerade  ist,  y  —  b 
an  Stelle  von  y;  sodann  ändern  wir  das  Zeichen  von  z  und  erhalten: 

^*=5y*  +  6yjef+  lOj»«. 
Nach  dieser  Vorbereitung  können  wir  einfach  die  Formel  betrachten: 

^  =  5  +  6^  +  10^«. 
Die  Resultate,   welche  diese  Formel  liefert,   wenn  darin   nach  und 
nach   ^«=0,    1,   2,   3,...   gesetzt    wird    und    die    Vielfachen    von 
4c  =a  164  weggelassen  werden,  sind  folgende: 

Differenzen:    16,  36,  56,    76,        96,       116,         136,  156, 

A=         5,  21,  57,  113,  189=25,  121,  237  =  73,  209=45, 
Differenzen:    176  =  12,  32,  52,     72,         92 

A  =  201  =  37,  49,  81,  133,  205  =  41,  133. 
Beim  Resultate  41  «»  c  angelangt,  sieht  man,  daCs  die  vorher- 
gehenden 133,  81,  .  .  .  in  umgekehrter  Reihenfolge  wiederkehren 
müssen,  so  dals  man  also  wieder  zu  dem  Gliede  5  gelangt  Man 
'mufs  aber  auch  noch  wissen,  ob  nicht  etwa  über  das  Glied  5  hinaus 
neue  Glieder  auftreten,  die  nicht  in  den  bereits  gefundenen  enthalten 
sind.  Zu  dem  Zwecke  mufs  man  die -Reihe  rückwärts  fortsetzen, 
wie  folgt: 

Differenzen:  —16,4,24,44,64,    84,      104,         124^     144,    164=0. 
^=  21,5,   9,33,77,141,225=61,165=1,125,269=105. 

Wegen  der  Differenz  0  gehen  wir  nicht  mehr  weiter,  da  wir  jetzt 
sicher  sind,  dafs  die  vorhergehenden  Glieder  wiederkehren  und  kein 
neues  Glied  mehr  auftritt.  Nimmt  man  also  die  gefundenen  Resul- 
tate zusammen  und  schliefst  41  s=  c  aus,  so  erhält  man  die  folgenden 
20,  dem  gegebenen  Teiler  5y^  +  4y^  +  9xf*  oder  5y*  -j-  Qye  -|-  IQif 
entsprechenden  Formen,  nämlich: 

A  =  164a;  +  1,  5,  9,  21,  25;  33,  37,  45,  49,  57;  61,  73, 

77,  81,  105;  113,  121,  125,  133,  141. 
Nehmen  wir  jetzt  die  quadratische  Formel 
A  =  f  +  4.U\ 


r 


§  10.   Lineare  Formen  der  Teiler  von  t^  +  cw*.  275 


and  setzen  wir  zunächst  e  als  gerade  2ahl  voraus,  so  brauchen  wir 
nur  den  Wert  von  y*  zu  entwickeln.  Daraus  ergeben  sich  dieselben 
20  Formen,  die  wir  soeben  gefunden  haben.  Ist  sodann  y  gerade 
und  0  ungerade,  so  hat  man  den  Wert  A  =*  4u*  +  41  zu  entwickeln. 
Auch  hieraus  folgen  stets  dieselben  Formen.  Schliefslich  giebt  auch 
die  dritte  quadratische  Form  J.  =  21y*  +  2yz  +  2^*  für  die  Teiler 
von  der  Form  4n  +  1  dieselben  Formen,  und  in  der  That  schliefsen 
die  gefundenen  Formen  alle  diejenigen  ein,  welche  wir  a  priori  für  die 
Teiler  der  Formel  <*  +  cu^  von  der  Form  4w  +  1  gefunden  haben. 
Die  Entwicklung  der  verschiedenen  Formeln  kann  also  keine  andern 
als  die  20  schon  in  Nr.  198  gefundenen  Formen  liefern.  Man  sieht 
aber  auch,  dafs  jede  besondere  Formel  sie  alle  liefert,  und 
diese  Eigenschaft  werden  wir  sogleich  allgemein  beweisen. 

210. 
»Ist  c   eine  Primzahl   von  der  Form  4w+l,   so  werden 
die  verschiedenen  quadratischen  Teiler  der  Formel  ^  +  cm*, 
welche  die  Form  4n4'l  haben,  sämtlich  dieselben  linearen 

Formen  4c0 -{- a  liefern,  wo  a  — ^ —  Werte  hat,  die  positiv 
und  kleiner  als  4c  sind,  und  diese  Werte  werden  nichts 
anderes  sein,  als  die  auf  die  Form  4n  4~  1  gebrachten  Lö- 
sungen der  Gleichung  y—j  =  1.  Ebenso  liefern  alle  quadra- 
tischen Teiler  derselben  Formel,  welche  von  der  Form 
4n  +  3  sind,  dieselben  linearen  Formen  4c;8i  +  a,  wobei  a  '7 
Werte  besitzt,  welches  die  auf  die  Form  4n  +  3  gebrachten 
Losungen  der  Gleichung  y—j  «=»  —  1  sind. 

Ist  nämlich  py^  +  2qye  -j-  2mii^  =  Ä  ein  Teiler  der  Formel 
fi  +  ctt*  von  der  Form  4n  +  1?  und  somit  p  von  der  Form  4n  +  1, 
so  mufs  man  beweisen,  dafs  die  linearen  Formen,  welche  aus  dieser 
Formel  sich  ergeben,  mit  denen  übereinstimmen,  die  man  aus  dem 
ebenfalls  zur  Form  4n  -f-  1  gehörenden  Teiler  y*  +  cz^  erhalten  würde. 
Andern  wir  die  unbestimmten  Zahlen  y  und  0  dieser  letzteren  Formel, 
nm  sie  nicht  mit  den  andern  zu  vermengen,  in  <p  und  ^  um,  so  ist 
die  Aufgabe,  zu  zeigen,  dafs  man  immer,  welches  auch  y  und  z  sein 
mögen,  q>  und  ^  derart  bestimmen  kann,  dafs  die  Gröfse 

y*  +  ctp*  —  {p  y*  +  2qye  +  2mg») 
"4c 
eine  ganze  Zahl  ist.     Da  nun  p  und  4c  prim  zu  einander  sind,   so 
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wird  diese  Gröfse  eine  ganze  Zahl  sein,  wenn  das  Produkt  derselben 
mit  p  eine  solche  ist;  oder  wenn  man  hat: 

4c 

Nun  ist  aber  p  von  der  Form  4n  +  1;  mithin  wird,  wofern  man 
^  =  jg;  oder  nur  ^  —  ss  gerade  annimmt,  j?^^  —  z^  durch  4  teilbar 
sein,  so  dafs  man  nur  noch  der  Gleichung 

4c 
zu  genügen  hat.    Die  Zahl  p  ist  aber  (No.  198)  als  Teiler  4n  -f-  1 
der  Formel  f  +  cu^  von  der  Beschaffenheit,  dafs  (— )  =  1  ist;  folg- 
lich ist  c  Teiler  von  x^ — p^  und   somit  läfst  sich  eine  Zahl  a  von 
der  Art  finden,  dafs  a^  —  p  durch  c  teilbar  ist.    Nimmt  man  femer 

a  ungerade,  so  ist  "  ^  eine  ganze  Zahl,  und  es  geht  daher  die 
zu  befriedigende  Gleichung  über  in: 

4c 

Diese  Gleichung  ist  immer  auflösbar,  da  man,  weil  a  und  2e  zu 
einander  prim  sind,  stets  zwei  unbestimmte  Zahlen  fp  und  %•  von 
der  Beschaffenheit  finden  kann,  dafs 

aq>  —  {py  +  qz)  =  2cd' 
ist.  Mithin  giebt  es  keine  in  dem  quadratischen  Teiler |)y*-|-2gyjBf+2w;f* 
enthaltene  lineare  Form,  welche  nicht  ebenfalls  in  dem  Teiler  y* -f"  ^^ 
enthalten  wäre.  Den  umgekehrten  Satz  würde  man  durch  eine  ähn- 
liche Schlufsfolge  beweisen  können.  Nun  schliefst  aber  die  Form 
y^  +  c^*  alle  möglichen  linearen  Formen  ein,  da  sie  sich,  wenn  man 
z  als  gerade  Zahl  annimmt,  auf  y^  reduciert  und  diese  sie  sämtlich 
(No.  195)  enthält;  mithin  sind  alle  diese  Formen  auch  in  dem  quadra- 
tischen Teiler  py^  -f-  2qyz  +  2mz^  enthalten. 

Dasselbe   kann   man   von   zwei   quadratischen   Teilern    von  der 
Form  4n  +  3,  welche  durch 

py^  +  2qyz  +  2mz^  und  py^  +  2qyz^'2mz^ 
dargestellt  sind,  beweisen.  Daraus  folgt,  dafs,  im  FaUe  c  eine  Prim- 
zahl von  der  Form  4n  +  1  ist,  alle  quadratischen  Teiler  von  der 
Form  4n  4~  1  dieselben  linearen  Formen  geben,  und  es  reicht  somit 
hin,  den  ersten  quadratischen  Teiler  y*  -j"  ^^*  öder  einfach  y*  ro 
entwickeln.     In    eben    demselben   Falle    würden    alle    quadratischen 
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Teiler  von  der  Form  4n  -|-  3  ebenfalls   dieselben   linearen  Formen 
geben,  so  dafs  man  nur  einen  von  diesen  Teilern  zu  entwickeln  braucht. 

211. 

Ist  jetzt  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  3,  so  be- 
haupte iqh,  dafs  jeder  quadratische  Teiler  py^  ••\-  2 qyjs-^-ris^ 
der  Formel  t*  +  ^***  dieselben  linearen  Formen  enthält, 
welche  der  Teiler  y*  +  c;^*  giebt,  wobei  diese  linearen  For- 
men durch  die  Formel  2cx  -|-  a  dargestellt  werden. 

Dazu  hat  man  zu  beweisen,  dafs  man,  wie  bescha£fen  auch  y 
and  z  sein  mögen,  stets  <p  und  if;  derart  bestimmen  kann,  dafs  die 

Grofse 

y'  +  c^*  -  (Py'  +  2qyB  +  rz") 
2c 
eine  ganze  Zahl  ist    Da  nun  p  und  2c  prim  zu  einander  sind,   so 
wird  man,  wenn  man  diese  Grofse  mit  p  multipliciert,  die  Gleichung 
aufzulösen  haben: 

jjy«  —  (py  +  gg)'-fc(j?t/>«- g«) 

_  =  e. 

Nimmt  man  zunächst  ^  —  z  gerade  an,  so  ist  p^^  —  z^  stets  durch 
2  teilbar;  es  reicht  daher  aus,  die  Gleichung 

2c  ~^ 

ZU  be'friedigen.    Da  aber  p  ein  Teiler  von  t^  +  cw*  ist,  so  hat  man 

(No.  199)  (-  )  =  1 ;  demnach  ist  c  ein  Teiler  von  t^  —  p,  und  somit 

kann  man    ^  J~  -  =  e  setzen,  wodurch  die  aufzulösende  Gleichung 
Obergeht  in: 

tf'y«—  (yy  +  g^;)« 

Dieser  Gleichung  genügt  man  aber,  wenn  man  die  Unbestimmten  9 
und  d  suchte  für  welche 

afp  —  (jjy  +  ^^)  "^  äc-ö" 
ist    Diese  Gleichung  ist  stets  auflösbar,  weil  a  und  2  c  prim  zu  ein- 
ander sind.     Mithin  sind  die  in  dem  quadratischen  Teiler 

«nthaltenen  linearen  Formen  auch  in  dem  Teiler 

y^  +  cz^ 
enthalten  und,  da  die  umgekehrte  Eigenschaft  sich  in  derselben  Weise 
zeigen  läfst,  so  folgt  aus  beiden  zusammen,  dafs  irgend  ein  quadra- 
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tischer  Teiler  py^  +  2qy0  +  ris^  absolut  alle  linearen  Formen  unter 
sich  begreift,  welche  den  Teilern  der  Formel  fi  +  cu^  zukommen.  Ist 
demnach  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  3,  so  gehören  die- 
selben linearen  Formen  zur  Gesamtheit  der  quadratischen  Teiler  und 
zu  jedem  von  ihnen  im  besonderen. 

Man  wird  sehen,  dafs  es  sich  nicht  ebenso  verhält^  wenn 
c  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist;  alsdann  sind  die  linearen 
Formen  in  mehrere  Qrappen  geschieden,  welche  verschie- 
denen Systemen  von  quadratischen  Teilern  entsprechen. 
Die  Existenz  dieser  Gruppen  ist  übrigens  eine  Folge  dessen,  was  wir 
a  priori  über  die  lineare  Form  der  Teiler  bewiesen  haben. 

212. 
Beispiel  2. 
Man  verlangt  die  linearen  Teiler  der  Formel  t*  —  39 1«'  nebst 
den  entsprechenden  quadratischen  Teilern  zu  wissen. 

Dazu   suche   man   zuerst  mit  Hülfe   der  Formel  pr  +  g*  =  39, 

in  der  man  q  alle  Werte,  die  kleiner  als   1/  —  oder  <  3  sind,  geben 
kann,  alle  quadratischen  Teiler.     Diese  Teiler  sind: 
y«  — 39i^*  39y«-    ß^ 

3y*  —  13;^  13y«  —  3^« 

19y«  +  2y0  -  2^  2y*  -  2y0  -  19^8* 

5y^  +  4:y0  —  7ig^  7y^  —  4,y0—    bf?. 

Verfolgt  man  aber  die  Methode,  vermittelst  welcher  diese  Teiler  auf 
die  geringstmögliche  Anzahl  reduciert  werden,  so  findet  man,  dab 
nur  die  folgenden  vier  übrig  bleiben: 

y"  —  39^«  39y«  -  i^ 

19y«  +  2yz  -  20^  2y'  -  2y0  -  19;?*. 

Es  handelt  sich  also  darum,  die  linearen  Formen  zu  finden,  welche 
diesen  quadratischen  Formen  entsprechen. 

1)  Der  Teiler  y*  —  39;ef*  reduciert  sich,  wenn  man  0  gerade  an- 
nimmt und  die  Vielfachen  von  4 .  39  =  156  stets  wegläfst,  auf  das 
einzige  Glied  y^,  dessen  aufeinanderfolgende  Werte  sind: 

DifiFerenzen:  8,  16,  24,  32,  40,     48,  56,  64,     72,  80,     88,  96, 
y*=  1,    9,  25,  49,  81,  121,  13,  69,  133,  49,  129,  61, 
Differenzen:  104,  112,  120,  128,  136,  144,  152,      4,     12 

y^=      1,  105,    61,    25,  153,  133,  121,  117,  121,  u.  s.  w. 
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Unterdrückt  man  in  dieser  Reihe  die  durch  3  und  durch  13  teilbaren 
Glieder,  so  bleiben  nur  sechs  verschiedene  Glieder  übrig,  nämlich 
1,  25,  49,  61,  121,  133,  so  dafs  der  quadratische  Teiler  y^  —  39;er^ 
die  linearen  Formen  umfafst: 

156a; +1,  25,  49,  61,  121,  133. 
Man  braucht  nur  das  Vorzeichen  der  bestimmten  Zahlen  zu  ändern, 
oder  die  Ergänzung  derselben  zu  156  zu  nehmen,  dann  erhält  man  die 
linearen  Formen,   welche  dem  Teiler  39y*  —  is^  entsprechen.     Diese 
Formen  sind  daher: 

156a;  +  23„  35,  95,  107,  131,  155. 

2)   Gehen  wir  jetzt  zu  einer  der  beiden  andern  Formen,   etwa 
zu  19y*  +  2yis  —  2i^  über,  so  brauchen  wir  nur  die  Formel 

19  +  2^^  —  2^* 
zu  entwickeln.     Daraus  ergeben  sich  folgende  Resultate: 
Differenzen:  0,  —4,  -8,  -12,  -16         ,  —20,  —24,  —28,  -32, 
Reihe:        19,     19,     15,        7,  —5  —  151,     135,     115,       91,      63, 
Differenzen:  -36,  -40'        ,  —44,  —48,  —52,  —56  —60,  —64, 

Reihe:  31, -5«151,    111,     67,      19,-33=123,     67,       7, 

Differenzen:  —  68  ,  —  72,  —  76  ,  —  80, 

Reihe:  —  57  —  99,       31,  —  41  —  115,       39,  —  41,  u.  s.  w. 

Scheidet  man  die  wiederholt  vorkommenden  und  die  durch  3  oder  13 
teilbaren  Glieder  aus,  so  bleiben  nur  noch  sechs  Zahlen  übrig, 
woraus  folgt,  dafs  die  quadratische  Form  19y^'\-2yis  —  2g^  die  sechs 
linearen  Formen  umfafst: 

156a;  +  7,  19,  31,  67,  115,  151. 
Die  Ergänzung   dieser  Zahlen   zu    156    giebt   die  linearen  Formen, 
welche  der  andern  quadratischen  Form  2y*  —  2y0  —  19;?*  entsprechen 
Dieselben  sind: 

156a; +  5,  41,  89,  125,  137,  149. 
Wir  erhalten  also  bei  diesem  Beispiel  vier  Gruppen  von  linearen 
Teilern,  von  denen  jede  aus  sechs  Formen  besteht  und  jede  einem 
quadratischen  Teiler  derselben  Formel  entspricht.  Dies  stimmt  überein 
oiit  der  oben  gegebenen  Theorie,  nach  welcher  sich,  wenn  die  Zahl  c 
das  Produkt  von  zwei  Primzahlen  a  und  ß  ist,  das  vollständige 
System    der    linearen   Teiler  in   2^   Gruppen,    von   denen  jede   aus 

Gliedern  besteht,  zerlegen  mufs.     In  der  That  ist  in 
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unserin  Falle   «  =  3,   /J  =  13,  also   — — ^ —  =  6,    und  jede 

Gruppe  besteht  aus  sechs  Gliedern. 

213. 
Beispiel  8. 

Die  Formel  t^  +  105  w*  besitzt  5y^  +  21  is^  als  einen  ihrer  Teiler. 
Man  wünscht  die  linearen  Formen  zu  wissen,  welche  diesem  quadra- 
tischen Teiler  entsprechen. 

Nehmen  wir  zunächst  y  ungerade  und  0  gerade,  so  giebt  das  Glied 
by^f  wenn  man  es  allein  entwickelt  und-  die  Vielfachen  von  4c  oder 
von  420  wegläfst,  eine  Reihe,  welche  sich  auf  die  sieben  Glieder  5, 
45,  125,  185,  245;  285,  405  reduciert.  Das  andere  Glied  21 5«,  in 
welchem  a  gerade  sein  soll,  giebt  nur  die  beiden  Glieder  84  und  336. 
Man  mufs  demnach  84  und  336  zu  den  sieben  vorhergehenden  Glie- 
dern addieren.     Dies  liefert  die  vierzehn  Glieder: 

89,  129,  209,  269,  329,  369,    69 
341,  381,    41,  101,  161,  201,  321. 
Scheidet  man  hiervon  diejenigen  aus,  welche  mit  105  einen  gemein- 
schaftlichen Teiler  haben,  so  bleiben  nur  die  sechs  Glieder  übrig: 
41,  89,  101,  209,  269,  341. 

Man  würde  genau  dieselben  sechs  Glieder  finden,  wenn  man  in 
dem  Teiler  5y^  -|-  21^^  ^ei  ungerade  und  y  gerade  annähme.  Es  giebt 
daher  nur  sechs  lineare,  dem  Teiler  5y^'\-2l0^  entsprechende  Formen, 
nämlich:     . 

420a;  +  41,  89,  101,  209,  269,  341. 

214. 
Beiapiel  4. 

Dieselbe  Formel  t*  +  105m*  besitzt  den  quadratischen  Teiler 
13y*  +  lOyg  +  10;?*.  Da  aber  in  diesem  Teiler  q  =  b  und  5  ein 
Teiler  von  105  ist,  so  darf  man  dem  quadratischen  Teiler  nicht  die 
Form  13  +  10^  +  10^*  geben,  da  das  Resultat  unvollständig  werden 
würde.  Man  mufs  demnach  durch  eine  Substitution  (No.  208)  es  so 
einrichten,  dafs  das  mittlere  Glied  der  Formel  mit  105  keinen  ge- 
meinschaftlichen Faktor  mehr  hat  Man  findet  aber  bald,  dab,  wenn 
man  y  +  2j5  für  y  setzt,  die  transformierte  Formel 

13y*  +  62y0  +  82;?* 
entsteht,  welche  die  verlangte  Bedingung  erfüllt.    Man  hat  daher  jetzt 
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noch  die  Formel  13  +  62^  +  82^*  zu  entwickeln.    Die  Rechnung 

ist  folgende: 

Differenzen:  144,  308,  52,  216,  380,  124,  288,  32,  196,  360 
Reihe:  13,  157,  45,    97,  313,  273,  397,  265,  297,  73. 

Es  ist  überflüssig,  weiter  zu  gehen,  weil  die  Rechnung  sechs  yer- 
sehiedene  Glieder  liefert.    Demnach  sind  die  linearen  Formen,  welche 
dem  quadratischen  Teiler  13y*  +  lOye  +  10«*  entsprechen: 
420«  +  13,  73,  97,  157,  313,  397. 

Im  Übrigen  ist  das  vollständige  System  der  quadratischen  Teiler 
Ton  t*  -(-  105 tt*  nebst  den  entsprechenden  linearen  Formen: 


Quadratische  Teiler: 


Entsprechende  lineare  Teiler: 


f  +  105;?» 
53y»  +  2ye  +  2z* 

5y»  +  21«» 
13y»  +  lOy«  +  10«» 

3y»  +  35«» 
19y«  +  6y«  +  6«» 

7y»  +  15«» 
lly*+14y«  +  14«» 


420a;  +  1, 
420a;  +  53, 
420a! +  41, 
420a;  +  13, 
420a;  +  47, 
420a;  +  19, 
420a;  +  43, 
420a;  +  11, 


109,  121, 

113,  137, 

89,  101, 

73,  97, 

83,  143, 

31,  139, 

67,  127, 

71,  179, 


169,  289,   361 

197,  233,   317 

209,  269,   341 

157,  313,'  397 

167,  227,   383 

199,  271,   391 

163,  247 j  403 

191,  239,  359. 


Es  giebt  daher  im  Ganzen  acht  Gruppen  von  linearen  Teilern, 
von  denen  jede  aus  sechs  Gliedern  besteht.  Und  in  der  That  mufs 
man,  da  105  das  Produkt  der  drei  Faktoren  3,  5,  7  ist,  der  oben 
gegebenen  Theorie  zufolge  2*  Gruppen  erhalten,  deren  jede  aus 
8—1  6—1  7— 1 
2 


>=  6  Gliedern  besteht.    Wir  sehen  femer  bei 


2  2 

dieser  Entvricklung,  dafs  jede  Gruppe  einem  und  nur  einem  quadra- 
tischen Teilör  entspricht. 


§  11. 
Erklärong  der  Tafeln  III,  lY,  V,  VI  und  VII. 

215. 
Tafel  m. 
Die  Tafel  III  enthält  alle  quadratischen  Teiler  der  For- 
mel <»  —  c«»,  sowie  die  entsprechenden  linearen  Teiler.    Sie 
ist  berechnet  für  alle  Zahlen  von  c  =  2  bis  c  =  79  mit  Ans- 
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nähme  derer,  welche  Quadratzahlen  oder  durch  eine  Qua- 
dratzahl  teilbar  sind.  Die  letzteren  sind  ausgeschlossen,  weil  die 
Teiler  der  Formel  t^  —  cO"*w*,  wenn  sie  prim  zu  c%^  genommen  wer- 
den, dieselben  sind,  wie  diejenigen  der  Formel  t^  —  cw*. 

Die  quadratischen  Teiler,  welche  allgemein  durch  die  Formel 
py^  +  ZjyjET  —  r£f^,  wo  pr  +  j*  -=  c  ist,  dargestellt  werden,  sind  nach 
der  Methode  des  §  13  Hauptteil  I  auf  die  geringstmögliche  Anzahl 
reduciert. 

Neben  jedem  quadratischen  Teiler  py^  +  2qyss  —  n?  mufe  der 
zu  ihm  inverse  ry*  +  2qyz  —  jjxr*  vorkommen.  Indessen  sind  diese 
beiden  Formen  zuweilen  mit  einander  identisch,  und  zwar  tritt  dies 
ein,  wenn  man  der  Gleichung  m*  —  Cfi?  =  —  1  genügen  kann  (No.93). 
In  diesem  Falle  ist  in  die  Tafel  nur  die  eine  der  beiden  Formen, 
welche  identisch  sein  sollen,  aufgenommen. 

Neben  jedem  quadratischen  Teiler  stehen  die  aus  ihm  sich  er- 
gebenden, nach  der  Methode  des  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
rechneten linearen  Teiler.  Diese  Teiler  sind  prim  zu  c  vorausgesetzt 
und  femer  sind  nur  die  ungeraden  Teiler  in  Betracht  gezogen,  ob- 
wohl die  Formeln  py^  -f"  2qyz  —  r^  auch  gerade  Zahlen  einschliefsen. 

Bei  dieser  Tafel  bemerkt  man  durchgehends,  dafs  sich  die  linearen 
Teiler  in  mehrere  Gruppen  zerlegen,  deren  Anzahl  ebenso  wie  die 
Menge  der  in  einer  jeden  von  ihnen  enthaltenen  Glieder  mit  dem 
allgemeinen  Gesetze  (No.  205)  im  Einklang  steht.  Indessen  kommt 
es  bisweilen  vor,  dafs  zwei  von  diesen  Gruppen  zusammengefafst  sind 
und  daher  einer  und  derselben  quadratischen  Form  entsprechen.  Ist 
z.  B.  c  s=s  66  =  2  •  3  •  11,  so  sagt  der  allgemeine  Satz,  dals  es  2'  oder 

8  Gruppen   mit  je  -^ ^—  ««=  5  Gliedern  gebe.    In  der  Tafel 

findet  man  aber  nur  vier  Gruppen  mit  je  10  Gliedern,  und  zwar  des- 
halb, weil  zwei  Gruppen  zu  einer  einzigen  zusammengefafst  sind. 
Übrigens  ist  die  Gesamtzahl  der  linearen  Formen  in  beiden  Fällen  40, 
wie  es  der  Theorie  zufolge  sein  muls. 

216. 
Tafel  IV. 

Die  Tafel  IV  enthält  sowohl  die  quadratischen  wie  die 
linearen  Teiler  der  Formel  t*  +  ött«^  f^r  jede  Zahl  a  von  der 
Form  4»+  1,  welche  nicht  Quadratzahl  oder  durch  eine  Qua- 
dratzahl teilbar  ist,  und  zwar  für  alle  Zahlen  von  1  bis  105. 

Die   erste  Formel  t^  +  t**,   welche   nur   einen  einzigen  quadra- 
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tischen  Teiler  y'  -}-  z^  besitzt,  hat  auch  nur  den  einzigen  linearen 
Teiler  4aJ  +  1.  Alle  andern  Formeln  i^  +  5m*,  i?  +  13m',  u.  s.  w. 
besitzen  gleichzeitig  Teiler  von  der  Form  4»  +  1  und  solche  von 
der  Form  4w  +  3.  Es  ist  ferner  zu  bemerken,  1)  dafs  die  quadra- 
tischen Teiler,  welche  die  Zahlen  von  der  Form  4n  -f-  1  enthalten, 
immer  verschieden  sind  von  denen,  welche  die  Zahlen  von  der  Form 
4ft  -|~  3  enthalten-,  2)  dafs  es  stets  ebenso  viele  lineare  Formen  für 
die  Teiler  von  der  Form  4n  +  1  giebt,  als  es  deren  für  die  Teiler 
von  der  Form  4n  -j-  3  giebt.  Dasselbe  ist  nicht  immer  der  Fall  bei 
den  quadratischen  Teilern.  Z.  B.  sieht  man,  dafs  die  Formel  ^*-^41m* 
drei  quadratische  Teiler  von  der  Form  4n  +  1  und  nur  zwei  von  der 
Form  4n  -|-  3  besitzt.  Ebenso  besitzt  die  Formel  t^  +  65m*  vier 
Teiler  der  ersten  und  nur  zwei  der  zweiten  Ari 

217. 

In  dieser  Tafel  ist  mit  der  allgemeinen  Form  der  quadratischen 
Teiler  |)y*  -^  2qyz  -{-  rz^  eine  leichte  Änderung  vorgenommen;  sie 
besteht  darin,  dafs  g  beständig  ungerade  vorausgesetzt  ist  Da  als- 
dann 9*  -|-  a  oder  ^r  eine  gerade  Zahl  ist,  so  kann  man  2m  für  r 
setzen,  wodurch  die  Form  der  quadratischen  Teiler  übergeht  in  . 

J>y*  +  2gyi»  +  2mz^, 
wobei  die  Zahlen  jp  und  m  stets  ungerade  sind. 

Diese  Form  bietet  den  Vorteil,  dafs  sie  unmittelbar  eine  andere 
^i^y*  +  2gy;ßf  +  mz^ 
liefert   Diese  beiden  Formen  werden  wir  wegen  des  Zusammenhanges, 
in  welchem  sie  mit  einander  stehen,  von  nun  an  konjugierte  Formen 
oder  konjugierte  Teiler  nennen. 

Wir  haben  behauptet,  dafs  die  Zahlen  j>  und  m  stets  ungerade 
sind;  da  nämlich  ^  von  der  Form  8n  -|-  1  ^^d  a  von  der  Form 
4n  +  1  ist,  so  ist  offenbar  2*  +  a  oder  2j9m  von  der  Form  4n  +  2; 
mithin  ist  fm  notwendig  ungerade.  Jedoch  mufs  man  zwei  Fälle 
unterscheiden,  je  nachdem  a  von  der  Form  8«  +  1  oder  8n  +  5  ist. 

1)  Ist  a  von  der  Form  8»  +  1,  so  ist  g*  +  a  von  der  Form 
8n4-  2  und  j?m  von  der  Form  4n  -f-  1.  Dies  kann  aber  nur  statt- 
finden, sobald  die  Zahlen  j)  und  m  alle  beide  von  der  Form  4n  -f-  1 
oder  alle  beide  von  der  Form  4n  +  3  sind.  Alsdann  gehören  somit 
die  konjugierten  Formen 

py'  +  2qyz  +  2m;e;*  und  2'py^  +  ^qyz  +  m^ 
alle  beide  zu  den  Teilern  von  der  Form  4n  +  1  oder  alle  beide  zu 
den  Teilern  von  der  Form  4n  +  3. 
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2)  Ist  a  von  der  Form  8n  +  5,  so  ist  pm  vom  der  Form  4»  +  3, 
so  dafs  von  den  beiden  Zahlen  p  und  m  die  eine  von  der  Form 
4n  +  1,  die  andere  von  der  Form  4n  +  3  ist.  Alsdann  gehört  somit 
von  den  beiden  konjugierten  Formen  die  eine  zu  den  Teilern  von 
der  Form  4w  +  1,  die  andere  zu  den  Teilern  von  der  Form  4n  -|-  3. 
Demnach  sieht  man,  dafs,  wenn  a  irgend  eine  Zahl  von  der  Form 
8n  +  5  ist,  die  Formel  t^  +  «w*  stets  ebenso  viele  quadratische  Teiler 
von  der  Form  4n  +  1  wie  quadratische  Teiler  von  der  Form  4n  +  3 
besitzt. 

218. 

Sind  die  quadratischen  Teiler  der  Formel  ^*  +  aw*  nach  der  all- 
gemeinen Methode  gefunden,  so  ist  es  immer  leicht,  sie  auf  die  Form 
Py^  +  2gyjsr  +  2mB^  zu  bringen,  in  welcher  q  ungerade  ist;  denn 
man  hat  nur  diejenigen,  in  denen  q  gerade  ist,  zu  transformieren, 
indem  man  nur  y  —  ^  für  j?  setzt. 

Man  kann  aber  auch  direkt  alle  quadratischen  Teiler  einer  ge- 
gebenen Formel  t^  +  au^  in  der  Form  py^  +  2qyz  +  2mz^  finden. 
Dazu  beachte  man,  dafs,  wenn  man  q  ungerade  sein  läfst,  man  immer 
bewirken  kann,  dafs  q  weder  p  noch  m  übersteigt.  Denn  setzt  man, 
falls  }>j)  ist,  y  —  2aj8f  an  die  Stelle  von  y,  oder,  falls  g>m  ist^ 
z  —  ay  an  die  Stelle  von  z,  so  kann  man  leicht  die  Zahl  a  derart 
bestimmen,  dafs  in  der  transformierten  Formel  q<p  oder  g  <  w  ist. 
Mithin  kann  vermittelst  einer  oder  mehrerer  solcher  Substitutionen 
jede  Formel  ^y*  +  ^iV^  +  2  m je;*,  in  welcher  2pm  —  q^  =  a  ist,  auf 
eine  ähnliche  Formel  zurückgeführt  werden,  in  welcher  q  weder  p 
noch  m  übersteigt,  so  dafs  2p  m  —  q^>  q^  und  somit  q  <  Ya  isi 

Um  daher  alle  quadratischen  Formen  py^  +  2qy0  +  2fnz\  welche 
den  Teilern  der  Formel  f  +  au^  zukommen,  zu  erhalten,  mufs  man 
q  der  Reihe  nach  die  ungeraden  Werte  1,  3,  5,  ...  bis  Ya  geben. 

2     I 

Jeder  Wert  von  q  liefert  einen  für  jpm  =  ^-^^ — .    Läfst  sich  dieser 

Wert  in  zwei  Faktoren  p  und  m,  die  nicht  kleiner  als  q  sind,  zer- 
legen, so  ergeben  sich  daraus  die  beiden  konjugierten  Teiler: 
py^  +  2qyz  +  2mz^  und  2py^  +  2äy;2f  +  inz\ 
Diese  Methode  liefert  ebenso  wie  die  allgemeine  Methode  aUe 
möglichen  Formen  der  quadratischen  Teiler;  sie  führt  jedoch  weit 
schneller  zum  Ziele,  da  man  nur  die  Werte  von  g,  welche  ungerade' 
und  kleiner  als  Yä  sind,  zu  versuchen  hat,  während  man  bei  der 
allgemeinen  Methode  den  Versuch  mit  allen,  geraden  wie  ungeraden, 


r 
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Werten  von  q  bis  zu  1/y^  anstellen  mufs.     Es  ist  aber; 

Dieser  neuen  Methode  entsprechend  wird  der  quadratische  Teiler 
^  -f  fljSf*  dargestellt  durch  die  Formel 

und  der  zu  ihm  konjugierte  ist: 

Der  grofseren  Gleichmäfsigkeit  wegen  ist  in  der  Tafel  die  Form 
y*  +  2yg  +  (a  +  1)  ^^  belassen  worden  mit  Ausnahme  des  ersten 
Feldes,  wo  man  die  Einfachheit  des  Teilers  y^  -|-  ^'  nicht  dadurch 
stören  wollte,  dafs  man  y*  +  2y0  +  2^  an  seine  Stelle  setzt. 

In  allen  Fällen  sind  die  linearen  Formen  aus  den  quadratischen 
Formen  mittelst  der  Methoden  des  vorigen  Paragraphen  abgeleitet 
worden.  Die  Anzahl  der  Gruppen  und  ebenso  die  Anzahl  der  in  jeder 
von  ihnen  enthaltenen  Glieder  ist  stets  in  Übereinstimmung  mit  dem 
allgemeinen  Gesetze. 

219.  . 
Tafel  V. 

Die  Tafel  V  enthält  sowohl  die  quadratischen  wie  die 
linearen  Teiler  der  Formel  ^*  +  aw*,  wo  a  eine  Zahl  von  der 
Form  4n -j*  3  ^st,  die  weder  Quadratzahl  noch  durch  eine 
Quadratzahl  teilbar  ist 

Die  quadratischen  Teiler  haben  ihre  gewöhnliche  Form  behalten, 
sobald  a  »>  8n  -f-  7  ist,  sie  sind  jedoch  etwas  abgeändert  worden  in 
dem  Falle,  wo  a  «»  8n  -|-  3  ist     Dies  wollen  wir  jetzt  erläutern. 

Ist  a  von  der  Form  8n  -j-  3,  und  bezeichnet  man  mit  P  einen 
beliebigen  ungeraden  Teiler  der  Formel  f^  -{~  ^^^f  ^^  ^^i*!^  ™^"  immer 
't  und  u  als  ungerade  voraussetzen.  Da  alsdann  t^  -^  au^  von  der 
Form  8w  +  4  ist,  so  wird  der  Quotient,  welchen  man  erhält,  wenn 
man  fi  +  ^^*  durch  P  dividiert,  notwendig  von  derselben  Form 
8n  -f-  4  oder  4p  sein,  wo  p  eine  ungerade  Zahl  ist.    Man  hat  daher: 

fi  +  au^  —  4Pp. 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Zahlen  u  und  2p  prim  zu  einander; 
denn  hätten  sie  einen  gemeinschaftlichen  Teiler,  so  würden  auch  t 
and  u  einen  selchen  haben,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Mithin 
kann  man  u  =  e  und  t »»  2py  -\-  qis  setzen,  wodurch  man  erhält: 


^ 
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Diese  Gleichung  kann  aber  nur  dann  besteben  ^  wenn  --—^ —  eine 
ganze  Zahl  ist     Setzt  man  also  g^  -j-  a  =  Apr,  so  ergiebt  sich: 

In  dieser  Formel  sind  die  drei  Eoefficienten  p^  q,  r  ungerade;  denn 
zunächst  ist,  da  t  ungerade  und  t «»  2py  -j-  qss  ist,  offenbar  auch  q 
ungerade.    Da  femer  q^  von  der  Form  8w  -f-  1  und  a  von  der  Form 

8n  +  3  ist,  so  ist  2*  +  a  von  der  Form  8n  -{-  4,  und  somit  ^—r— 
oder  pr  ungerade.     Folglich  sind  p  und  r  selbst  ungerade. 

Man  erkennt  hieraus,  dafs  jeder  ungerade  Teiler  der  Formel 
t^  +  aw'  stets  auf  die  Form  py*  +  qy»  -{-  r^er*,  in  welcher  p,  q^  r 
ungerade  Zahlen  und  4j)r  —  g* ««  a  ist,  gebracht  werden  kann.  Ich 
behaupte  ferner,  dals  man  in  dieser  Formel  den  mittleren  Eoefficienten 
q  kleiner  oder  wenigstens  nicht  grofser  als  jeden  der  äufseren  |>,  r 
voraussetzen  darf.  Denn  wäre  z.  B.  g  >  j>,  so  setze  man  y  —  «iBf  an 
die  Stelle  von  y;  da  hierdurch  der  mittlere  Eoefficient  in  q-;—2ap 
übergeht,  so  kann  man  mit  Hülfe  der  unbestimmten  Zahl  a  diesen 
Eoefficienten  kleiner  oder  wenigstens  nicht  gröfser  als  p  machen. 

Da  somit  p  und  r  gröfser  oder  wenigstens  nicht  kleiner  als  q 
sind,  so  ist  offenbar: 

•    4j)r  -  j*  >  3?^ 
und  daher: 

Will  man  also  alle  quadratischen  Formen  wissen,  welche  den  un- 
geraden Teilern  der  Formel  ^  +  au^  zukommen,  so  hat  man  q  der 

Reihe  nach  die  ungeraden  Werte  1,  3,  5  bis  1/ -^  beizulegen.    Jeder 

Wert  von  }  giebt  einen   Wert  für  pr  =  ^  ^  ^  ;   lälst  sich  dieser 

Wert  in  zwei  Faktoren  zerlegen,  die  nicht  kleiner  sind  als  g,  so  ent- 
steht aus  diesen  eine  der  gesuchten  quadratischen  Formen. 

220. 
Ist  z.  B.  a  =  91  und  setzt  man  9  =»  1,  so  wird: 
t±±  =  23  =  1 .  23.- 

Hieraus  entsteht  der  Teiler  y*  +  J/^e^  +  23^*. 
Setzt  man  ?  =  3,  so  wird: 

=  25  =  5  .  5. 


g«  +  a 


4 

Hieraus  entsteht  ein  zweiter  Teiler  5y*  +  ^yz  +  b^. 


j 
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1  /91 

Da  1/  -^  die  Grenze  von  q  ist,  so  könnte  man  noch  j  «^  5  setzen, 

wodurch  sich  -  — 7^ —  ==  29  ergeben  würde.    Da  aber  diese  Zahl  eine 

Primzahl  ist,  so  entsteht  daraus  kein  neuer  Teiler.  Demnach  sind 
die  beiden  gefundenen  Formeln  die  einzigen  quadratischen  Teiler  von 
^  +  91uK 

Ist  noch  a  «»  163,  so  kann  man,  da  l/—  <  9  die  Grenze  von  q 

ist,  der  Reihe  nach  g  =  1,  3,  5,  7  setzen,  wodurch  sich  pr  =  41, 
43,  47,  53  ergiebt.  Da  aber  diese  Zahlen  Primzahlen  sind,  so  folgt 
daraus,  dafs  die  Formel  fi  -{-  163u'  nur  den  einen  quadratischen 
Teiler  y*  +  yje^  +  41^?*  haben  kann. 

221. 

Die  Formel  py^  +  qyz  +  r^*,  deren  Koefficienten  ungerade  sind, 
stellt  im  Allgemeinen  drei  quadratische  Teiler  von  der  gewohnlichen 
Form,  in  welcher  der  mittlere  Eoefficient  gerade  ist,  dar.  Denn  bei 
Anwendung  dieser  Formel  mufs  man  die  Zahlen  y  und  z  entweder 
alle  beide  ungerade  oder  die  eine  gerade,  die  andere  ungerade  an- 
nehmen.   Man  kann  somit  nur  die  drei  Annahmen 

z  —  2w,      y  =  2t«,      y  —  2m  —  0 

machen,  und  diese  geben  die  drei  Formen: 

Py^  +  ^iV^  +  4rM* 

Apu^  +  2äJPM  +  ^^* 

Apu^  +  (2«  —  4jp)MXf  +  Op  —  }  +  r)f^. 

Diese  drei  Formen  reducieren  sich  auf  zwei,  wenn  zwei  der  Zahlen 
P}  iy  ^  gleich  sind.  Öie  reducieren  sich  auf  eine  einzige,  wenn 
die  Zahlen  j>,  q,  r  unter  einander  gleich  sind.  Dieser  Fall  kann 
aber  nur  eintreten,  wenn  sie  gleich  der  Einheit  sind,  oder  wenn 
^  -f  3u^  die  gegebene  Formel  ist,  denn  alsdann  reduciert  sich  der 
Teiler  y*  +  yje^  +  z^,  wie  wir  bereits  (No.  143)  gefunden  haben,  auf 
die  eine  Form  y*  +  3j^.  In  jedem  andern  Falle  sind  die  soeben  ent- 
wickelten Formeln,  oder  wenigstens  zwei  von  ihnen,  wesentlich  von 
einander  verschieden«  Es  folgt  daraus,  dafs  sich  die  Anzahl  der  qua- 
dratischen Teiler  bedeutend  vermindert,  wenn  man  dieselben  durch 
die  ungerade  Koefficienten  besitzende  Formel  py*  +  qyz  +  re^  dar- 
stellt Übrigens  kann  man,  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  aus  diesen 
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Teilern  mit  ungeraden  Koefiieienten  leicht  die  quadratischen  Teiler 
von  der  gewöhnlichen  Form  ableiten^  wodurch  man  eine  beinahe 
dreifache  Anzahl  erhält. 

222. 

Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  dafs  die  in  der  Tafel  V  enthaltenen 
quadratischen  Teiler  sowohl  für  den  Fall  a  «=  8n  -f  3  als  för  den 
Fall  a  =  8n  +  7  stets  auf  die  Form 

py^  +  4:(pye  +  %z^ 
gebracht  werden  können,  welche  sit^h  von  der  allgemeinen  Form 

py^  +  2gyi»  +  rjsp* 
nur  dadurch  unterscheidet,  dafs  in  ihr  q  gerade  ist.     Hat  man  näm- 
lich nach  der  allgemeinen  Methode  alle  quadratischen  Teiler 

Py^  +  22yj9  +  rz^ 
der  Formel  t^  +  au^  gefunden,  so  sind  nur  noch  diejenigen,  in  welchen 
q  ungerade  ist,  zu  transformieren.  Da  nun  alsdann  die  eine  der 
Zahlen  p  und  r  gerade,  die  andere  ungerade  sein  mufs,  so  braucht 
man  nur,  wenn  p  die  ungerade  Zahl  ist,  y  —  »  für  y  zu  setzen.  Da- 
durch geht  der  mittlere  Eoefficient  2  j  in  2q  —  2p  über;  er  wird 
daher  von  der  verlangten  Form  49. 

Weil  nun  jetzt  alle  quadratischen  Teiler  auf  die  Form 

py^  +  ^(py»  +  Ä^* 
gebracht   sind,   und  da  ferner  pn  «=  4^)^  -|-  a  ist,   so  folgt  daraus, 
dafs  pn  von  der  Form  4n-|-  3  und  somit  von  deh  beiden  Eoefficienien 
p  imd  ff  der  eine  von  der  Form  4w  -j-  1,  der  andere  von  der  Form 
4n  -|-  3  ist.    Man  erkennt  hieraus,  dafs  jede  quadratische  Form 

'  py*  +  ^^>y»  +  Ä^* 

zu  gleicher  Zeit  sowohl  Teiler  von  der  Form  4n  -{-  1  als  auch  solche 
von  der  Form  4n  +  3  enthält.  Es  ist  jedoch  leicht,  diese  beiden 
Formen  von  einander  zu  trennen,  wie  es  in  den  Tafeln  III  und  IV 
der  Fall  ist.  Denn  ist  p  von  der  Form  4n4~l7  und  setzt  man 
z  =  2w,  so  stellt  die  Formel  jpy*  +  8g)yf4  +  4ffM*  offenbar  nur'Teiler 
von  der  Form  4n  -|-  1  ^^^\  setzt  man  dagegen  y  «=  2u,  so  stellt  die 
Formel  Apu^  +  ^q>zu  +  nf^  nur  Teiler  von  der  Form  4n  +  3  dar. 

223. 
Was  die  linearen  Formen  angeht,  welche  den  quadratischen  Tei- 
lern entsprechen,  so  lassen  sich  dieselben  ebenso  in  zwei  Arten,  die 
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einen    von   der  Form  4«+lj   ^^^   andern    von  der  Form  4n  +  3 
teilen.     Es  genügt,  dies  an  einem  Beispiel  zu  entwickeln. 
Aas  der  Tafel  sieht  man,  dafs  die  Formel 

nur  den  einen  quadratischen  Teiler  mit  ungeraden  Eoefficienten 

y'  +  y0  +  3x^ 
besitzt.    Dieser  Teiler  schliefst  zwei  andere  von  gewöhnlicher  Form 
ein,  nämlich: 

3y*  +  2ye  +  4.^, 

Von  diesen  beiden  Teilern,  welche  man  nach  der  allgemeinen  Methode 
unmittelbar  gefunden  haben  würde,  besitzt  der  eine  den  mittleren 
Koefficienten  0,  welcher  zur  Form  4ip  gehört.  Um  den  andern  auf 
dieselbe  Form  zu  bringen,  mufs  man  y  —  jer  an  die  Stelle  von  is  setzen, 
wodurch  man  die  transformierte  Formel 

af  +  4yz  +  5^ 
erhält.     Somit  ergeben  sich  zwei  quadratische  Teiler  von  der  Form 
4n-|-  1,  nämlich: 

y"  +  Uz^ 

oy'  +  Sye  +  12;e:% 
und  zwei  quadratische  Teiler  von  der  Form  4w  +  3,  nämlich: 

ny^  +  4:Z^ 
3y'  +  8yz  +  20i?l 

Was  die  entsprechenden  linearen  Formen  angeht,  so  leitet  man  die- 
selben leicht  aus  den  in  den  Tafeln  gegebenen,  nämlich  aus 

22a;  +  1,  3,  5,  9,  15 
ab.   Um  daher  diejenigen  von  der  Form  4n  -j-  1  zu  erhalten,  behalte 
man  die  bestimmten  Zahlen  1,  5,  9,   welche  von  dieser  Form  sind, 
bei  und  addiere  22  zu  den  beiden  andern  3  und  15.    Dies  giebt  im 
Ganzen  die  fünf  Formen: 

44a; +1,  5,  9,  25,  37. 
In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Formen  4n  -|-  3,  nämlich: 
44a;  +  3,  15,  23,  27,  31. 

Will  man  daher  in  der  Tafel  die  Formen  4n  -{-  1  von  den  Formen 
4n  -f  3  trennen,  so  mufs  man  an  Stelle  der  in  der  Tafel  befindlichen, 
auf  die  Teiler  von  t^  +  lln'  bezüglichen  Spalte  die  folgende  setzen: 

Legendre,  Zahlentheorie  L  19 


}  Ux  +  3,  15,  23,  27,  31. 
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Quadratische  Teiler:  Lineare  Teiler: 

3y«  +  '8y0  +  20;?* 
Es  ist  nicht  nötig,  darauf  hinzuweisen,  dafs  die  in  der  Tafel  befind- 
liche Spalte  zwar  viel  kürzer,  aber  darum  nicht  weniger  allgemein  ist. 

224. 

Um  nichts  unerwähnt  zu  lassen,  wodurch  man  die  Aufsuchung 
der  quadratischen  Teiler  abkürzen  kann,  wollen  wir  schliefslich  noch 
ein  paar  Worte  über  den  Fall  a  =  8w  +  7  hinzufügen.  Ist  also 
a  SS  8n  4"  7;  ^^^  nimmt  man  q  in  dem  quadratischen  Teiler 

als  ungerade  an,  so  wird  dieser  Teiler  die  Form 
py^  +  ^Qy^  +  8^^ 

annehmen,  wobei  |)w=-— g^.  In  dieser  Form  kann  man  q 
kleiner  als  4m  und  nicht  grofser  als  p  voraussetzen;  mithin  wird 
q  <  Ya  sein.  Man  setze  also  versuchsweise  für  q  alle  ungeraden 
Zahlen  1,  3,  5,  . .  .  bis  j/ä,  berechne  für  jeden  Wert  von  q  den  Wert 

von  pm  =  ^^^ —  und  sehe  zu,  ob  sich  dieser  Wert  in  zwei  Faktoren 
zerlegen  läfst,  von  denen  der  eine  p  ungerade  und  nicht  kleiner  als  q, 
der  andere  m  gerade  oder  ungerade,  aber  gröfser  als  ^  ist.  So  viel- 
mal diese  Bedingung  sich  erfüllen  läfst,  so  viele  quadratische  Teiler 
der  Formel  t^  +  öw*  erhält  man.  Diese  Teiler  können  sodann  entweder 
auf  die  gewöhnliche  Form,  in  welcher  2q<p  und  <r  ist,  oder  auf  die 
früher  erwähnte  Form,  in  welcher  q  gerade  ist,  gebracht  werden.  Dieses 
Verfahren  führt  sehr  schnell  zum  Ziele,  da  man  immer  nur  mit  Zahlen 
pniy  die  kleiner  als  —  sind,  zu  rechnen  hat,  während  bei  der  all- 
gemeinen Methode  pr  bis  zu  -^   gehen  kann. 

225. 
Tafel  VI. 
.    Die  Tafel  VI  enthält  sowohl  die  quadratischen  wie  die 
linearen  Teiler  der  Formel  ^^+  2au^,  wo  a  eine  Zahl  von  der 
Form  4n -f- 1  ist,    die  weder  selbst   eine  Quadratzahl  noch 
durch  eine  Quadratzahl  teilbar  ist. 
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Die  quadratischen  Teiler  sind  auf  die  Form 
l>y*  +  4g)yjef  +  2m;er*, 
in  welcher  pm  =  2y*  +  a 

isi^  gebracht.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen^  dafs  man,  ohne  diese  Form 
zn  ändern,  2ip  kleiner  oder  nicht  gröfser  als  p  und  m  voraussetzen 

darf,  so  dafs  pw>4g)*  und  9  <  I/y»  ist    Genügt  man  also  mit 

Rücksicht  auf  diese  Bedingungen  der  Gleichung  pm  =  2y*  +  a  auf 
alle  möglichen  Weisen,  so  erhält  man  dadurch  unmittelbar  für  die 
Formel  t,^  +.  2aw*  sämtliche  quadratischen  Teiler  in  der  Form 
py^  +  4ipy0  +  2mjE?^  Dieses  Verfahren  ist  viel  kürzer  als  die  all- 
gemeine Methode,  da  l/ya  kleiner  ist  als  l/yöt. 

Jede  Form  py^  +  4yyjef  +  2m0^  ergiebt  sich  mit  der  zu  ihr 
konjugierten  Form  2py^  +  4ipyz  +  m^^  gleichzeitig  aus  demselben, 
den  verlangten  Bedingungen  genügenden  Werte  von  pm, 

Ist  die  Zahl  p  von  der  Form  8«+  1  oder  8n  +  3,  so  enthält  der 
quadratische  Teiler  jpy*  +  4(pyis  +  2m0^  nur  Zahlen  derselben  Formen 
8n  +  1  oder  8n  +  3.  Denn  da  y  stets  ungerade  ist,  so  wird  der 
in  Bede  stehende  Teiler,  falls  0  gerade  ist,  von  der  Form  p  -{-  SJc, 
also  von  derselben  Form  wie  p  sein.  Ist  aber  z  ungerade,  so  wird 
der  quadratische  Teiler,  wenn  man  die  Vielfachen  von  8  wegläfst, 
von  der  Form  p  +  4g)  +  2m.  Es  sei  nun  zunächst  2>  =  8w  +  I5 
dann  erhält  man  (immer  mit  Weglassung  der  Vielfachen  von  8)  wegen 
pm  =  2(p^  +  a: 

m  =  2ip^  +  a, 
und  somit: 

l>  +  49  +  2w  =  1  +  49  +  49«  +  2a  =  1  +  2a  =  3. 
Mithin  wird  der  quadratische  Teiler  von  der  Form  8n  +  3.    Zweitens 
sei  p  =  8w  +  3,  so  erhält  man: 

3m  =  2(p^  +  a 

6m  =  4g)*  +  2a 
nnd 

1)  +  4g>  +  2m  =  3  +  4g>  —  4g>*  —  2a  =  3  —  2a  =  1. 

Mithin  ist  der  Teiler  von  der  Form  8n  +  1- 

Ebenso  beweist  man,  dafs,  wenn  p  eine  der  Formen  8n  +  5, 
8»-|-7  besitzt,  der  quadratische  Teiler  py^  +  4g>y;g?  +  2mjef*  nur 
Zahlen  von  denselben  Formen  8w  +  5,  8n  +  7  enthalten  kann. 

Mithin  zerfallen  alle  quadratischen  Teiler  der  Formel  f^  -j-  2 au*, 
in  welcher  a  .von  der  Form  4w  +  1  ist,  in  zwei  Arten,  von  denen 

19* 
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die  eine  alle  Teiler  von  der  Form  8n  +  1  ^^^1  8»  +  3,  die  andere 
alle  Teiler  von  der  Form  8w  +  5  und  8w  +  7  enthält. 

226. 

Jeder  in  der  Tafel  befindliche  quadratische  Teiler  enthält  beide 
Formen  gleichzeitig;  indessen  lassen  sich  dieselben  dem  vorange- 
gangenen Beweise   zufolge  leicht  von  einander  trennen. 

Ist  die  Formel  ^*  +  42  w^  gegeben,  und  betrachten  wir  zunächst 
den  quadratischen  Teiler 

f  +  42^^ 
welchem  die  linearen  Formen 

168a; +1,  25,  43,  67,  121,  163 
entsprechen,  so  gehört  dieser  quadratische  Teiler  augenscheinlich  zu 
den  Formen  8w+l,  8n-|-3.  Um  diese  von  einander  zu  trennen, 
bemerke  ich,  dafs,  wenn  z  gerade  ist,  oder  wenn  man  2 je?  an  die  Stelle 
von  z  setzt,  der  Teiler  in  y^  +  168 je^  übergeht  und  nur  noch  die 
Formen  8n  -f-  1  enthält.  Setzt  man  dagegen  gleichzeitig  y  und  z 
ungerade  voraus,  oder  setzt  man,  um  diese  Bedingung  zu  beseitigen; 
2y  +  ^  an  die  Stelle  von  y,  so  geht  der  Teiler  in  4y^  +  ^V^  +  ^^^ 
über  und  enthält  nur  noch  die  Formen  8n  +  3.  Behandelt  man  in 
gleicher  Weise  die  drei  andern  quadratischen  Teiler  der  gegebenen 
Formel  t^  +  42w^,  so  erhält  man  die  folgenden  Resultate: 

Teiler  8n  +  1 


Quadratische 

Lineare 

f  +  168«^ 
17  y«  +  \2ye  +  12«« 

168a;  +    1,  25,  121 
168a:+17,  41,    89 

Teiler  8w  +  3 


A^y""  +  Aye  +  4;?« 
3y«  +  56«« 


168a;  +  43,  67,  163 
168a;  +  59,  83,  131 


Teiler  8w  +  5 
21  y«  +  ^e^  I     168a;  +  29,  53,  149 

13y«  +  24y«  +  2Az^    \     168a;  +  13,  61,  157 


Teiler  8«  +  7 


7y«  +  24«* 
23y«  +  %yg  +  8«« 


168a;  +  31,  55,  103 
168a;  +  23,  71,    95 
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Wie  man  sieht,  zerfallen  die  linearen  Teiler  in  acht  Gruppen  von  je 
drei  Gliedern,  was  mit  dem  allgemeinen  Gesetze  (No.  205)  überein- 
stimmt. 

227. 
Tafel  vn. 

Die  Tafel  VII  enthält  die  linearen  und  quadratischen 
Teiler  der  Formel  t^  +  2aw^,  in  welcher  a  eine  Zahl  von 
der  Form  4w  +  3  ist,  die  sich  nicht  durch  eine  Quadratzahl 
teilen  läfst. 

Die  quadratischen  Teiler  sind,  wie  in  der  vorhergehenden  Tafel, 
auf  die  Form 

gebracht,  in  welcher 

mp  =  2(p^  +  « 

ist,  so  dafs  die  Bestimmung  dieser  Formen  immer  in  derselben  Weise 
geschieht. 

Ist  der  Koefficient  p  von  der  Form  8n  +  3  oder  8m  +  5,  so 
enthält  der  quadratische  Teiler  py^  +  4cq>yz  +  2mz^  nur  Zahlen 
von  der  Form  8w  +  3  oder  8n  +  5;  und  ist  der  Koefficient  jp  von 
der  Form  8w  +  1  oder  8w  +  7,  so  enthält  der  Teiler  nur  Zahlen 
von  eben  diesen  Formen  8w  -j*  1  oder  8n  +  7.  Dies  wird  ebenso 
bewiesen,  wie  bei  der  Erklärung  der  vorigen  Tafel. 

Es  ergiebt  sich  demnach,  dafs  alle  quadratischen  Teiler  der 
Formel  t^  +  2a%i^,  in  welcher  a  eine  Zahl  von  der  Form  4n  +  3  ist, 
in  zwei  Arten  zerfallen,  von  denen  die  eine  alle  Zahlen  von  der  Form 
8n  -f-  3  oder  8»  +  5,  die  andere  alle  Zahlen  von  der  Form  8w+  1 
oder  8n  -{-  7  enthält.  Abgesehen  aber  von  diesen  ungeraden  Zahlen 
enthält  oflFenbar  jeder  quadratische  Teiler  jpy*  +  4qpy^  +  2w;8:^  auch 
gerade  Zahlen,  da  man  y  gerade  und  z  ungerade  nehmen  kann,  wofern 
sie  nur  prim  zu  einander  sind. 

Ebenso  kann  man  sowohl  die  quadratischen  wie  die  linearen 
Teiler  in  die  vier  Arten,  welche  den  vier  Formen  8w+  1,  8w  +  3, 
8w  -f-  5,  8w  +  7  entsprechen,  zerlegen. 

Allgemeine  Bemerkung. 

Bei  diesen  verschiedenen  Tafeln  ist  zu  bemerken,  dafs  jede  Gruppe 
von  linearen  Teilern  stets  einer  und  derselben  Anzahl  von  qua- 
dratischen Teilern  entspricht,  wenn  man  nämlich  jeden  quadratischen 
Teiler,  welcher  von  einer  der  Formen  py^-^rz^^  JP2/^  +  2gy;8f  +  2gje^, 
P^  +  2gy£f  +  P^  18^  ii^r  ft^r  i  rechnet.  Der  Grund  dieser  Ausnahme 
beruht  darin,  dafs  diese  Arten  von  Teilern  bei  den  beiden  verschie- 
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denen  Annahmen  über  die  Werte  der  Unbestimmten  y  und  z  die 
gleiche  Anzahl  liefern,  so  dafs  sie  in  Wirklichkeit  nur  die  Hälfte  der 
Anzahl  der  Teiler,  welche  in  den  andern  Formen  enthalten  sind,  in 
sich  schliefsen. 

§  12. 
Eine  Reihe  von  Sätzen,  welche  sich  ans  den  vorher  erwähnten  Tafeln 

ergehen. 

228. 

Allgemeiner  Satz.  Ist  4cx -}-  a  eine  der  linearen  Formen, 
welche  den  Teilern  von  f^  +  cu^  zukommen,  so  behaupte 
ich,  dafs  jede  in  der  Form  4tcx  +  ^  enthaltene  Primzahl 
notwendig  ein  Teiler  der  Formel  t^  +  cu^  und  somit  von 
einer  der  zur  linearen  Form  Acx  +  «  gehörigen  quadra- 
tischen Formen  py*  +  ^Qlf^  i  ^^^  isi 

Nimmt  man  z.  B.  in  der  Tafel  VIT  die  Formel  fi  +  30m*,  und 
wählt  man  in  diesem  Beispiel  die  dem  quadratischen  Teiler  15y*  +  2j^ 
entsprechenden  linearen  Formen,  so  kann  man  behauj)ten,  dafs  jede 
Primzahl,  welche  eine  von  den  Formen 

120a; +  17,  23,  47,  113 
besitzt,  ein  Teiler  von  t^  +  30u*  ist,  und  somit  von  der  Form 

15y»  +  2b^ 
sein  mufs. 

Einem  andern,  derselben  Tafel  entnommenen  Beispiel  zufolge 
kann  man  behaupten,  dafs  jede  in  einer  der  Formen 

56a; +  3,  5,  13,  19,  27,  45 
enthaltene  Primzahl   ein  Teiler   von  t^  +  1^^^  i^^;   und  somit  Ton 
der  Form 

3y*  +  4y0  +  ösi" 
sein  mufs. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  oben  für  den  Fall  gegeben  worden, 
wo  c  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl  ist;  derselbe 
kann  aber  auch  ohne  Schwierigkeit  für  jeden  Wert  von  c  geführt 
werden,  wenn  die  Primzahl  Ä  von  der  Form  Acx  -}-  a  gleichzeitig 
von  der  Form  4^  +  3  ist.  Denn  alsdann  mufs  notwendig  die  Zahl  Ä 
in  der  Formel  t*  +  cu^  oder  in  der  Formel  fi  —  et**  aufgehen  (No.  173). 
Sucht  man  aber  die  linearen  Formen  der  Teiler  von  <*  —  cu',  w 
stellen  sich  diese  Formen  als  verschieden  von  den  Formen  der  Teiler 
von  t^  -\-  cu^  heraus.  Mithin  kann  die  Zahl  Ä,  wenn  sie  von  einer 
dieser  letzteren  Formen  ist,  kein  Teiler  von  t^  —  cu^  sein.    Demnach 
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ist  sie  notwendig  ein  Teiler  von  t^  +  cu^  und  daher  von  einer  der 
quadratischen  Formen,  welche  diesen  linearen  Formen  entsprechen. 

Eine  gleiche  Schlufsfolgeruog  würde  nicht  mehr  stattfinden,  wenn 
A  von  der  Form  4»  +  1  wäre;  ja  sie  ist  sogar  unvollständig  für 
den  Fall  -4  =*  4n  +  3,  da  sie  die  wirkliche  Ermittlung  der  linearen 
Teiler  sowohl  der  Formel  t^  +  ^<**  wie  der  Formel  t^  —  cm*  voraus- 
setzt. Deshalb  ist  es  gut,  einen  andern  Weg  zum  allgemeinen  Be- 
weise dieses  Satzes  einzuschlagen. 

229. 
Wir  bemerken   zunächst,   dafs    die   lineare  Form   4cx  -\-  a,   zu 
welcher  die  Primzahl  Ä  gehört,  stets  als  eine  von  denjenigen  betrachtet 
werden  kann,  welche  einem  quadratischen  Teiler  entsprechen.    Ist 

Py^  +  2gyjer  +  rß^ 
dieser  Teiler,  so  kann  man 

py^  +  2qyz  +  rz^  =  4cx  +  a 
setzen,  oder,  was  dasselbe  ist: 

py^  -{-  2qyz  +  rz^  =  4cx  +  -J. 
Multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  p,  so  ergiebt  sich: 
(P!f  +  i^y  i  ^^  =  ipcx  +  pÄ, 
und  hieraus  erkennt  man,  dafs   ^^^  i-  gg;  —  p  _  ^.^^  ganze  Zahl  ist 
Demnach  ist  nmsomehr,  wenn  d"  ein  Primfaktor  von  c  ist,  die  Glei- 
chung      "I^      =  e  auflösbar,  und  daher  ist: 

(^)_.    od„(^)(-^)-.. 

Nun  ist  aber  allgemein  y^j  =  -f- 1  oder  =»  —  1,  also  (^j  y^j  =  1, 
und  somit: 

, ,  (#)-«-)■ 

Wir  könnten  auch  den  speciellen  Fall,  wo  p  '^  1,  und  den, 
wo  p  gleich  einw.  Quadratzahl  ist,  betrachten,  da  mau  in  diesen 
Faien  leicht  beweisen  kann,  dafs  Ä  ein  Teiler  der  gegebenen  Formel 
t^^cu**)  ist;  indessen  ist  es  besser,  den  Beweis  in  seiner  ganzen 
Allgemeinheit  zu  verfolgen. 

230. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dafs  die  Teiler  von  der  Form  4w  +  1 


*)  Das  dpppelte  Zeichen  bedeutet  nur,  dafs  die  gegebene  Formel  t*-\-cu^ 
oder  t' —  ctt'  sein  kann;  im  Übrigen  aber  läfst  dasselbe  keine  Unbestimmt- 
heit übrig.  Anm.  d.  Verf. 
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und  die  von  der  Form  4n  -{-  3  durch  ihuen  eigentQmliche  quadra- 
tische Formen  sich  von  einander  unterscheiden;  ja,  wenn  die  ge- 
gebene Formel  t^  +  2au^  ist,  so  zerfallen  die  Teiler  sogar  in  vier 
Formen  8n  +1,  8w  +  3,  8^^  +  5,  8w  +  7,  und  diese  sind  in  ver- 
schiedenen quadratischen  Formen  enthalten.  Man  kann  daher  an- 
nehmen, dafs  der  der  linearen  Form  4:CX  +  ^  od^r  4cx  -|-  A  ent- 
sprechende quadratische  Teiler  py^  -(-  2qy0  +  2mz^  nur  Zahlen  von 
derselben  Art  wie  A  enthält,  d.  h.  solche  Zahlen,  dafs  die  Differenz 
zwischen  diesen  Zahlen  und  A  durch  4  oder,  falls  die  Formel  <*  +  2afi* 
oder  2pm  —  3^  =  2a  ist,  durch  8  teilbar  ist.  Mithin  ist  py  welches 
eine  von   diesen  Zahlen  ist,    so   beschaffen,    dafs  ^—r —   eine   ganze 

Zahl,  oder,  falls  c  =  2a,  dafs  ^— ^ —  eine  solche  ist. 

Wir  nehmen  ferner  an,  dafs  der  Koefficient  p  eine  Primzahl  ist. 
Wäre  er  es  nicht,  so  könnte  man  eine  Primzahl  suchen,  welche  in 
der  Formel  py^  +  2qyis  +  2mj3^  enthalten  wäre.    Ist  diese  Zahl: 

p=P(i^  +  2g|Ln;  +  2mv% 
und  bestimmt  man  [i^  und  v^  mittelst  der  Gleichung: 

so  erhält  man,  wenn  man 

y  =  fiy+  11^  z,        0  =  vy+  v^0 
setzt,  als  Transformation  den  quadratischen  Teiler: 

^Y2  +  2g'yV+2mV^ 
in    welchem   der    Koefficient   des   ersten    Gliedes    eine  Primzahl   ist 
Betrachtet  man  also  diese  Vorbereitung  als  schon  ausgeführt,  so  ist 
es  gestattet,  p  als  Primzahl  anzunehmen. 

Nehmen  wir  jetzt  die  bereits  gefundene  Gleichung 

(4)-(i). 

in  welcher  d"  irgend  einen  Primfaktor  von  c  bezeichnet,  wieder  aof^ 
und  sind  ä,  «',  a",  ...  die  Primteiler  von  der  Form  4»  +  1  und 
/3,  /S',  /S",  .  .  .  die  Primteiler  von  der  Form  4»  -(-  3,  so  erhalten  wir, 
wenn  wir  diese  Zahlen  für  d"  setzen: 

(4)-(-f).  (^)-(^).   (^')=(f).- 
(^)-(f).  (^)-(f)>   (>*.)- (f).-- 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  dem  Beciprocitätsgesetze  und  weil  A  und 
p  entweder  alle  beide  von  der  Form  4w  +  1  oder  alle  beide  von  der 
Form  4w  +  3  sind: 
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(l)-(f).    (i)-(y).    (9- (>).■■  • 

(1)=(J-).'  (ö-(|).   (5)=(^).- 

1)  Ist  demnach  c  ungerade,  so  ist  c  gleich  dem  Produkte  aller 
Primzahlen  a,  a,  «", .  . .  /3,  j8',  /3"  . . .,  und  man  erhält: 

(i)-(i)(i)©-(i-)«)©- 

(y)-(f)(f)(f)-(|)(f)(-D- 

Da  nun  die  Faktoren  dieser  Ausdrücke  einander  entsprechend  gleich 
sind,  so  ist: 

(i) -(!-)• 

2)  Ist  c  gerade,  so  enthält  c  aufser  den  vorhergehenden  Faktoren 
den  Faktor  2.     Da  jedoch  p   und  Ä  in   Bezug   auf  die   Vielfachen 

von  8  von  derselben  Form  sind,  so  hat  man  l-^J  =  {—),  und  dem- 
nach ebenfalls: 

Da  aber  p  ein  Teiler  von  q^  +  c  ist,  so  ist  (— )  =  1;  mithin 
ist  auch  (-^)  =  1;  folglich  ist  die  Primzahl  Ä  jederzeit  Teiler  der 

gegebenen  Formel  t^  +  cu^.     Sie  mufs   somit  von  einer  der  quadra- 
tischen Formen  sein,  welche  der  linearen  Form  4cx  -{-  a  entsprechen. 

231. 

Der  soeben  bewiesene  Satz  ist  unstreitig  einer  der  allge- 
meinflten  und  wichtigsten  Sätze  der  Zahlentheorie.  Der  Beweis, 
den  wir  dafür  gegeben  haben,  setzt  nur  voraus,  dafs  es  eine  in  dem 
quadratischen  Teiler  py^  -{-  2qyz  +  ris^  enthaltene  Primzahl  giebt. 
Diese  Annahme  ist  aber  nicht  nur  mit  grofser  Wahrscheinlichkeit 
richtig,  man  findet  sie  leicht  bei  allen  in  unsern  Tafeln  enthaltenen 
quadratischen  Formen  bestätigt;  ja  es  unterliegt  sogar  keinem  Zweifel, 
dafs  die  Formel  py^  +  2qy0  +  rß^  unendlich  viele  Primzahlen  ent- 
hält, aufeer  in  dem  Falle,  wo  die  drei  Zahlen  jp,  g,  r  einen  gemein- 
samen Teiler  d"  besitzen.  Einen  solchen  können  sie  indessen  nicht 
haben,  da  wir  angenommen  haben,  dafs  c  oder  pr  —  q^  keinen  qua- 
dratischen Faktor  besitze. 

Nichtsdestoweniger  könnte  man  den  Beweis  vollkommen  unab- 
hängig von  der  Voraussetzung   machen,   dafs  p   eine  Primzahl  ist. 
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Man  müfste  dazu  verschiedene  Fälle  untersuchen,  je  nach  der  Anzahl 
der  Faktoren,  aus  denen  c  zusammengesetzt  i^t. 

Wir  haben  bereits  den  Fall  untersucht,  wo  c  eine  Primzahl  oder 
das  Doppelte  einer  Primzahl  ist.  Nehmen  wir  also  jetzt  c  =  a-^ 
an,  wo  a  und  ß  zwei  beliebige  ungerade  Primzahlen  sind.  Zu  gleicher 
Zeit  sei 

py^  +  2gy^  +  2m0^ 

die  quadratische  Form,  welche  der  linearen  Form 

4cx  +  a  oder  Acx  +  ^ 
entspricht,   so   dafs  p  und  A   entweder   alle   beide  von   der   Form 
4w  +  1   oder  alle  beide  von  der  Form  4n  +  3  sind.    Alsdann  hat 
man  der  Annahme  nach: 

py^  +  2gy;8f  +  2mis^  =  icx  +  Ä, 
und  wenn  man  mit  p  multipliciert: 

(py  +  Q^y  +  ö^^  =  4:cpx  +  Ap. 
(Wir  betrachten  hier  nur  den  Fall,  wo  c  positiv  ist,   da  der   Fall, 
wo  c  negativ  ist,  in  ähnlicher  Weise  behandelt  werden  kann). 

Da  nun  c  >=  aß,  so  hat  man  in  Bezug  auf.  a  und  ß  die  Glei- 
chungen {—)  =  1;  \-ß)  =  1,  und  diese  geben:  ^ 

(4)-(i).  (f)-(f)- 

Es  sei  jetzt  p  =  %%%'%".  .  .  ,  wo  ä,  %',  itF^  . . .  Primzahlen  von 
der  Form  4w  -{-  1  und  ä,  %"y . . .  Primzahlen  von  der  Form  4«  +  3 
seien.  Hätte  p  quadratische  Faktoren,  so  konnte  man  dieselben  ganz 
und  gar  weglassen  und  nur  die  ungleichen  Faktoren  beibehalten. 
Man  hat  also: 

(4)-(f)-a-)-(f)- 

Die  Gleichung  2pw  —  c^  =  c  =  aß  giebt  aber: 

und  ebenso  für  jeden  andern  Faktor  von  p.    Folglich  erhält  man: 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  dem  Reciprocitätsgesetze  (No.  166): 
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(T)-(f).     (:-)-(-»'-^(f) 


Nur  die  rechts  stehenden  Gleichungen  bedürfen  einiger  Erläuterung. 
Das  allgemeine  Gesetz  giebt: 

und  da  ungerade  ist,  so  geht  diese  Gleichung  über  in: 

(t)-(-')'^(7)- 
Ebenso  hat  man: 

(?-)-(-«'--(^)- 

Da  nun  (-",  j  =  —  (-- j  ist,  so  folgt  hieraus: 

"(4)-(-'p^(?), 

und  ebenso  die  andern  auf  n\  li^ . , .  bezüglichen  Gleichungen. 

Multipliciert    man    die   beiden    vorstehenden   Reihen    von   Glei- 
chungen mit  einander,  so  erhält  man: 

(i)-c-ir^;(i). 

wobei  k  die  Anzahl  der  Faktoren  i^y  %"\  . . . ,  welche  von  der  Form 
4n  -f-  3  sind,  bedeutet. 

Ist  zunächst  A  und  somit  j)  von  der  Form  4914-1;  so  mufs 
die  Zahl  h  gerade  sein,   und  demnach  ist 

(^)-(f),  1»  ..ch  (4) -(-;-). 

Umgekehrt  folgt  hieraus 

(i)-(i).'^-(^)-+'- 

Somit  ist  A  ein  Teiler  von  <*  +  a/5w*. 

Ist  zweitens  A  sowohl  wie  p  von  der  Form  4w  +  3>  so  ist  die 
Zahl  h  ungerade,  und  es  ist: 

(i)-(-o^(f), 


^ 
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Hieraus  ergiebt  sich  nach  dem  Reciprocitätsgesetze: 

(-1) '  (i)=(-l) '    '  (i)' 

und  dies  reduciert  sich  auf: 

(i)-(-i>'(4). 

oder: 

(D— (!)• 

Mithin  ist: 


(=aO 


'^^ 


und  daher  A  ebenfalls  ein  Teiler  von  t^  +  aßti^. 

Der  Schlufs,  dafs  Ä  ein  Teiler  von  t^  +  cm*  sei,  ist  also  richtig, 
wie  beschaffen  auch  der  Koefficient  p  sein  möge,  und  es  unterliegt 
keinem  Zweifel,  dafs  er  ebenfalls  gelten  wurde,  wenn  c  das  Produkt 
von  mehr  als  zwei  Primzahlen  wäre. 

232. 

Man  erkennt  nunmehr,  dafs  jeder  Teil  unsrer  Tafeln  mehrere 
Sätze  liefert,  welche  Beziehungen  zwischen  den  linearen  Formen 
der  Primzahlen  und  ihren  quadratischen  Formen  ergeben.  Die 
bemerkenswertesten  von  diesen  Sätzen,  oder  diejenigen,  welche 
sich   auf  die  einfachsten  Formeln  beziehen,  sind  folgende: 

Aus  Tafel  HL 

1)  Jede  Primzahl  von  der  Form  8  a:  +  1  ^^^^  8  a;  +  7  ist  von 
der  Form  y*  —  20^. 

2)  Jede  Primzahl  von  der  Form  12a;  +  1  ist  von  der  Form 
y^  —  S0^,  nnd  jede  Primzahl  von  der  Form  12a;  +  H  ist  von  der 
Form  3y^  —  js^. 

3)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  20a;  +  1,  9,  11,  19  ist 
von  der  Form  y^  —  60^, 

4)  Jede  Primzahl  von  der  Form  24a;  +  1  oder  24a;  +  19  ist 
von  der  Form  y^  —  60^  und  jede  Primzahl  von  der  Form  24a;  +  5 
oder  24  a;  +  23  ist  von  der  Form  ßy^  —  0^ 

5)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  28  a;  +  1;  9?  25  ist  von 
der  Form  y^  —  7/^,  und  jede  Primzahl  von  der  Form  28a;  +  3,  19, 
27  ist  von  der  Form  7y^  —  j^. 
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6)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  40a;  +  h  9,  31,  39  ist 
von  der  Form  y*  —  10^^^,  und  jede  Primzahl  von  einer  der  Formen 
40a;  +  3,  13,  27,  37  ist  von  der  Form  2y^  —  5e^. 

7)  u.  s.  w. 

Aus  Tafel  IV. 

1)  Jede  Primzahl  von  der  Form  4a;  +  1  ist  von  der  Form  y^  +  ^^. 

2)  Jede  Primzahl  von  der  Form  20a;  +  1  oder  20a;  +  9  ist  von 
der  Form  y*  +  5z^,  und  jede  Primzahl  von  der  Form  20a;  +  3  oder 
20a;  +  7  ist  von  der  Form  2y^  +  2y0  +  3^^ 

3)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  52a;  +  1,  9,  17,  25, 
29,  49  ist  von  der  Form  y*  +  13;8f^,  und  jede  Primzahl  von  einer  der 
Formen  52a;  +  7, 11,  15, 19,  31,  47  ist  von  der  Form  2y^  +  2yB  +  1^^ 

4)  u.  s.  w. 

Aus  Tafel  V. 

1)  Jede  Primzahl  von  der  Form  6  a;  +  1  ist  von  der  Form 
y^  +  y^  +  ^  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,    von  der  Form 

2)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  14a;  +  1?  9,  11  ist  von 
der  Form  y^  +  l£s^. 

8)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  22a?  +  1,  3,  5,  9,  15 
ißt  von  der  Form  y^  +  y^.+  3je?^ 

4)  Jede  Primzahl  von  der  Form  30a;  +  1  oder  30a;  +  19  ist 
von  der  Form  y*  +  15^S  ^^^  3^^^  Primzahl  von  der  Form  30a;  +  17 
oder  30a;  +  23  ist  von  der  Form  3y*  +  öjs\ 

5)  u.  s.  w. 

Aus  Tafel  VI. 

1)  Jede  Primzahl  von  der  Form  8a;  +  1  ^^^^  8a;  +  3  ist  von 
der  Form  y^  +  2;er*. 

2)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  40a;  +  1,  9,  11,  19  ist 
von  der  Form  y^  -{-  lO^e?^,  und  jede  Primzahl  von  einer  der  Formen 
40a;  +  7,  13,  23,  37  ist  von  der  Form  2y^  +  60^ 

3)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  104a;  +  1,  3,  9,  17, 
25,  27,  35,  43,  49,  51,  75,  81  ist  von  einer  der  Formen  y«  +  26  ^^ 
und  3y^  +  2y0  +  9is^,  und  jede  Primzahl  von  einer  der  Formen 
104a;  +  5,  7,  15,  21,  31,  37,  45,  47,  63,  71,  85,  93  ist  von  einer 
der  Formen  2y'  +  13;8f^  und  6y*  +  Ay0  +  öjsK 

4)  u.  8,  w. 

Aus  Tafel  Vn. 
1)  Jede   Primzahl  von  der  Form  24  a;  +  5  oder  24a;  +  H   ist 


^ 


302  Zweiter  Hauptteil. 

von  der  Form  2y^  +  3js^,  und  jede  Primzahl  von  der  Form  24j;+  1 
oder  24a:  +  '^  ^st  von  der  Form  y^  +  6z^. 

2)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  56a:  +  3,  5,  13,  19, 
27,  45  ist  von  der  Form  3y*  +  2y^  +  5jef*,  und  jede  Primzahl  von 
einer  der  Formen  56a?  +  1,  9,  15,  23,  25,  39  ist  von  einer  der 
beiden  Formen  y^  +  14^*  xmd  2y*  +  lz\ 

3)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  88a;  +  13,  19,  21,  29, 
35,  43,  51,  61,  83,  85  ist  von  der  Form  2y^  +11^^*,  and  jede  Prim- 
zahl von  einer  der  Formen  88a:  +  1,  9,  15,  23,  25,  31,  47,  49,  71, 
81  ist  von  der  Form  y*  +  22js\ 

4)  Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  120a:  +  11,  29,  59,  101 
ist  von  der  Form  5y^  +  6^8?*. 

Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  120a:  +  13,  37,  43,  67  ist 
von  der  Form  lOy^  +  3;»*. 

Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  120a:  +  1,  31,  49,  79  ist 
von  der  Form  y*  +  30  zK 

Jede  Primzahl  von  einer  der  Formen  120a:  +  17,  23,  47,  113 
ist  von  der  Form  2y^  +  lbjs\ 

5)  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Lagrange  war  der  erste,  welcher  den  Weg  zur  Entdeckung 
derartiger  Sätze  bahnte  (man  sehe  die  Abhandlungen  der  Berliner 
Akademie  vom  Jahre  1775).  Indessen  sind  die  Methoden,  deren  sich 
dieser  bedeutende  Mathematiker  bediente,  nur  in  sehr  wenigen  Fällen 
auf  die  Primzahlen  von  der  Form  4n  +  1  anwendbar.  Die  in  Be- 
zug auf  diese  sich  darbietende  Schwierigkeit  kann  nur  mit  Hülfe  des 
ßeciprocitätsgesetzes,  welches  ich  zuerst  in  den  Abhandlungen  der 
Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  vom  Jahre  1785  angegeben 
habe,  vollständig  beseitigt  werden. 

§  13. 
Andere  Sätze,  die  quadratischen  Formen  der  Zahlen  betreffend. 

233. 
Ist  P  irgend   eine  Zahl,   welche  in  der  Formel  t^  +  cu^  auf- 
geht, und  als  solche  in  dem  quadratischen  Teiler  py^  -{-  2qye  +  f^ 
enthalten,  so  kann  man 

P^pa^  +  2qaß+rß^ 
setzen.    Bestimmt   man   sodann   zwei   Zahlen   a^,  /3^   der  Gleichung 
a/J^  —  ßa9  =  1  gemäfs,  und  setzt  man  ay  -{-  a9z  und  ßy  -{-  fi^g  an 
Stelle  von  y  und  je?,  so  geht  der  quadratische  Teiler 
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Py^  +  2qye  +  r^ 
über  in  die  Form 

Ist  P'  ein  andrer  Teiler,  der  in  derselben  Formel  py^  +  2qy^  +  ^^* 
oder  in  der  ihr  äquivalenten  Py^  +  ^Qv^  rh  -R^^  enthalten  ist,  so 
kann  man 

F'=F^^  +  2QiiV'X^Rv^ 

setzen,  und  dies  giebt: 

Pr^  {Pfi  +.  Qvf  ±  cv\ 
Mithin: 

Sind  P  und  P'  zwei  Teiler  der  Formel  ^*  +  cm*,  welche 
alle  beide  in  einer  und  derselben  quadratischen  Formel 
py^  -\'2qy0  +  rz^  enthalten  sind,  so  ist  ihr  Produkt  PP' 
stets  von  der  Form  t^  +  cu^. 

Sind  umgekehrt  die  beiden  Zahlen  P  und  P'  so  be- 
schaffen, dafs  PP'=  ^* -j- cti*  ist,  wo  t  und  u  prim  zu  ein- 
ander sind,  so  behaupte  ich,  dafs  diese  beiden  Zahlen  zu 
demselben  quadratischen  Teiler  gehören. 

Da  nämlich  t  und  u  prim  zu  einander  sind,  so  müssen  es  u  und 
P  ebenfalls  sein;  man  kann  also  setzen:  t^Py-j-Qn,  wo  y  und  Q 
unbestimmte  Grofsen  sind.     Dies  giebt: 

P'  =  Py«  +  2  Qyu  +  ^f-  u\ 

Da  in  diesem  Ausdrucke  u  und  P  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben,  so  sieht  man,  dafs  Q^  +  c  durch  P  teilbar  sein  mufs.  Setzt 
man  also  ^^  +  c  =  PB,  so  erhält  man: 

P'=^Py^  +  2Qyu  +  Bu\ 

Betrachtet  man  y  und  u  als  unbestimmte  Grofsen,  so  stellt  die 
rechte  Seite  einen  der  quadratischen  Teiler  der  Formel  t^  +  cu^  dar, 
und  es  ist  klar,  dafs  dieser  Teiler  zugleich  P  und  P'  enthält.  Wenn 
also  die  beiden  Zahlen  P  und  P'  so  beschaffen  sind,  u.  s.  w. 

234. 

Jede  Primzahl  Ä,  welche  in  der  Formel  t*  +  cm*  auf- 
geht, kann  nur  zu  einem  einzigen  quadratischen  Teiler 
dieser  Formel  gehören. 

Denn  wenn  die  Primzahl  A  zu  zwei  verschiedenen  quadratischen 
Teilern  gehörte,  so  könnte  man  diese  in  zwei  andere  transformieren, 
in  denen  A  der  Koefficient  des  ersten  Gliedes  wäre  (No.  233).    Sind 


^ 
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Äy^  +  2By0  +  Cz^ 

Atf  +  2B'y0  +  C'0^ 
diese  beiden  Teiler,  so  kann  man  gleichzeitig  Ä>2B  und  >  2i^ 
annehmen;  denn  wenn  2B>A  wäre,  so  müfste  man  y  —  nie  für  y 
setzen  und  m  derart  bestimmen,  dafs  der  Koefficient  von  yg  nicht 
gröfser  als  A  wäre.  Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  hätte  man  stets: 
J52  -  ^C  =  -B'«  -  AC'=  ±  c; 

mithin  wäre  — ~-^ eine  ganze  Zahl,    und  da  A  Primzahl  ist,   so 

müfste  A  in  einem  der  Faktoren  B  -{-  B^,  B  —  B^  aufgehen.  Da 
aber  B  und  JB'  alle   beide   kleiner   als  y  Ay   oder   eins    von   ihnen 

höchstens  gleich  —A  ist,  so  sind  die  Zahlen  5  +  5'  und  B  —  B^ 
kleiner  als  A  und  daher  ist  weder  der  eine  noch  der  andere 
Faktor  durch  A  teilbar,  wofern  man  nicht  B  ^^  B^  annimmt.  Alsdann 
aber  sind  die  beiden  in  Rede  stehenden  quadratischen  Teiler  identisch; 
folglich  kann  die  Primzahl  A,  welche  in  der  Formel  t^  +  ^*^*  *^f' 
geht,  nur  zu  einem  einzigen  quadratischen  Teiler  dieser  Formel  gehören. 

Bemerkung.  Dieselbe  Schlufsfolgerung  würde  gelten,  wenn  Ä 
das  Doppelte  einer  Primzahl,  und  allgemein,  wenn  A  irgend 
eine  Potenz  einer  Primzahl  oder  das  Doppelte  dieser 
Potenz  wäre.  Denn  die  Gleichung  -T—  =  c  läfst  nur  eine  einzige 
Lösung  zu,  wenn  A  von  der  erwähnten  Form  ist,  oder  allgemeiner, 
wenn  A  =  a^-ö"  oder  2a'^%'  ist,  wo  %•  einen  durch  a  nicht  teilbaren 
Teiler  von  c  und  a  eine  Primzahl  bedeutet.  (Siehe  No.  193).  Mii^ 
hin  kann  in  allen  diesen  Fällen,  welche  ziemlich  umfassend  sind,  die 
Zahl  A  nur  in  einem  einzigen  quadratischen  Teiler  der  Formel 
t^  +  cu^  enthalten  sein- 

235. 

Ist  dagegen  A  eine  znsammengesetste  Zahl,  so  kann  es 
mehrere  quadratische  Teiler  der  Formel  t'  +  cu^  geben, 
welche  die  Zahl  A  enthalten. 

Der  quadratische  Teiler  nämlich,  welcher  A  enthält,  kann  dar- 
gestellt werden  durch  die  Formel  -4y^  +  2£y;e?  +  Oj?*,  wo  2B<A 
und  B*  ~  AC  =  +  c  ist.    Da  nun  A  bekannt  ist,  so  kann  man  ffir 

B  jede  Zahl  nehmen,  welche  der  Gleichung  -  7^—  =  e  genügt,  vor- 
ausgesetzt, dafs  diese  Lösung  zwischen  0  und  A  liegt.  Wenn 
ferner  A  ungleiche  und  mit  c  keine  gemeinsamen  Primfaktoren  hat, 
so  besitzt  diese  Gleichung,  wie  wir  bereits  in  No.  193  gesehen  haben, 
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y— *  Losungen,  wobei  i  die  Anzahl  dieser  Faktoren  (aufser  2)  an- 
giebt.     Mithin  giebt  es  ebenfalls  2^~~^  quadratische  Teiler 

Ay^  +  2By0  +  6V 

oder  Formen  von  quadratischen  Teilern ,  welche  Ä  enthalten.  Es 
kann  jedoch  vorkommen,  dafs  mehrere  dieser  Teiler,  auf  den  ein- 
fachsten Ausdruck  reduciert,  nicht  von  einander  verschieden  sind,  so 
dafs  mit  Bücksicht  auf  die  angegebene  Grenze  die  Anzahl  der  die 
Zahl  A  enthaltenden  quadratischen  Teiler  zwar  nicht  grofser  als 
2'""*,  wohl  aber  kleiner  als  2»""*  sein  kann.  Dies  ist  um  so  augen- 
scheinlicher, als  die  Anzahl  der  quadratischen  Teiler  einer  und  der- 
selben Formel  t*  +  cu^  zuweilen  sehr  gering  ist  und  sich  manchmal 
auf  einen  oder  zwei  reduciert,  während  die  Grofse  2* ""  \  welche  die 
Anzahl  der  Werte  von  B  darstellt,  wenn  man  eine  aus  mehreren 
Faktoren  zusammengesetzte  Zahl  A  nimmt,  so  grols  werden  kann 
als  man  will. 

Bemerkung.  Bis  hierher  haben  wir  die  Teiler  der  beiden 
Formeln  t^  -f-  cu*  und  fi  —  cu^  unterschiedslos  betrachtet;  von  nun 
an  werden  wir  uns  in  diesem  Paragraphen  nur  mit  der 
eisten  Formel  fi  -f-  cu^  und  deren  quadratischen  Teilern 
beschäftigen. 

236. 

Jede  Primzahl  A,  welche  von  der  Form  y^  +  ^^*  is*; 
wo  a  eine'  positive  Zahl  bedeutet,  kann  nur  ein  einziges 
Mal  von  dieser  Form  sein,  so  dafs  man  also  nicht  gleich- 
zeitig jl  =  /'*  +  a5f*  und  -4  =*/"*  + agf'^  haben  kann,  wo  jf 
verschieden  von  g  ist. 

Nehmen  wir  an,  dafs  diese  beiden  Formen,  falls  es  möglich  wäre, 
gleichzeitig  stattfänden,  und  daJB  somit 

r  +  ag^^^r+ag", 
oder 

Ware,  so  müfste  /*+/*'  durch  einen  Faktor  von  a  und  f — /"  durch 
einen  andern  Faktor  teilbar  sein.  Ist  also  a  «>  mn,  wo  m  und  n 
zwei  unbestimmte  Faktoren  sind,  so  hat  man: 

f^f'^mh,        f-f'^nTc, 
und  daher: 

Leg«ndre,  Zfthlentheorie  I.  20 


^ 
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Ist  9)  der  gröfste  gemeinschaftliche  Teiler  von  h  und  g'\-  g^  so  kann 
man  setzen: 

/i  =  ft9),  g^g'=vq>, 

so  dafs  man  nur  noch  der  Gleichung 

ftÄ  =  {g  —  g)v 
zu  genügen  hat.     Da  nun  aber  /x  und  v  prim  zu  einander  sind,   so 
mufs 

sein^  wo  ^  eine  neue  unbestimmte  Gröfse  darstellt.     Hieraus  folgt: 


2 


g=-.{v(p  —  ft!^). 


Mithin  ist: 

P  +  ^9^  oder  -4  =«  -j-  (ft^w  +  v*n)  (w^)^  -{-  n^*). 

Da  nun  ^  eine  Primzahl  ist;  so  mufs  der  eine  der  beiden  Faktoren 
auf  der  rechten  Seite,  z.  B.  m/x*  +  nv^,  gleich  4  oder  gleich  2  sein. 
Ist  zuerst  mft*  +  wi/^  =  2,  so  kann  man  weder  ft  =  0  noch 
1;  a=s  0  setzen,  weil  jede  dieser  beiden  Annahmen  die  beiden  Foimen 
f^-^-ag^  und  f'^ -{- ag'^  identisch  machen  würde.  Mithin  besteht 
die  einzige  Art,  dieser  Gleichung  zu  genügen,  darin,  dafs  man  alle 
Zahlen  m,  n,  fi,  v  gleich  der  Einheit  annimmt.  Alsdann  aber  hätte 
man: 

r=  Y  (9  —  ^),       ^'  =  Y  (9>  +  *), 
und  es  würden  somit  /**  +  a^p^  und  /"*  +  ^fl'*  gegen  unsre  Annahme 
nur  eine  und  dieselbe  Form  x  (^^  +  ^)*  "f"  T  (9^  ""  ^)*  darstellen. 

Ist  zweitens  mf*^  +  wv*  =  4,  so  giebt  es,  da  man  ebenfalls 
weder  fi  =  0  noch  v  =  0  setzen  kann,  nur  zwei  Arten,  diese  Glei- 
chung zu  befriedigen,  die  eine,  wenn  man  m  =  w  =  2,  ft  =  t/  =  l  setzt, 
die  andere,  wenn  man  m  =  l,  w  =  3,  ^  =  i;  =  l  setzt.  Der  erste 
Fall  ergäbe  ^  ««  2^)*  +  SV'*;  es  würde  somit  -4  keine  Primzahl  sein. 

Im  zweiten  Falle  erhält  man: 

Diese  letzteren  Werte  können  aber  nur  stattfinden,  wenn  9  und  if 
entweder  alle  beide  gerade,  oder  alle  beide  ungerade  sind;  bei  jeder 
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dieser  beiden  Annahmen  würde  aber  9*  +  3^*  oder*-4.  durch  4  teil- 
bar sein.  Mithin  kann  die  Primzahl  A  in  keinem  Falle  auf  zweierlei 
Weise  durch  dieselbe  Formel  y*  +  ^*  dargestellt  werden. 

Bemerkung.  Wenn  eine  Zahl  A  auf  zwei  yerschiedene  Arten 
durch  die  Formel  y'  -f"  ^^^  dargestellt  werden  kann,  so  ist  diese 
Zahl  notwendig  eine  zusammengesetzte  Zahl,  deren  beide  Faktoren 
sogar  nach  der  Yorhergehenden  Analyse  sich  bestimmen  lassen.  Es 
ist  jedoch  zu  beachten^  dafs  dieser  Satz  nicht  mehr  richtig 
wäre,  wenn  a  eine  negative  Zahl  ist;  denn  nimmt  man  an^  dafs  die 
Gleichung  j1  =  y*  —  a^  eine  Lösung  besitze^  so  besitzt  dieselbe 
unendlich  yiele. 

237. 
Wir  haben  bereits  Gelegenheit  gehabt  zu  bemerken^  dafs   das 
Produkt  der  beiden  ähnlichen  Formeln  a?  +  ^V^}  i>*  +  ^2*  eine  eben- 
solche Formel  giebt,  welche  in  den  beiden  Formen  sich  darstellen 
läfst: 

(jpx  —  aqyf  +  a{py  +  qtxf 

(px  +  aqyy  +  a(py  —  qxf. 

Man  kann  sich  hiervon  durch  die  einfache  Entwicklung  der  beiden 
Grofsen  überzeugen.  Man  kann  jedoch  die  Form  dieser  Produkte 
auch  direkt  finden^  wenn  man  beachtet^  dafs  die  beiden  Faktoren 
^  +  «y*  und  jf  +  03*  gleichbedeutend  sind  mit  den  vier  folgenden : 


^  +  yV-<^,    x  —  yy—a,    p  +  qV—a,    p  —  qY^^a. 

Multipliciert     man    nun    die     beiden    Faktoren    a;  +  y  Y —  a    und 
P  +  q  Y—  a  mit  einander,  so  ist  das  Produkt  gleich: 


px  —  aqy  +  (py  +  qx)  y—a. 
Die  beiden  andern  Faktoren  ergeben  ebenso  als  Produkt: 


px  —  aqy  -  {py  +  qx)Y—  a, 

und  das  Produkt  dieser  Produkte  ist: 

(px  —  aqyy  +  a(py  +  qx^. 

Das  Resultat  würde  dasselbe   sein,   wenn    man   das  Zeichen   von  q 
änderte;  mithin  ist  eine  andere  Form  des  Produkts: 

{px  +  aqyy  +  a{py  -  qxy. 

Diese  Formeln  gelten,  welches  auch  das  Zeichen  von  a  sein  möge. 
Das  Folgende  setzt  aber  voraus,  dafs  a  positiy  sei. 

20* 
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238. 

Wenn  die  Formel  x^  -^^  ay^  eine  zasammengesetste  Zahl  iV  dar- 
stellt, welche  w-mal  von  der  Form  a^  +  ay^  sein  moge^  und  wenn 
P^  -j~  ^^  ^^"^  Primzahl  A  darstellt,  so  sieht  man  nach  der  vorher- 
gehenden Nummer,  dafs  das  Produkt  AN  2m  Formen,  ähnlich  der 
Form  x^  -f*  ^y^  annehmen  kann,  vorausgesetzt  jedoch,  daCs  N  nicht 
teilbar  ist  durch  A.  Man  wird  sogleich  sehen,  warum  wii  diese 
Einschränkung  machen. 

Wenn  die  Primzahl  A  von  der  Form  jp*  +  aq^  ist,  so  ist  das 
Quadrat  der  Zahl  A  einmal  von  der  Form  a^  und  einmal  von  der 
Form  a^  -j"  ^V^  ^^^^  ^^^  ^^^  ^^.ch  den  vorstehenden  Formeln: 

A^  —  {p^  +  aq*y  und  A^  =  (p^ -- a^y  +  a(2 pq^ 
Wenn  demnach  die  zusammengesetzte  Zahl  N  w-mal  von  der  Form 
x^  4-  ay^  ist,  und  wenn  die  Primzahl  A  ebenfalls  die  Form  p^  -j"  aj* 
besitzt,  so  wird  das  Produkt  NA*  3m  Formen  von  der  Art  wie 
X*  -{-  aY*  annehmen  können,  und  unter  diesen  giebt  es  2in  Formen, 
in  denen  X  und  Y  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  A  haben,  und 
m  Formen,  in  denen  sie  einen  solchen  besitzen.  Es  wird  dabei 
ebenfalls  vorausgesetzt,  daEs  A  kein  Teiler  ist  von  N. 

Ist  die  Primzahl  A  immer  von  der  Form  p*  +  ag*,  so  ist  der 
Kubus  von  A  zweimal  von  eben  dieser  Form;  denn  es  ist  A*  von 
der  Form  (p  —  aq^  +  ^(^PO)^)  ^^^  multipliciert  man  diese  Grolse 
mit  (jp*  +  «3'*),  so  ergeben  sich  die  beiden  Formen: 
(p«  —  3apq*y  +  a{3p*q  —  a^f 
{p'+    apq^y  +  aip'q  +  aff. 
Wird  die  letztere  durch  X*  -{'  aY*  dargestellt,  so  sieht  man,  dafs 
X  und  Y  den  gemeinschaftlichen  Teiler  A  haben,  und  dafs  sich  diese 
Form  auf  {pA)*  -|-  a^qJif  reduciert,  also  auf  dieselbe  Form,  als  ob 
man  einfach  p*  +  aj*  mit  A*  multipliciert  hätte. 

Allgemein,   ist  A   eine   Primzahl   von   der  Form  p*  +  ag*,  so 

kann  man 

^»  =  P«  +  aö8 

setzen  und  erhält  zur  Bestimmung  von  P  und  Q  die  Gleichung: 


(j>+3V-«)*=-p+öy=^, 

in  welcher  man  nach  Entwicklung  der  linken  Seite  die  rationalen 
Teile  sowohl  wie  die  irrationalen  Teile  unter  sich  gleichzusetzen  hat 
Nun  ist  aber  auch  -4."  =  -4*  •  A^—\  so  dafs  man,  wenn  man 
A^-^^r^  +  aQl* 
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setzi^  einen  neuen  Wert  von  A*  erhält,  welcher  lautet: 

(Ary  +  aiÄQfy. 

Einen  ähnlichen  Wert  folgert  man  aus  A*  -  A^'-^  u.  s.  w.  Mithin 
giebt  es  ebenso  viele  verschiedene  Formen  X^  +  ^t  F*  für  die 
Potenz  A^y   als   es   in    1  +  y   Einheiten   giebt;   aber   unter  diesen 

Formen  giebt  es  nur  eine  einzige,  in  welcher  X  und  Y  prim  zu  ein- 
ander sind.     In  allen   andern  haben  X  und   Y  der  Reihe  nach  A, 
J}j  Ä^y..,  als  gemeinschaftlichen  Teiler.    Mithin  ist  der  Wert  von  A^ : 
wenn  n  =  2,  einmal  A^  und  einmal  von  der  Form  X^  -^  aY^ 
wenn  w  =  3,  zweimal  von  der  Form  X*  +  aF* 

wenn  n  =  4,  einmal  A^  und  zweimal  von  der  Form  X*  +  a  Y* 
wenn  n  =  5  dreimal  von  der  Form  X*  +  aZ* 

u.  s,  w. 
Da  jeder  Faktor  X*  +  a  Y*,  wenn  man  ihn  mit  einer  Zahl  von 
derselben  Form  multipliciert,  zwei  Resultate  von  eben  dieser  Form 
hervorbringt,  während  X*  allein  nur  eines  giebt,  so  kann  man  all- 
gemein schliefsen,  dafs  das  Produkt  aus  einer  Formel  f^  +  ag^  und 
-4"  »  4"  1  Formen  von  der  Art  wie  x^  +  ay^  annehmen  kann,  welche 
alle  von  einander  verschieden  sind,  vorausgesetzt,  dafs  A  nicht  in 
P  +  ag^  aufgeht. 

Wenn  demnach  JV'  =  «« j3"'  y»"  ...  ist,  wo  a,  ß,  y  . . .  Primzahlen 
und  sämtlich  von  der  Form  p^  +  aq^  sind,  so  ist  die  Zahl  N 
ebenso  oftmal  von  der  Form  x^ -}- ay^,  als  das  Produkt 

4-(n+l)(M'+l)(n"+l)(n'"+l)... 

Einheiten  enthält.  Diese  Zahl  ist  gleich  der  halben  Anzahl  der 
Teiler  von  Nj  oder  gleich  derjenigen,  welche  angiebt,  auf  wie  viele 
Arten  man  die  Zahl  ^in  zwei  Faktoren  zerlegen  kann. 

In  dem  Falle,  wo  (n  -j-  1)  (^'+  1)  •  •  •  ungerade  ist,  wurde  das 
Eesultat  auch  noch  richtig  sein,  wenn  man  nur  den  übrigbleibenden 
Bruch  Y  für  1  rechnet.  , 

Ist  a  =  1,  oder  ist  die  in  Rede  stehende  Form  a^  +  y*,  so 
kommen  der  Faktor  2  und  seine  Potenzen  gar  nicht  in  Betracht  und 
andem  nicht  die  Anzahl  der  Formen  des  Produkts.  Denn  multipli- 
ciert  man  a^  -]-  y^  mit  2,  so  erhält  man  nur  ein  Produkt  von  der- 
selben Form,  und  dieses  ist:  (x  +  yY  +  (^  —  vY- 

239. 
Um  eine  Anwendung  der   allgemeinen  Formel  zu  geben. 
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betrachten  wir  die  drei  Zahlen  5,  13,  17,  welche  alle  drei  Yon  der 
Form  p^  +  g^  sind.     Man  findet  so: 

1)  Das  Produkt  5  •  13  •  17  ist  y  •  2  •  2  •  2  oder  viermal  von  der 
Form  p^  +  gl 

2)  Das  Produkt  5*  -13  ist  y  •  3  •  2  oder  dreimal  von  derselben 
Form. 

3)  Das  Produkt  5*  •  13*  •  17  ist  y  •  3  •  3  •  2  oder  neunmal  von 
dieser  Form. 

4)  Das  Produkt  5*  •  13*  ist  -x-  •  5  •  5  oder  dreizehnmal  die 
Summe  zweier  Quadrate.     Alle  diese  Sätze  sind  leicht  zu  beweisen. 

Das  umgekehrte  Problem,  welches  beim  ersten  Anblick  sehr 
schwierig  erscheinen  könnte,  lost  sich  sehr  einfach,  wenn  man  auf 
das  bei  der  direkten  Lösung  gefundene  Resultat  achtet. 

Es  sei  z,  B.  die  Aufgabe  gestellt,  eine  Zahl  zu  finden,  welche 
dreifsigmal  von  der  Form  |)^  +  ^g*  ist.  Die  einfachsten  Zahlen  dieser 
Form  sind  die  Primzahlen  3,  17,  19,  41,  43, . . .  Bezeichnet  man 
diese  durch  a,  j3,  y, . . .  und  die  gesuchte  Zahl  durch  a"  j8"'  y^'  •  •  •> 

so   mufs   man   bewirken,   dafs   30  =  y  (w  +  1)  {n'+  1)  (»"+  1)  •  •  • 

werde.  Dazu  zerlege  man  60  in  Faktoren,  die  Primzahlen  sein 
können  oder  nicht,  z.  B  in  3  •  4  •  5,  und  vermindere  jeden  Faktor 
um  eine  Einheit.  Dadurch  erhält  man  2,  3,  4  für  die  Werte  von 
n,  n,  n\  Mithin  ist  a^ ß^ y^  eine  der  gesuchten  Zahlen;  es  mufs 
also  z.  B.  3*  •  17'  •  19*  der  Aufgabe  Genüge  leisten. 

Diese  Lösung  ist  von  Fermat  ohne  Beweis  in  seinen  Anmer- 
kungen zum  Diophant  Seite  128  angegeben  worden. 

Der  Satz  in  No.  236,  von  dem  wir  soeben  verschiedene  An- 
wendungen gegeben  haben,  enthält  eine  wesentliolLe  und  sehr 
bemerkenswerte  Sigensoliaft  der  FrimBahlen;  er  läfst  sich  in- 
dessen noch  bedeutend  verallgemeinern,  wie  man  aus  den  folgen- 
den Sätzen  erkennen  wird. 

240. 
Jede   in   der   Formel   fwy*  +  nje?*,   wo  m   und   n   positiv*) 


*)  Die  Zahlen  m  und  n  müssen  prim  zu  einander  sein,  da  mf^  +  ng*  gläch 
einer  Primzahl  ist.  Man  kann  aber  femer  noch  voranssetzen,  dab  m  nnd  n 
keinen  quadratischen  Faktor  haben;  denn  wäre  m  —  m'a',  so  würde  offenbsr 
die  Formel  my*  -^  nz*  in  m'y*  +  ^^*  enthalten  sein.  Anm.  d.  Verf. 
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sixid^  enthaltene  Primzahl  A  läfst  sich  nicht  auf  zwei  ver- 
schiedene  Arten   durch   diese  Formel   ausdrücken^   so   dafs 
man,    wenn    A  =  mf^  +  ^9^    ist,    nicht    zu    gleicher    Zeit 
j1  «m/"2 -(- njF'*,  wo  g   von  g  verschieden  ist,  haben  kann. 
Hätte  man  gleichzeitig: 

A  =  mf^  +  ng'^  =  mf'^  +  ng\ 
so  wurde  hieraus  folgen: 

n  m 

In  dieser  Gleichung  mufs  jede  Seite  eine  ganze  Zahl  sein,  da  m 
und  n  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  Ist  daher  n  =  aß^ 
m  =  yd,  so  kann  man  allgemein  setzen: 

f  +  f'=aMN,        g'+g^yMP 

f-r^ßPQ,        g-g^äNQ, 

und  dies  giebt: 

2f=aMN+ßPQ 

2g  =  yMP-^dNQ, 

somit: 

4m f^  +  4  V  o<ier  4A  =  (ayM^  +  ßdQ^)  {aöN^  +  ßyP^). 

Nun  kann  aber,  da  A  eine  Primzahl  ist,  diese  Gleichung  nur 
bestehen,  wenn  einer  der  Faktoren  der  rechten  Seite  gleich  4  oder 
gleich  2  ist. 

Ist  erstens  uyM*  +  ßdQ^  =  2,  so  bemerke  ich,  dafs  keine 
der  Zahlen  My  N^  P,  Q  gleich  0  angenommen  werden  darf,  weil 
durch  diese  Annahme  die  beiden  Formen  mp  +  ng\  mf^  +  ng'^ 
identisch  werden  würden.  Man  kann  also  der  vorigen  Gleichung 
nur  genügen,  wenn  man  aßyS  «»  1  und  Jlf «»  Q  »s  l  setzt.  Alsdann 
aber  würde  die  Zahl  A  von  der  Form  9'  +  ^  werden,  und  könnte 
dieselbe  mithin  nur  einmal  von  dieser  Form  sein  (No.  236). 

Ist  zweitens  «j/M^  4' /}dQ^  «=  4,  so  kann  diese  Gleichung 
nur  gelten,  wenn  man  aßyS  ^^^^  und  ilf  s»  Q  ss  1  setzt.  Alsdann 
würde  die  Zahl  A  von  der  Form  y^  -f*  3;s^  sein,  und  dies  käme  wie- 
derum auf  den  bereits  in  No.  236  untersuchten  Fall  zurück. 

Mithin  kann  in  allen  Fällen  die  Primzahl  A  nur  auf  eine  Weise 
durch  die  Formel  m^  -{~  ^^  dargestellt  werden. 

241. 
Das  Doppelte   einer  Primzahl  A  kann   ebenfalls   nicht 
auf  zwei  verschiedene  Arten  durch  dieselbe  Formel  my^  +  ne^ 


^ 
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dargestellt  werden,  so  dafs  man,  wenn  2-4.  =  •»/'*  + n^  ist, 
nicht  zu  gleicher  Zeit  2-4  =  w/"*  +  ^^i/ ^  wo  g  von  g  rer- 
Bchieden  ist,  haben  kann. 

Denn  bleibt  alles  wie  beim  vorhergehenden  Satze,  so  gelangt 
man  ebenso  zu  der  Gleichung: 

Damit  aber  diese  Gleichung  bestehen  könne,  mufs  einer  der  Faktoren 
der  rechten  Seite  gleich  2,  gleich  4,  oder  gleich  8  sein,  ohne  dafs 
jedoch  eine  der  Zahlen  M,  JV',  P,  Q  gleich  0  wäre. 

Ist  erstens  ay j!f*  + /Jtf^*  =  2,  so  kann  diese  Gleichung  nur 
stattfinden,  wenn  a^y$^^\  und  M^=^  (i^=^\  ist  Alsdann  aber 
würde  2-4  von  der  Form  y*  +  f?  sein.     Hätte  man  also: 

so  erhielte  man  hieraus: 

^-(^)'+(^'r-(^)'+(^)'- 

Mithin  würde  die  Primzahl  A  zweimal  von  der  Form  y*  +  j&*  sein, 
was  unmöglich  ist  (No.  236). 

Ist  zweitens  ayJlf*  + /Jd^*  =  4,  so  besteht  die  einzige  Art, 
dieser  Gleichung  zu  genügen  (ohne  dafs  man  M  oder  Q  gleich  0 
setzt  oder  a/)yd  durch  eine  Quadratzahl  teilbar  annimmt),  darin,  dafs 
man  a/}yd  <»  3  und  M^=Q^=^\  setzt.  Alsdann  aber  hätte  man 
2A=*P  '\'  3^8^  eine  Gleichung,  welche  unmöglich  ist,  da  die  linke 
Seite  von  der  Form  4n  +  2  ist,  während  die  rechte  stets  entweder 
ungerade  oder  ein  Vielfaches  von  4  ist. 

Ist  drittens  ayJf^ -f" /^^^^  "^  S;  ^^  ^^^  zunächst  leicht  zu 
sehen,  dafs  in  diesem  Falle  a^y8  oder  mn  keine  gerade  Zahl  sein 
kann;  denn  setzt  man  z.  B.  ay  =»  2, /}d »»  3,  so  würde  man  die 
Gleichung  2  Jf*  +  3^*  =  8  erhalten,  welcher  man  nur  dadurch  ge- 
nügen könnte,  dafs  man  jY^bbO  setzt.  Die  andern  geraden  Werte 
von  mn  könnten  nur  2  oder  10  sein;  man  würde  aber  ebenso  er 
kennen,  dafs  sie  unzulässig  sind. 

Es  bleiben  also  nur  die  imgeraden  Werte  von  mn  oder  a^yi 
zu  untersuchen,  wenigstens  diejenigen,  für  welche  die  Summe  der 
beiden  Faktoren  ay  -j-  /3d  nicht  grölser  ist  als  8;  denn  es  ist  die 
Gröfse  ayM}  +  /3ä^  wenigstens  gleich  dieser  Summe,  da  man 
weder  M  noch  Q  gleich  0  setzen  darf. 

.    Da  der  Fall  mn  =»  1    bereits   untersucht  ist,   so   sei  mn  »*  ä 


r 
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Dann  erhält  man  ]\P  -^  3^  =^  8,  eine  Gleichung^  deren  Unmöglich- 
keit augenscheinlich  ist. 

Ist  mn  =  5,  so  erhält  man  M^  -{-  5Q^  =  S,  eine  Gleichung,  die 
ebenfalls  unmöglich  ist. 

Ist  mn  SB  7,  so  erhält  man  M^  -i-  IQ^  '^S.  Diese  Gleichung 
ist  zwar  möglich,  man  erhielte  aber  dann  2A  =  p  -{-  7g^,  und  diese 
Gleichung  ist  unmöglich,  weil  die  rechte  Seite  entweder  ungerade 
oder  ein  Vielfaches  von  8  ist. 

Wegen  des  quadratischen  Faktors  darf  man  nicht  mn  =  9  setzen; 
ebenso  wenig  mn  «=  11  oder  mn  =  13,  da  1  +  H  und  1  +  13 
gröfser  sind  als  8. 

Ist  endlich  mn  =  15,  und  ay  =  3,  /Jd  «=  5,  so  ist  die  Gleichung 
3JM«  +  5Ö*.==  8  möglich.  Alsdann  aber  hätte  man  2Ä  =  f^+15g^ 
oder  2A  —  3/^  +  5flf*,  Gleichungen,  welche  alle  beide  unmöglich 
sind,  da  die  rechte  Seite  entweder  ungerade  oder  ein  Vielfaches 
von  8  ist. 

Mithin  kann  in  keinem  Falle  das  Doppelte  einer  Primzahl  auf 
zweierlei  Weisen  in  der  Formel  my^  +  nz*  enthalten  sein. 

242. 
Jede   Primzahl   P   oder    das   Doppelte   einer   Primzahl, 
welche  in  der  quadratischen  Formel  py*  +  2qyjs  -^2^1^  ent- 
halten  ist,   kann   nur   auf  eine  Weise   durch   diese  Formel 
ausgedrückt  werden,  so  dafs,  wenn  man 
P  =  pr  +  2qfg  +  2ng' 
hat,  nicht  zu  gleicher  Zeit 

sein  kann.    (Man  setzt  stets  voraus,  dafs  p  ungerade  und  2px  —  q^ 
gleich  einer  positiven  Zahl  c  sei.) 

Wir  bemerken  zunächst,  dafs  der  Fall,  wo  P  das  Doppelte  einer 
Primzahl  ist,  leicht  auf  den  Fall  zurückgeführt  werden  kann,  wo  P 
eine  Primzahl  ist.    Denn  ist: 

2Ä^pr  +2qfg    ^2n^ 
2A^pr  +  2qfg+2xg'\ 
80  müssen  f  und  f  gerade  sein.     Setzt  man  also  /*«=  2%,  f  «=  2h' y 
so  erhält  man: 

A  =  2j)A*  +  2qhg   +  7Cg^ 
A  -=  2j)Ä'*  +  2qh'g  \^ng'\ 
Wenn  es  also  unmöglich  ist,  dafs  eine  Primzahl  A  auf  zweierlei 
Weisen  in  einer  und  derselben  quadratischen  Formel  enthalten  sei, 
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so  ist  es  gleichfalls  unmöglich,  dafs  das  Doppelte  2Ä  derselben  durch 
die  quadratische  Formel,  welche  2A  enthält,  auf  zwei  Arten  aus- 
gedrückt werden  könne.  Umgekehrt,  wenn  der  Satz  für  den  Fall 
P  =  2A  bewiesen  wäre,  so  würde  er  es  'auch  für  den  Fall  P«=^  A 
sein.  Aus  diesem  Grunde  reicht  es  hin,  einen  von  diesen  Fällen  zu 
betrachten. 

Es  sei  also  A  eine  Primzahl,  welche  in  der  Eormel 

py^  +  ^9.y^  +  2«;?*, 
die  man  als  einen  der  quadratischen  Teiler  der  Formel  f  +  cu*  an- 
sehen kann,  enthalten  ist.     Setzt  man: 

A=pr  +  2qfg  +  2ng\ 
und  substituiert  mau,  nachdem  man  p  und  ^  der  Gleichung 

gemäfs  bestimmt  hat,  fy  +  Pz  und  gy  +  (fz  an  Stelle  von  y  und  z 
in  die  Formel  py^  -j-  2qyz  +  2%}^^  so  wird  diese  Formel  von  der 
Form: 

Af  +  2Byz  +  Cz\ 
wobei  AC —  B^  ^=^  c  ist 

Wenn  demnach  die  Zahl  A  auf  zwei  verschiedene  Weisen  in  der 
gegebenen  Formel  py^  +  2qyz  +  2nz^  enthalten  wäre,  so  müfst« 
man  der  Gleichung 

A  =  Ay^  +  2Byz  +  Gz' 

genügen  können,  ohne  da£s  man  z  =*Q  setzt.  Multipliciert  man  diese 
Gleichung  mit  Ay  so  ergiebt  sich: 

A^  =  {Ay  +  Bzf  +  cz\ 
oder: 

A^  -  {Ay  +  Bzf  =  cz^. 

Ist  c  a=  mn^  wo  m  und  n  zwei  unbestimmte  Faktoren  sind,  so  kann 
man  setzen: 

A  +  Ay  +  Bz  =  mM 

A  —  Ay  —  Bz  =  nNy 
wodurch  die  aufzulösende  Gleichung  übergeht  in: 

Dieser  Gleichung  genügt  man  aber  allgemein,  wenn  man 

M  =  Afi*,       N  =  Ai/*,      z  =  Afiv 
setzt,  wo  ft  und  v  prim  zu  einander  sind.    Man  erhält  also: 

J.  +  -4y  +  BX^v  =  mAfi* 

ul  —  jly  —  Bkijkv  —  nAv*, 


r 
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und  hieraus  folgt: 

Dieses  Resultat^  welches  gilt^  wie  beschaffen  auch  A  sein  möge^ 
zeigt,  dafs,  wenn  irgend  eine  Zahl  Ä  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  einer 
und  derselben  quadratischen  Formel  py^  +  2qy0  +  2jt0^  enthalten 
ist,  das  Doppelte  2A  derselben  das  Produkt  von  zwei  Faktoren  Xy  m  ist^ 
von   denen  der  eine  a>  die  Form  my^  +  nz^  (wo  mn  =  c)  besitzt, 

A 
der  andere  k  kleiner  als  —=■  ist. 

Vi 

Ist  jetzt  A  eine  Primzahl^  so  kann  man,  weil  man  von  dem 
Falle  c  5=  1  absehen  darf,  weder  A  =  -4  noch  A  =  2-4  setzen;  mithin 
mufs,  da  A  ein  Teiler  von  2A  ist,  k  gleich  1  oder  gleich  2  sein. 
Man  erhält  daher 

entweder  A  «=  m/t^  +  nv* 

oder       2A  =  mfi^  +  nv*. 

Ist  erstens  J.  =  Wfi*  +  ^^S  so  ist  die  Primzahl  A  in  der 
Formel  m'j^  -^  nz^  enthalten,  und  diese  ist  einer  der  quadratischen 
Teiler  der  Formel  t*  +  cuK  Da  jedoch  eine  und  dieselbe  Primzahl 
nicht  zu  zwei  verschiedenen  quadratischen  Teilern  derselben  Formel 
fi  +  ^***  gehören  kann,  so  folgt  daraus,  dafs  die  Formel  my^  +  nz^ 
mit  der  gegebenen  Formel  py^  +  ^QV^  +  2«^?^  zusammenfallen  mufs. 
Nun  haben  wir  aber  (No.  240)  bewiesen,  dafs  die  Primzahl  A  nur 
einmal  von  der  Form  tny^  -{-  nz^  sein  kann;  mithin  kann  sie  auch 
nur  einmal  die  äquivalente  Form  py^  +  2qyz  +  Säjp*  biesitzen. 

Ist  zweitens  2-4  =  mfi*  +  nt/*,  so  gehört  die  Zahl  2-4  zu  dem 
quadratischen  Teiler  my^  +  nz\  Da  jedoch  die  Zahl  -4  in  dem  Teiler 
py^ -^  2qyz -{- 2jtz^  enthalten  ist,  so  folgt,  dafs  2-4  in  dem  kon- 
jugierten Teiler  2py^  +  2gyjEr  -f  jtjs*  enthalten  isi  Da  2-4  nicht  zu 
zwei  verschiedenen  quadratischen  Teilern  gehören  kann,  so  mufs  also 
die  Formel  2py^  +  2qyz  +  n:z^  mit  my^  +  nz^  identisch  sein.  Wenn 
es  aber  zwei  Lösungen  der  Gleichung 

A  —  py^  +  2qyz  +  2nz^ 
gäbe,  so  würde  es  auch  zwei  Lösungen  der  Gleichung 
2A  =  2py^  +  2qyz  +  xz^, 

und  somit  auch  zwei  Lösungen  der  mit  dieser  identischen  Gleichung 
2-4  ■=»  my^  +  m^  geben.     Dies  ist  aber  unmöglich  (No.  241). 

Demnach  läfst  sich  die  Primzahl  A  nicht  auf  zwei  verschiedene 
Arten  durch  dieselbe  Formel  py^  +  2qyz  +  2ä^  ausdrücken.  Also 
;^ede  Primzahl  P  u.  s.  w." 
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243. 
Bemerkung.    Der  vorhergehende  Satz  und  auch  die  Sätze 
der   No.  240   und   241    erleiden   in   drei  Fällen   eine  Aimnahme, 
nämlich: 

1)  Wenn  der  quadratische  Teiler  von  der  Form 

piß  +  2i?yj?  +  27ti?  oder  einfach  py^  +  rz^ 
ist^  was  2  ^=  0  voraussetzt. 

2)  Wenn  er  von  der  Form 

py^  +  ^ay^  +  2«^ 

ist,  was  ^  =  22  voraussetzt. 

3)  Wenn  er  von  der  Form 

ist,   was  r  =  j)  voraussetzt. 

Denn  es  ist  ersichtlich,  dafs  in  diesen  verschiedenen  Fallen  jede 
Art,  eine  gegebene  Zahl  P  durch  einen  von  diesen  Teilern  darzu- 
stellen, unmittelbar  eine  zweite  liefert. 

1)  Genügt  man  z.  B.  der  Gleichung  P  =  py^  +  n?^  indem  man 
^  s=s  fn,  j?  =  n  setzt,  so  genügt  mau  ihr  ebenfalls,  wenn  man  y^^m 
und  jei  =  —  n  setzt,  und  dies  ist,  streng  genommen,  eine  verschie- 
dene Losung. 

2)  Wird  die  Gleichung  F '^  py^  •\' 2qyz -{-iqs?  dadurch  be- 
friedigt, dafs  man  y  ^^^m  und  ß  ^=^n  setzt,  so  kann  man  ihr  auch 
genügen,  wenn  man  y  =  i»  und  x?  =  —  m  —  n  setzt 

3)  Wird  die  Gleichung  P  =  py^  +  2qyz  +  pz^  dadurch  befrie- 
digt, dafs  man  j^  <»  m  und  js;  «»  n  setzt,  so  wird  ihr  auch  genügt, 
wenn  man  y  =^n  und  z  ^=m  setzt. 

Zur  Abkürzung  werden  wir  diejenigen  quadratischen  Teiler, 
welche  zu  einem  dieser  drei  Fälle  gehören,  ambige  (bifides) 
quadratische  Teiler  oder  einfach  ambige  Teiler  nennen;  zugleich 
aber  wollen  wir  festsetzen,  dafs  die  beiden  Losungen,  welche 
zusammengehören,  und  von  denen  die  eine  aus  der  andern  ifl 
derselben  Weise  entsteht,  nur  als  eine  Lösung  betrachtet  werden 
sollen.  Alsdann  sind  die  vorhergehenden  Sätze  vollständig  allge- 
mein und  sie  erleiden  keine  Ausnahme. 

244. 
Jede  Primzahl  A^  welche  in  der  quadratischen  Formel 
py^  +  gy^ß? -j- fjE?*,  deren  Koefficienten  ungerade  sind,  enthalten 
ist,  kann  darin  nur  auf  eine  Weise  enthalten  sein,  mit  Aus- 
nahme des  selbstverständlichen  Falles,  wo  zwei  der  Zahlen 
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p,  Qy  r  einander  gleich  sind.    (Es  wird  stets  Yoransgesetzt;  dafs 
4pr  —  g*  gleich  einer  positiven  Zahl  c  sei). 

Wir  haben  bereits  in  No.  221  gesehen,  dafs  die  Formel 

die  drei  folgenden  einschliefst: 

Apy^  +  2qiyz  +  r^ 
{p  —  q  +  r)y^  +  (4j)  —  2g)  j/^  +  Apz\ 
Mithin  mufs  die  Primzahl  A  zu  einer  von  diesen  Formeln  gehören. 
Werden  dieselben  aber  auf  die  gewohnliche  Form  gebracht,  in  welcher 
zwei  Eoefficienten  gerade  sind,  so  folgt  aus  dem  vorigen  Satze,  dafs 
die  Zahl  A  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Formel,  zu  welcher 
sie  gehört^  enthalten  sein  kann.  Mithin  kann  sie  nur  auf  eine  Weise 
durch  die  gegebene  Formel  py^  +  qyz  +  r»^  dargestellt  werden, 
anfser  im  Falle  der  ambigen  Teiler,  von  denen  wir  absehen. 

Anmerkung.  Die  vorhergehenden  Sätze,  die  sich  auf 
die  Zahlen  P  =  -4,  P=2-4,  welche  entweder  Primzahlen  oder  das 
Doppelte  von  Primzahlen  sind,  beziehen,  finden  in  gleicher  Weise 
Anwendung  auf  die  Zahlen  von  der  Form  P=-4*,  P=2i4*, 
wo  Tc  ein  beliebiger  Exponent  ist.  Denn  bei  diesen  Formen  kann 
ebenso  wie  bei  denen,  wo  t  =  1  ist,  die  Zahl  P  nur  zu  einem  ein- 
zigen quadratischen  Teiler  der  Formel  i^  +  cv?  gehören  (siehe  No.  234). 

245. 

Es  sei  P  eine  roBainmengesdlste  Zahl,  welche  entweder 
angerade  oder  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist. 
Nimmt  man  an,  dafs  P  ein  Teiler  der  Formel  fi -{- cu^,  und 
dafs  somit  P  in  einem  oder  mehreren  quadratischen  Teilern 
dieser  Formel  enthalten  sei,  so  behaupte  ich,  dafs  P  durch 
diese  quadratischen  Teiler  stets  auf  2*~*^  verschiedene  Arten 
dargestellt  werden  kann,  wo  i  die  Anzahl  der  ungleichen 
Primfaktoren  bedeutet,  welche  in  P  aber  nicht  in  c  auf- 
gehen. 

Da  nämlich  P  ein  Teiler  der  Formel  fi  +  cm*  ist,  so  ist  es  auch 

ein  Teiler  der  Formel  x^  +  ^;  und  die  Gleichung  — —^  =  e  besitzt 
80  viele  Losungen,  als  2'-^  Einheiten  enthält  (siehe  No.  193).  Sind 
0;  Q\  ö";  •  •  •  diese  verschiedenen  Werte  von  x^  welche  kleiner  als 

Y P  sind,  und  sind  zugleich  22,  iT,  Ii%  ...  die  entsprechenden  Werte 
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Ton  — y—>  so  kann  man  aus  diesen  Zahlen  die  Formeln  bilden: 
Fy'  +  2Qye  +  Be* 
Py*  +  ^Öfye  +  Re^. 
Py'  +  2^'y«  +  iz"«* 

U.    8.    W., 

in  denen  P  beständig  dasselbe  ist,  and  die  sämtlich  quadratische 
Teiler  der  Formel  fi  +  cu*  sind. 

Ist  py^  +  Sgy^e?  +  ^^  einer  der  Teiler  dieser  Formel,  und  zwar 
in  seiner  einfachsten  Gestalt^  und  ist  in  diesem  die  Zahl  P  entl^alten, 
so  kann  man  also 

P  =  pr  +  2qfg  +  rg' 

setzen.  Bestimmt  man  sodann  f^  und  5^  der  Gleichung  fg^  —  /^^=  1 
gemäfs  und  setzt  man  fy  +  f^z  an  Stelle  von  y  und  gy  +  ^z  an 
Stelle  von  0,  so  geht  die  Formel 

py^  +  2qyz  +  r> 
durch  diese  Substitution  über  in 

Py^  +  2My0  +  Nz^, 
und  man  erhält: 

M=^pfr  +  q  ifff  +  rg)  +  r^// 

Ferner  kann  man  immer  f^  und  g^  derart  annehmen^  dafs  M  kleiner 
oder  nicht  grofser  als  y^  ^®^*  I^&i'ft^s  erkennt  man^  daCs,  wenn 
M  nach  und  nach  jeder  der  Zahlen  Q,  Qf,  Qf\  . .  •  gleich  werden  soll 
(und  dies  ist  notwendig,  da  jeder  quadratische  Teiler 

Py'  +  2Qyz  +  B^, 
nachdem  er  auf  die  einfachste  Form  gebracht  ist,  mit  einem  der  durch 

py*  +  2sy^  +  rz^ 
dargestellten  Teiler  übereinstimmen  mufs),  die  Werte  von  f  und  g 
sich  auf  ebenso  viele  Arten  müssen  ändern  können,  als  es  Zahlen 
Q,  Q\  Qf\  "'  giebt,  d.  h.  auf  2—*  Arten,  wo  t  die  Anzahl  der 
ungleichen  und  ungeraden  Primfaktoren  ist,  welche  in  P  aber  nicht 
in  c  aufgehen. 

Mithin  ist  die  Zahl  P  auf  2'~~^  verschiedene  Arten  in  den  qua- 
dratischen Teilern  der  Formel  t^  +  ^<**  enthalten. 

246. 
Wenn   der  quadratische  Teiler  py'  +  2qyz  -{-rz^  nur  allein 
zu  einer  und  derselben  Gruppe  von  linearen  Teilern  gehört, 
so  müssen  die  2'"'^  Formen,  von  denen  eben  die  Rede  war,  in  diesem 
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eiiien  Teiler  enthalten  sein;  es  giebt  daher  in  diesem  Falle  2*~^ 
yerschiedene  Arten^  der  Gleichung 

zu  genügen.    Es  ist  dies  ein  bemerkengwertes  Beenltat,  das  yer- 
dient^  an  einem  Beispiel  bestätigt  zu  werden. 

Die  Formel  fi  +  69  t*«  hat  der  Tafel  IV  zufolge  die  Primzahlen 
5,  7,  13,  17,  19  ...  zu  Teilern;  mithin  ist  z.  B.  das  Produkt  5.7.17 
oder  595  ein  Teiler  derselben  Formel.  Da  dieser  Teiler  von  der 
Form  276a;  -{-  43  ist,  so  zeigt  dieselbe  Tafel,  dafs  er  in  dem  qua- 
dratischen Teiler  7y*  +  2yz  +  lOje?*  enthalten  sein  mufs,  und  da 
dieser  Teiler  der  einzige  seiner  Art  ist,  und  zugleich  die  in  ihm  ent- 
haltene Zahl  595  aus  drei  ungleichen,  ungeraden  Primfaktoren  zu- 
sammengesetzt ist,  so  mufs  dem  vorhergehenden  Satze  zufolge  595 
auf  2*-A  oder  4  Arten  in  der  Formel  7y*  +  2y0  +  10;ef*  enthalten 
sein.    In  der  That,  bringt  man  die  Gleichung 

595  «=  7y«  +  2y0  +  10^?* 
auf  die  Form: 

(7y  +  ^)«  =  4165  — 69;?«, 

und  giebt  man  sf  die  aufeinanderfolgenden  Werte  0,  1,  2,  3,  .  . .,  so 
findet  man  die  folgenden  Losungen: 

g=>l  ,      y  =  9 

6  5 

'  ■  •  •  [-1 

Es  giebt  also  drei  Werte  von  0,  von  denen  einer  zu  zwei  Werten 
von  y  gehörig  und  somit  giebt  es,  übereinstimmend  mit  unserm  Satze, 
yier  Losungen  der  gegebenen  Gleichung. 

Bemerkung  1.  Dieselben  Ausnahmen,  die  wir  in  No.  243  an- 
gegeben haben  fQr  den  Fall,  wo  P  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte 
einer  Primzahl  ist,  finden  in  gleicher  Weise  statt,  wenn  P  eine  zu- 
sammengesetzte Zahl  ist.  Sie  beziehen  sich  indessen  alle  auf  die 
ambigen  Teiler,  so  dafs  man  von  ihnen  absehen  kann. 

Bemerkung  2.  Wenn  eine  ungerade  Zahl  P  Teiler  der  Formel 
?  +  cu^  isty  in  welcher  c  von  der  Form  8n  +  3  ist,  und  wenn  somit 
P  in  dem  quadratischen  Teiler  py^  -{-  qyg  -{-  re^^  dessen  Eoefficienten 
imgerade  sind,  enthalten  ist,  so  beweist  man  wie  oben,  daCs  die  Zahl 
P  auf  2^~^  yerschiedene  Arten  in  den  quadratischen  Teilern  der 
Formel  fi  -J~  ^^^  enthalten  ist,  wobei  i  die  Anzahl  der  ungleichen 
Primfaktoren,  welche  in  P  aber  nicht  in  c  aufgehen,  bedeutet. 
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Hiervon  giebt  es  keine  Ausnahme,  auch  nicht,  wenn  r  »=  9  wäre, 
vorausgesetzt,  daCs  man  die  Lösung  y=^m,  jEr  =  n  der  Gleichung 

als  nicht  verschieden  von  der  Losung  y«=W;  jer  =  —  m^n  betrachtet 

247. 
Ist  c  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl, 
so    kann   jede    in   einem   quadratischen   Teiler  der   Formel 
fi -{' cu^   enthaltene  Zahl  N  nur  auf  eine  Weise  darin  ent- 

halten  sein,  so  lange  nicht  N>  yC  ist. 

Zum  Beweise  suchen  wir  die  Bedingungen  dafür,  dafs  die  Zahl  K 
zweimal  in  dem  quadratischen  Teiler  py*  +  2qye  +  rs^  enthalten 
sei.  Alsdann  wQrde  man,  wenn  man  py  -{-  q0  ==>  x  setzt^  die  beiden 
Losungen  erhalten: 

pN  =  a:*  +  cjß?*  =  x^  +  c^'^- 

1)  Ist  e  «=  j?,  so  kann  man  nicht  zugleich  x  ^=^  x  setzen^  da 
alsdann  y  ^^y  sein  und  die  beiden  Lösungen  nur  eine  ausmachen 
würden.    Man  kann  jedoch  a;'  =  —  x  setzen  und  dies  giebt: 

pCy  +  yO  +  Sg^e^-o. 

Da  die  Zahl  c  =  j)r  —  g*  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer 
Primzahl  ist,  so  werden  die  Zahlen  p  und  2  9  prim  zu  einander  sein 
oder  nur  2  zum  gemeinsamen  Teiler  haben. 

Im  ersten  Falle  kann  man  der  Gleichung 

i>(y  +  y)  +  2«ißf  =  0 

nur  dadurch  genügen,  dafs  man 

y  +  y  =  2wg,      z=  ^  mp 
setzt.     Man  hat  also  dann: 

N  =  py^  —  2qmpy  +  rwV  =  JP  [(y  —  ^qY  +  cm^]  5 
folglich: 

N>pcm^, 
oder  allgemein: 

N>pc. 

Da  die  Fälle  jp "»  1  und  jp  «»  3  nur  eine  und  dieselbe  Losniig' 
geben,  so  ist  wenigstens  j)  »p*  5.    Damit  demnach  N  zweimal  in  dem- 
selben quadratischen  Teiler  enthalten  sei,  mufs  N>5c  sein. 

In  dem  zweiten  Falle,  in  welchem  p  gerade  ist,  erhält  man, 
wenn  man  j>  <»  2dr  setzt,  die  Gleichung 

Ä(y  +  yl  +  qe  =  o. 

Man  genügt  derselben  allgemein,  wenn  man 

j5  =  — Am,      y  +  y'  — jm 
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setzt.     Daraus  folgt: 

2f  =  2ity^  —  2qnym  +  rn^rn^  =  ^[(2^  —  qm)^  +  cw^J; 
mithin: 

oder  allgemein: 

Da  man  weder  j)  =  2  noch  jp  ■=  4  setzen  kann,  weil  sich  hieraus 
an  und  für  sich  keine  zwei  Lösungen  ergeben,  so  ist  der  kleinste 

3 

Wert,  welchen  p  haben  kann,  gleich  6,  und  dies  giebt  2V>-^c. 

2 

2)  Ist  0  >  0,  80  mufs,  weil  alsdann  x^  —  x^  ==  c(/^  —  z^)  ist, 
einer  der  beiden  Faktoren  x  -]-  x,  x  —  x  der  linken  Seite  durch  c 
teilbar  sein,  und  da  das  Vorzeichen  von  x'  beliebig  ist,  so  kann  man 
X  -^  X  '^cu  setzen.    Daraus  folgt: 


X  — 

x'  = 

£1 

-z*                 1         .    ^»  —  e* 

and: 

Np  = 

=  -^C»tt« 

+  ^^'*4-.o+r-'T 

Mithin  ist: 

Np>\^u\ 

oder  allgemein: 

Np>^<?, 

und  da  p  <  Vy« 

;  ist, 

so 

ergiebt  sich: 

Q 

Diese  Grenze  ist  gleich  yC,  wenn  c  =  48,  und  sie  ist  gröfser, 

sobald  c  grofser  ist  als  48.  Untersucht  man  femer  alle  Fälle,  in 
denen  c  <  48  ist,  so  begegnet  man  keiner  Ausnahme  Yon  dem  oben 
aufgestellten  Satze.    Demnach  kann  man  allgemein  behaupten,  dafs, 

wenn  N<,—c  ist,   die  Zahl  N  nur  einmal  in  einem  quadratischen 

Teiler  der  Formel  f  +  cu^,  in  welcher  c  eine  Primzahl  oder  das 
Doppelte  einer  Primzahl  ist,  enthalten  sein  kann. 
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§  14. 

Über  die  Hülfsmittel  zur  Bestimmimg  einer  PrimzaU,  welche  gröürar 
jst  als  eine  gegebene  Zahl. 

248. 
Ist  M  eine  Zahl,  die  zwei  oder  mehrere  Male  in  der  Formel 
jpy*  +  2qyz  +  r^*  enthalten  ist,  so  dafs  man 

Jlf  =  jpa«  +  22a/3  +  rß^  =jpy«  +  22y*  +  r** 
hat,  so  wird,  wenn  man  alles  mit  p  multipliciert  und  wie  gewohnlich 
jpr  —  2*  =  c  setzt: 

(i>«  +  aß?  +  cß'  =  (py  +  qsy  +  cd\ 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  c  oder  yC  eine  Primzahl  sei,  oder 

dafs  wenigstens,  wenn  eine  oder  die  andere  Zahl  das  Produkt  zweier 
Faktoren  ist,  einer  dieser  Faktoren  auch  in  p  und  q  enthalten  ist^ 
so  kann  die  vorstehende  Gleichung  nur  stattfinden,  wenn 

jp«  +  ?/*  +  (py  +  ?*) 

durch  c  teilbar  ist.     Ist  daher: 

Py  +  ?*  =  +  (pa  +  ff/S  —  ex), 
so  erhält  man,  wenn  man  einsetzt  und  durch  c  dividiert,  die  Gleichung: 
(a)  ß*  +  2(pa  +  qß)x  —  ca^~  d\ 

Allemal,  wo  diese  Gleichung  möglich  ist,  d.  h.  allemal,  wenn  man 
einen  von  0  verschiedenen  Wert  von  x  finden  kann,  fftr 
welchen  die  linke  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  wird, 
ergiebt  sich,  dafs  die  Zahl  M  oder  die  Hälfte  derselben 
keine  Primzahl  ist. 

249. 
Wenn  die  Gleichung  (a)  nur  fär  o;  »=  0  möglich  ist^  so  darf  mao 
noch  nicht  schlief sen,  dafs  die  Zahl  M  oder  die  Hälfte  derselben 
eine  Primzahl  sei.  Wenn  jedoch  in  eben  diesem  Falle  der  auf  die 
Formel  fi  +  cw*  bezügliche  quadratische  Teiler  jpy*  +  2qy0  +  ^^ 
der  einzige  seiner  Art  ist,  so  dafs  eine  in  ihm  enthaltene  Zahl  zu 
keinem  andern  quadratischen  Teiler  derselben  Formel  fi  +  c«'  ge- 
hören kann,  oder  mit  andern  Worten,  wenn  der  quadratische  Teiler 
py*  -j~  ^Sy^  +  ^^'  ^^^  allein  zu  einer  und  derselben  Gruppe  von 
linearen  Teilern  gehört,  wovon  man  in  den  Tafeln  IV,  V,  VI  und  VII 
mannigfache   Beispiele    sieht,    so    behaupte    ich,    dafs   man   daraas 
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flchliefsen  kami;  dafs  die  Zahl  M  oder  die  Hälfte  derselben  eine 
PrimzaU  ist^  abgesehen  von  einer  Ausnahme;  die  wir  angeben  werden. 

1)  Denn  ist  die  Zahl  M,  welche  in  der  Formel  x 

py^  +  2qy0  +  rts^ 

enthalten  ist^  durch  zwei  Primzahlen  teilbar,  welche  verschieden  und 
Nichtteiler  von  c  sind,  so  haben  wir  bereits  gesehen  (No.  246), 
dafs  M  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  der  Formel  py*  +  ^iV^  +  ^^^ 
enthalten  ist,  da  diese  die  einzige  ihrer  Art  ist  Mithin  hat  alsdann 
die  Gleichung  (a)  mindestens  zwei  Lösungen. 

2)  Ist  die  Zahl  M  gleich  einer  geraden  Potenz  der  Primzahl  a, 
oder  ist  M  =  a^",  so  gehört  die  Zahl  M  zu  dem  quadratischen  Teiler 
J/*  +  cg\  Denn  setzt  man  in  diesem  Teiler  y  =  a*  und  0  gleich 
einer  geraden  Zahl,  so  erhält  man  dieselbe  lineare  Form  4:CX  -^  a, 
welche  der  Zahl  M  zukommt.  Nun  setzt  man  aber  voraus,  dafs  die 
Unearen  Formen,  in  denen  M  enthalten  ist,  nur  einem  einzigen  qua- 
dratischen Teiler  py*  +  2gyjef  +  rz*  entsprechen;  mithin  ist  dieser 
Teiler,  in  welchem  M  enthalten  ist,  nichts  andres  als  y^  +  ^^  ^^^^ 
der  ihm  äquivalente  y^  +  ^V^  +  (^  +  1)^«  Nun  bemerke  ich,  dafs 
die  Zahl  M,  welche  durch  /**  +  <^9^3  wo  f  und  g  zu  einander  prim 
sind,  ausgedrückt  ist,  auch  durch  die  einfache  Formel  y^  dargestellt 
werden  kann^  wjenn  man  ys=y  =  a",  jEfs=0  setzt  Und  obwohl  dieser 
letztere  Ausdruck  nicht  der  Regel  gemäfs  ist,  weil  man  y  und  0 
immer  prim  zu  einander  annehmen  mufs,  so  bleibt  es  doch  nicht 
minder  richtig,  dafs  man  p  4~  ^9^  "^  y*  setzen  kann,  und  dafs  somit 
die  Gleichung  (a)  aufser  der  Lösung  o;  «=  0  noch  eine  andere  besitzt, 
welche  d  =  0  ergiebt 

3)  Ist  die  Zahl  Jlf  =  a*'»+i,  wo  a  eine  Primzahl  ist,  so  gehören, 
wie  man  leicht  sieht,  a  und  M  zu  demselben  quadratischen  Teiler. 
Denn  ist  ay*  +  2ßy0  +  7^  der  quadratische  Teiler,  welcher  a  ent- 
halt, und  setzt  maft  y  ^^  a"^  und  0  gleich  einem  Vielfachen  von  2  c, 
80  wird  dieser  Teiler  von  derselben  linearen  Form  4ca;  -f-  a,  von 
welcher  «*"»+*  oder  M  ist  Nach  Voraussetzung  giebt  es  aber  nur 
einen  ein:ägen  quadratischen  Teiler,  welcher  der  Gruppe  von  linearen 
Formen,  in  welcher  M  enthalten  ist,  entspricht  Mithin  ist  dieser 
Teiler  py^  +  2gyjEf  +  r0^  identisch  mit  dem  Teiler  ay*  +  2ßy0  -f-  yfi'. 
Dieser  enthält  aber  immer  zwei  Darstellungsweisen  von  M,  eine,  in 
welcher  y  und  0  prim  zu  einander  sind,  die  andere,  in  der  man 
y  -B  «w  und  JE? »« 0  setzt  Mithin  würde  die  Gleichung  (a)  diesen 
beiden  Ausdrücken  zufolge  ebenfalls  zwei  Lösungen  haben. 

21* 


1 


324  Zweiter  Hauptieil. 

4)  Ist  M'^2a*^f  so  zeigt  man  in  ähnlicher  Weise^  dafs  die 
Zahl  M  zu  dem  quadratischen  Teiler  2y*  +  2yg  +  (    2~~)  ^*  S^^^^ 

falls  c  ungerade y  und  zu  dem  Teiler  2y^  +  Y^f  ^^^'^  ^  gerade  ist. 

In  beiden  Fällen  läfst  sich  die  Zahl  M  stets  auf  zwei  Arten  durch 
diesen  Teiler  darstellen;  mithin  besitzt  die  Oleichung  (a)  zwei  Lö- 
sungen. 

5)  Ist  die  Zahl  J!f=2a*'"+^,  so  zeigt  man  ebenfalls  auf  die- 
selbe Weise,  dafs  die  Zahl  M  zu  demselben  quadratischen  Teiler  wie 
2  a  gehört,  und  dafs  somit  dieser  Teiler  dargestellt  werden  kann  durch 
2ay^  +  2ßye  +  yje?*.  Es  giebt  daher  mindestens  zwei  Arten,  der 
Gleichung  M  =  py^  +  2qy0  +  rz^  zu  genügen,  und  demgemäfs  min- 
destens zwei  Lösungen  der  Gleichung  (a), 

250. 
Aus  der  Untersuchung  aller  dieser  Fälle  scheint  hervorzugehen, 
dafs  man,  wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  (a)  nur  für  o;  «=»  0  ein 

Quadrat  werden  kann,  schliefisen  könnte,  dafs  die  Zahl  M  oder  ylf 

eine  Primzahl  sei.  Indessen  mufs  man  den  Fall  ausnehmen,  wo  M 
einen  Primfaktor  a,  der  in  c  nicht  enthalten  ist,  und  mehrere  andere 
ß,  yy  . . .,  die  auch  in  c  Vorkommen,  besitzt.    Denn  alsdann  kann  die 

Gleichung  — ^—  =  e  nur  eine  Lösung  haben,  und  die  Zahl  M  konnte 

nur  auf  eine  Weise  durch  die  Formel  |?y*  -f-  2qyz  -f-  ri?  dargestellt 
werden.    Wenn  aber  einerseits  der  quadratische  Teiler 

vy^  +  2gyie;  -j-  n?, 
welcher  M  enthält,  der  einzige  seiner  Art  ist,  wenn  andererseits  tl 
mit  c  keinen  Teiler  gemeinsam  hat  und  die  Gröfse 

^2  +  2Cpa  +  giS)a:  — ca;^^ 
welche  mit  Hülfe  des  Wertes  Jlf  =  |)a*-f-  2gaj8 -|- r/J*  gebildet  ist, 
nur  für  rr  *»  0  einem  Quadrate  gleich  sein  kann,  so  läfst  sich  mit 
Sicherheit  aus  diesen  Bedingungen  der  Schlufs  ziehen,  daüs  die  Zahl 
M.  oder,  falls  sie  gerade  ist,  die  Hälfte  derselben  eine  Primzahl  ist 

251. 
Nimmt  man  nun,  nachdem  dieses  festgestellt  ist,  ffir  a  und  /3 
irgendwelche  zu  einander  prime  Zahlen,  so  kann  man  die  folgenden 
Resultate,  die  wir  aus  mehreren  andern  analogen  in  unsem  Tafeln 


r 
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befindlichen  ausgewählt  haben^  als  ebenso  viele  Sätze  betrachten.  Sie 
geben  verschiedene  allgemeine  Formeln;  in  denen  jede  in  ihnen  ent- 
haltene Zahl  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl  ist, 
sobald  die  Bedingungs-Formel  nur  fClr  o;  <=»  0  ein  Quadrat  sein 
kann,  und  zu  gleicher  Zeit  sowohl  M  und  c  als  auch  a  und  ß  prim 
zu  einander  sind. 


BedingnngB-Formel. 

Fonnel  der  Primcahlen. 

/»«+    2(     «+    (i)x- 

13«« 

«»+    2a/3  +  14/S» 

/!»+    2(     a+    ß)x- 

37«» 

«»+    2«/S  +  38/3» 

^+    6(     a+    ß)x- 

57«» 

3«»+    6«/J  +  22/J» 

^+    6(     a+    ß)x- 

93«» 

3«»+    6a/J+^34^ 

ß'+    6(5«+    ß)«>- 

141«» 

15«»+    6«/S  +  10/3» 

/P+    2(na  +  lß)x- 

193«» 

11«»+  14«/S  +  22/S« 

/P+    2(2a+    ß)x- 

11«» 

«»+      «^+    3/3» 

ß'+    2(2«+    ß)x- 

19«» 

«»+      «^+    5/3» 

/P  +    2(  2«  +    ß)x  - 

43«» 

«»+      «^+11^» 

/J*+    2(2«+    ß)x- 

67«» 

«»  +      «/}  +  17/3» 

^+    6(2«+    ß)x- 

123«» 

3«»  +    Saß  +  11/3» 

^+    2(2«+    ß)x- 

163«» 

«»  +      «/3  +  41/3» 

^  +  10(2«+    ß)x^ 

235«» 

5b»  +    5«/3  +  13/3» 

/P+    2«»-    10«» 

«»  +  10/3» 

/J»+    2««-    22a* 

«» +  22/J» 

/P+    2««—   58«* 

«» +  58/3» 

/P  +  10aa5—    70«» 

5«»  +  14/3» 

/»»+    6««— 102«» 

3«»  +  34/3» 

^  +  10««  —  190«» 

5a»  +  38/3» 

252. 

Um  sich  zu  vergewisseru,  ob  die  Gröfse  ß^  '{'2(pa  +  qß)x  —  cx^ 
nur  dann  ein  Quadrat  sein  kann,  wenn  rr  «=  0  ist;  mufs  man  ver- 
suchsweise för  X  alle  ganzzahligen  Werte  setzen,  welche  zwischen  den 
beiden  Wurzeln  der  Gleichung  /J*  +  2(pa  +  qß)x  —  cx^  :=zO  liegen. 

Die  Anzahl  dieser  Versuche  ist  also  im  Allgemeinen  gleich  —  ypM, 
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wo  M  die  Zahl  pa^  +  2ja/J  +  rß^  ist,  deren  Beschaffenheit  man 
bestimmen  will.  Die  vorteilhafteste  Formel  oder  diejenige,  welche 
die  wenigsten  Versuche  erfordert,  ist  also  die,  in  welcher  unter  sonst 
gleichen  Umständen  p  am  kleinsten  und  c  am  gröfsten  ist. 

Betrachtet  man  z.  B.  die  Formel  «^  +  «^  +  41 /J*,  oder  vielmehr, 
um  sie  mit  der  allgemeinen  Formel  py^  +  2jyief  +  rt?  in  Überein- 
stimmung zu  bringen,  die  Formel  2«^^  +  2a/J  +  82^*,  so  ist  die  An- 
zahl der  Versuche,  vermöge  deren  man  sich  Gewifsheit  darüber  ver- 
schafft, ob  die  Zahl  ^=  a*  +  «^  +  41^^  eine  Primzahl  ist,  gleich 

i^  oder  ungefähr  -^^N. 

Die  Formel  5a^  +  38/3%  welche  der  Zahl  c  «»  190  entspricht^ 
ist  noch  vorteilhafter,  wenigstens  wenn  man  a  ungerade  nimmt. 
Denn  setzt"  man  ^=  5a*  +  38 /J*,  so  ist  die  Anzahl  der  Versuche 
gleich: 

Nimmt  man  femer  in  dieser  zweiten  Formel  an,  dals  auch  ß,  ebenso 
wie  a,  ungerade  sei,  so  kann  die  Gröfse  /J*  +  lOax  —  190rc*  nicht 
von  der  Form  8w  +  1  und  daher  auch  kein  Quadrat  werden,  wofern 
man  nicht  x  von  der  Form  Ak  oder  4ib  —  a  annimmt.  Da  somit  die 
Formen  4A;  -f*  2,  4X;  -('  ^  ausgeschlossen  sind,  so  reduciert  sich  die 

Anzahl  der  Versuche  auf  ■örl/-^« 

253. 

Schliefslich  kann  man  bemerken,  dafs,  je  kleiner  jp  ist,  um  so 
kleiner  die  Grenze  von  x  wird.  Nach  allen  diesen  Betrachtuugen 
dürfte  die  einfachste  Art,  eine  Primzahl,  welche  grofser  als 
eine  gegebene  Grenze  L  ist,  zu  finden,  die  folgende  sein: 

Nachdem  man  a  «=  1  gesetzt  hat,  nehme  man  fOr  ß  eine  un- 
gerade Zahl,  welche  gröfser  als  Y~m  ^^^  ^^cht  teilbar  durch  5  ist 
Dann  ist  die  ungerade  Zahl  5  -f-  38/3*  gröfser  als  die  gegebene 
Grenze  L,  Diese  Zahl  hat  mit  190  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler. 
Um  also  zu  erfahren,  ob  N  eine  Primzahl  ist,  bleibt  zu  untersuchen, 
ob  es  einen  von  0  verschiedenen  Wert  von  x  giebt,  welcher  die  Grolse 
ß^  +  10^  —  190a^  zu  einem  Quadrat  macht  Die  Werte  von  a?,  mit 
denen  man  den  Versuch  anzustellen  hat,  sind  die  sämtlichen,  sowohl 
positiven   wie   negativen,   Zahlen   von   der  Form   4Jc  oder  4&  -j-  3, 
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welche  kleiner  als  ——-  sind.    Wenn  für  keine  dieser  Zahlen  die  in 
yido 

Bede    stehende  Grofse   gleich   einem  Quadrat  ist^   so   folgt   daraus^ 

daCs  die  Zahl  5  -|-  38/3*  eine  Primzahl  ist. 

£&  sei   z.  B.   die  Aufgabe   gestellt,   nach    dieser  Methode  eine 

Primzahl  zu  finden ,   welche  gröfser  als  1000000  ist.     Dazu  nehme 

man  ß  ungerade  und  >  1/ — rr —  an.  Setzt  man  /S  =  163,  so  mufs 
man  nachsehen,  ob  man  der  GleichuDg 

26660  +  10a:  —  190a;«  =  y^ 
genügen  kann.    Die  Werte  von  x,  mit  denen  der  Versuch  anzustellen 
ist,  sind  nur  — 1,  3,  +4,  — 5,  7,  +8,  —9,  11,  und  da  keine  von 
diesen  die  linke  Seite  zu  einem  Quadrat  macht,  so  folgt  daraus,  dafs 
die  Zahl  5  +  38/)^  =  1009627  eine  Primzahl  ist. 

264. 
Bei  komplicierteren  Beispielen  würde  man  leicht  die  Anzahl  der 
Versuche  noch  verringern  können,  wenn  man  auf  die  Reste  achtet, 
welche  die  Quadrate  bei  der  Division  durch  3,  durch  7,  oder  durch 
irgend  eine  andere  Primzahl  übrig  lassen,  und  diejenigen  Werte  von 
X  ausschliefst,  welche  diese  Beste  nicht  geben  können.  Nimmt  man 
z.  B«  /}  as  $hy  so  würde  man  finden,  dafs  x  keine  der  vier  Formen 
9*  +  3,  9*  +  4,  9Ä  +  6,  9*  +  7   haben  kann,   wodurch  sich  die 

Anzahl  der  Versuche  auf  —  der  Gesamtzahl  reducieri    Wäre 

/»  -=  22Ä  +  1, 
80  waren  die  aaazuschliefsenden  Werte  x  •=•  llk-\-  1,  6,  S,  d,  10, 
und   die  Anzahl   der  Versuche  würde  sich  auf    -^  der  Gesamtzahl 

reducieren.  Durch  Kombination  dieser  beiden  Annahmen,  d.  h.  wenn 
man  ß  =>  66m  +  2l  nimmt,  würde  sich  die  Anzahl  der  zu  probie- 
renden Werte  von  x  auf  -^  •  -—  oder  -r^  der  Gesamtzahl,   welche 

wigefihr  gleich   -gg-l/Z   ist,   reducieren   und   nur   gleich  "^^1/^ 

werden. 

Es  sei  z.  B.  /3  =»  681.     Um  zu  erfahren,  ob  die  Zahl 
5  +  38/S«  =  17622923 
eine  Primzahl  ist,  myls  man  nachsehen^  ob  man  der  Gleichung 
463761  +  10a;  -  190si?  =  ^ 
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genügen  könne.     Dem  zufolge,  was  wir  eben  gefunden  haben,  reda- 
eieren  sich  die  zu  probierenden  Werte  von  x  auf  die  folgenden: 
11,  27,  35,  36,  44,  47,  —  4,  -  8,  —  9,  — 17,  -  28,  -  37, 

—  40,  -  44. 

Der  Wert  35  giebt  nun  :  y  =  481;  mithin  ist  die  in  Rede  stehende 
Zahl  keine  Primzahl. 

Ist  ferner  ß  «»  747,  so  erhält  man  den  Ausdruck: 
558009  +  10a?  —  190a;2, 
in  welchem  man  für  x  jede  der  folgenden  Zahlen 

11,  27,  35,  36,  44,  47,  --  4,  -  8,  -  9,  -  17,  -  28,  -  37, 

—  40,  -  44,  —  52,  —  53 

zu  setzen  hat.  Da  man  findet,  dafs  für  keine  dieser  Zahlen  die 
Grofse,  um  welche  es  sich  handelt,  eine  Quadratzahl  ist,  so  folgt 
daraus,  dafs  die  Zahl  21204347  eine  Primzahl  ist 

255. 

Nach  diesen  Prinzipien  kann  man  in  befriedigender  Weise  die 
Gründe  dafür  angeben,  warum  gewisse  Formeln  eine  ziemlich 
grofse  Reihe  von  Primzahlen  einschliefsen  (siehe  Einleitung 
No.  XX). 

Z.  B.  findet  man  aus  der  Tafel  (No.  251),  dafs  die  Formel 
a«  +  a  +  41 
gleich  einer  Primzahl  sein  muiB  jedesmal,  wenn  die  Grofse 

l  +  (4a  +  2)aj-  163a;» 
nur  für  o;  «=»  0  eine  Quadratzahl  sein  kann.  Nun  sieht  man  auf  den 
ersten  Blick,  dafs  diese  Grofse  weder  ein  Quadrat  noch  auch  eine 
positive  Zahl  sein  kann,  so  lange  4a  -f-  2  <  163  oder  a  <  40  ist 
Setzt  man  also  der  Reihe  nach  a  »»  0,  1,  2,  3,  . . .  bis  39,  so  müssen 
alle  Werte,  welche  sich  dadurch  für  a»  +  a  +  41  ergeben,  Prim* 
zahlen  sein. 

Man  sieht  ebenso  aus  der  Tafel  in  No.  251,  dafs  die  Formel 
a^  -f*  ^S  ^^^  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  solchen  darstellt^ 
sobald  l'^2ax  —  b%(X?  keine  Quadratzahl  sein  kann  (aufser  fär 
X  =  0).  Nun  ist  klar,  dafs  diese  Grofse  kein  Quadrat  sein  kann,  so 
lange  x  unter  29  liegt.  Mithin  erkennt  man  von  vornherein,  dab 
die  29  ersten,  in  der  Formel  a^  -f  58  enthaltenen  Zahlen  Primzahlen 
oder  das  Doppelte  von  Primzahlen  sein  müssen. 

Ebenso  verhalt  es  sich  mit  den  19  ersten  in  der  Formel  5^  +  38 
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enthaltenen  Zahlen,  da  die  Gröfse  1  +  lOax  —  190a^  kein  Quadrat 
sein  kann^  so  lange  a  unter  19  liegt. 

Bemerkung.  Die  Aufgabe,  eine  Primzahl  zu  bestimmen,  welche 
grofser  als  eine  gegebene  Zahl  ist,  ist  in  diesem  Paragraphen  nicht 
vollständig  gelosi  Wir  haben  nur  verschiedene  Formeln  angegeben, 
bei  denen  es,  wenn  man  eine  in  ihnen  enthaltene  Zahl,  welche  grofser 
als  die  gegebene  Grenze  ist,  willkürlich  annimmt,  schon  sehr  wahr- 
scheinUch  ist,  dafs  diese  Zahl  eine  Primzahl  ist.  Um  sich  aber  voll- 
ständige Gewifsheit  darüber  zu  verschaffen,  muls  man  Versuche  an- 
stellen, die  um  so  langwieriger  sind,  je  beträchtlicher  die  in  Frage 
kommende  Zahl  ist.  Überschreitet  die  Gröfse  der  Zahl  gewisse 
Grenzen,  so  kann  es  vorteilhafter  sein,  die  im  folgenden  Paragraphen 
angegebenen  Methoden  zu  befolgen. 


§  15, 

Anwendung  der  vorigen  Satze,  um  za  ermitteln,  ob  eine  gegebene 
Zahl  Primzahl  ist  oder  nicht. 

256. 

Da  die  Primzahltafeln,  welche  man  bis  heute  konstruiert  hat, 
nicht  sehr  weit  sich  erstrecken,  so  wäre  es  für  die  weitere  Vervoll- 
kommnung der  Zahlentheorie  wünschenswert,  dafs  man  eine  prak- 
tische Methode  fände,  mittelst  deren  man  in  Kürze  entscheiden  kgnnte, 
ob  eine  gegebene,  die  Grenzen  der  Tafeln  überschreitende  Zahl  Prim- 
zahl ist  oder  nichi  So  lange  aber  diese  Methode  noch  nicht  ge- 
funden ist,  wird  es  angebracht  sein  zu  zeigen,  welche  Hülfs mittel 
zur  Losung  dieses  besonderen  Problems  man  aus  den  bis- 
her entwickelten  Sätzen  ableiten  kann. 

'Wir  haben  bereits  gesehen,  dafs,  wenn  die  gegebene  Zahl  Ä  von 
der  Form  a"  +  1  ^s*;  ^^^^  wenn  sie  auch  nur  ein  Teiler  dieser  Formel 
ist,  jede  in  Ä  aufgehende  Primzahl  von  der  Form  nx  -{-  l  oder,  falls 
n  eine  ungerade  Zahl  ist,  von  der  Form  2nx  -{-  l  sein  mufs.  Denn 
vare  sie  nicht  von  dieser  Form,  so  würde  sie  in  der  kleineren  Zahl 
ä"  +  1,  in  welcher  v  ein  ungerader  Teiler  von  n  ist,  aufgehen.  Hat 
man  also  alle  Zahlen  a*  +  1;  welche  diese  Bedingung  erfüllen,  unter- 
sucht, und  geht  keiner  ihrer  Primfaktoren  in  A  auf,  so  ist  man 
sicher,  dafs  die  Teiler  von  A  nur  von  der  erwähnten  Form  na?  -|-  1 
oder  2nx  +  l  sein  können,  und  wenn  n  ungerade  ist,  so  müssen 
nicht  nur  die  Teiler  von  A  von  der  Form  2nx  -{-  1  sein,  sondern 
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sie  müssen  auch  eine  der  linearen  Formen  haben,  welche  den  Teilern 
yon  t^  +  au^  zukommen.  Da  diese  Forcen  aus  unsem  Tafeln  bekannt 
sind  (wenigstens  so  lange  a  die  Grenzen  derselben  nicht  übersteigt), 
so  kann  man,  durch  Verbindung  dieser  beiden  Bedingungen,  die  Anzahl 
der  unterhalb  y A  liegenden  Primzahlen,  mit  denen  man  yersacha- 
weise  A  dividieren  mufs^  bedeutend  verringern.  Von  dieser  Methode 
haben  wir  bereits  in  §  5  Beispiele  gegeben;  wir  fügen  noch  die 
beiden  folgenden  hinzu. 

257. 
1)  Betrachten  wir  die  Zahl: 

2»ß  —  1  =  (2«  —  1)  .  1082401, 
und  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  alle  Teiler  des  Paktors  1082401  «=  A 
zu  finden,  so  kann  diese  Zahl,  da  sie  durch  2^  —  1  «»  31  nicht  teilbar 
ist,  zu  Teilern  nur  Zahlen  von  der  Form  50a?  +  1  haben.  Da  femer 
die  Zahl  A  ein  Teiler  der  Formel  2'^  —  2  ist,  und  diese  die  Form 
t^  —  2u*  besitzt,  so  müssen  die  Teiler  von  A  von  der  Form  8«  + 1 
oder  von  der  Form  8n  +  7  sein.  Nun  enthält  die  Form  50«  +  1 
die  vier  andern: 

200a? +1,  51,  101,  151. 

Schliefst  man  daher  die  zweite  und  dritte,  welche  mit  den  Formen 
8»  +  1  oder  8n  +  7  nicht  vereinbar  sind,  aus,  so  bleiben  für  die 
Teiler  von  A  nur  die  beiden  Formen 

200ic+l,      200a; +151 

übrig.  Die  in  diesen  Formen  enthaltenen  Zahlen,  welche  Y^  ^^'^^ 
übersteigen,  sind: 

151,  201,  861,  401,  551,  601,  751,  801,  951,  1001. 

Werden  hiervon  diejenigen  ausgeschlossen,  welche  keine  Primzahlen 
sind,  so  bleiben  nur  die  vier  Zahlen 

151,  401,  601,  751 
übrig,  und  mit  diesen  mufs  man  versuchen,  A  zu  dividieren. 

Die  Division  geht  weder  bei  151,  noch  bei  401,  wohl  aber  bei 
601  auf,  und  zwar  erhält  man  1801  zum  QuotientezL  Folglich  ist  A 
keine  Primzahl.  Was  den  Quotienten  1801  anlangt,  so  ist  derselbe 
notwendigerweise  eine  Primzahl;  denn  wäre  er  es  nicht,  so  mü&te 
er  sich  durch  eine  Zahl  dividieren  lassen,  die  kleiner  als  }^1801 
wäre.  Dies  ist  aber  unmöglich,  da  die  kleinste  Zahl,  welche  in  i 
aufgeht^  601  ist.    Mithin  ist  einfach  ^  »  601  -  1801. 
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2)  Betrachten  wir  die  Zahl: 

2«'— 1  =  (2^-1).  262657, 

und  stellen  wir  nns  die  Aufgabe,  die  Teiler  der  Zahl  A  =  262657 
zu  finden,  so  können  wir  uns  leicht  dayon  überzeugen,  dafs  diese 
Zahl  durch  keine  von  denen  teilbar  ist,  welche  in  2'  ~  1  oder 
2^—1  aufgehen.  Mithin  sind  diese  Teiler,  faUs  es  deren  giebt,  Yon 
der  Form  54rc  +  !•  Da  femer  A  selbst  ein  Teiler  von  2*®  —  2  ist, 
so  sind  die  Teiler  von  A  ebenfalls  von  der  Form  f  —  2  m*,  und  so- 
mit von  einer  der  Formen  8n  -|~  1  und  8n  -f*  '7*  Kombiniert  man 
also  diese  beiden  Formen  mit  der  Form  tAx  -{-  1,  so  erhält  man  die 
beiden  Formen: 

216a? +1,        216a; +  55, 

und  diese  enthalten  unterhalb  der  Grenze  YA  <»  512  nur  die  fünf 
Zahlen: 

55,  217,  271,  433,  487. 

Scheidet  man  von  diesen  die  zusammengesetzten  Zahlen  aus,  so 
bleiben  nur  die  drei  Zahlen  271,  433,  487  übrig,  und  da  keine  von 
diesen  drei  Zahlen  in  262657  aufgeht,  so  folgt  daraus  mit  Sicherheit, 
dafs  262657  eine  Primzahl  ist. 

258. 

Überhaupt  versuche  man,  wenn  irgend  eine  Zahl  A  gegeben 
ist,  diese  Zahl  oder  eines  ihrer  Vielfachen  auf  die  Form  t^  +  au^  zu 
bringen,  in  welcher  die  Zahl  a  so  klein  wie  möglich  ist  und  die 
Grenzen  der  Tafeln  nicht  übersteigt.  Dazu  muls  man  die  Quadrat- 
wurzel sowohl  aus  A  wie  aus  einigen  von  seinen  Vielfachen, 
iA,  ^Aj  4iA, .  • .  ausziehen  und  es  so  einrichten,  dafs  der,  positive 
oder  negative,  Rest  von  der  Form  au^  wird,  wo  u^  die  gröfste 
Qnadratzahl  ist,  durch  welche  sich  dieser  Rest  teilen  läfst. 

Sobald  man  A  oder  allgemein  hA  auf  die  Form  fi  +  ^^'  8^~ 
bracht  hat,  ist  man  sicher,  dafs  die  Teiler  von  A  unter  den  lineAn 
Formen  der  Teiler  von  t^  +  au^  enthalten  sind.  Und  da  durch  diese 
linearen  Formen  die  Hälfte  der  Primzahlen  ausgeschlossen  wird,  so 
wird  die  Anzahl  der  Teiler,  mit  denen  man  die  Division  der  Zahl  A 
zn  versuchen  hat,  sa  oftmal  um  die  Hälfte  verringert,  als  man  für  A 
oder  JcA  verschiedene  Formen  i^  -{-  au*  gefunden  hat  Giebt  es 
also  m  zwischen  1  und  YÄ  enthaltene  Primzahlen,  und  ist  i 
die  Anzahl   der    in  Frage   kommenden   Formen    fi  +  au\    so    hat 


^ 
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man  nur  noch  mit  y--)  *  ^  Primzahlen  den  Versuch  zu  machen,  um 

sich  Gewifsheit  darüber  zu  verschaffen,  ob  A  eine  Primzahl  ist  oder 
nicht. 

259. 
Man  kann  endlich  noch  ein  Hülfsmittel  angeben,  das  sehr  häufig 
zum  Ziele  fuhrt.    Es  besteht  darin,  dafs  man  YÄ.  oder  y2A,  Y3Ay,.. 

in  einen  Kettenbruch  verwandelt.  Ist  nämlich  allgemein  - — g^ 
ein  aus  der  Entwicklung  von  yicÄ  hervorgehender  vollständiger 
Quotient  und  —  der  diesem  Quotienten  entsprechende  Näherungs- 
bruch, so  ist  (No.  30): 

±D=p^  -kA^    oder    JcAq^^p'  +  D. 
Demnach  sind  die  Teiler  von  A  auch  Teiler  von  f^  +  D  oder  all- 
gemein von  f^  +  Dt**,  nämlich  von  i^  +  Dm*,  wenn  der  vollständige 
Quotient  von  gerader,   und  von  t^  —  Dw*,  wenn  er  von   ungerader 
Ordnung  ist. 

Bei  dieser  Rechnung  ist  die  Zahl  D  niemals  gröfser  als  iYkÄ, 
sondern  meistens  bedeutend  kleiner;  mithin  kann  man  auf  diesem 
Wege  ziemlich  einfache  Formeln  t^  +  •^***  kennen  lernen,  von  denen 
die  Paktoren  von  A  Teiler  sein  müssen.  Und  wenn  der  Fall  ein- 
tritt, dafs  man  zwei  denselben  Wert  von  D  enthaltende  Formeln 
t^  +  Dt*^,  t^  —  Du^  findet,  so  folgt  daraus,  daCs  A,  welches  in  beiden 
aufgeht,  auch  in  ^*  -f"  ^'^  aufgeht,  und  dafs  somit  die  Teiler  von  Ä 
selbst  von  der  Form  y*  +  je?*  und  von  der  linearen  Form  ix-^-l 
sein  müssen,  wodurch  die  Rechnung  sehr  gekürzt  wird. 

260. 
Diese  Prinzipien  wollen  wir  auf  die  Zahl  333667  «=  il  an- 
wenden. Durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel  findet  man  zunächst 
J#=  577*  +  82  .  3*.  Mithin  ist  A  von  der  Form  t^  +  82u\  und 
ihre  Teiler  müssen  zu  der  Zahl  derer  gehören,  welche  dieser  Formel 
zukommen.  Um  andere  Formen  zu  finden,  suchen  wir  Vielfache 
von  A  zu  zerlegen.     So  erhalten  wir  z.  B. 

SA  =  1001001  =  (1001)2  _  10(10)^ 
also   eine  Gröfse   von   der  Form  fi  —  10  w^     Demnach   müssen  die 
Teiler   von   A   eine   von   denjenigea   Formen  besitzen,    welche   den 
Teilern  von  t^  —  10  w*  zukommen.    Diese  beiden  Formen  würden  be- 
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reits  die  PrimzahleD;  die  man  als  Teiler  tob  A  zu  versuchen  hat^ 
und  die  kleiner  als  ]/j4  oder  577  sein  müssen,  auf  den  vierten  Teil 
reducieren.  Da  jedoch  die  Rechnung  immer  noch  ziemlich  lang 
werden  würde,  so  suchen  wir  neue  Formen  mit  Hülfe  der  Entwick- 
lung in  einen  Eettenbruch.  Diese  Entwicklung  liefert  folgende  voll- 
standige  Quotienten: 

VÄ+0        VA+611       1/Ä  + 161       VA+  266       VA+ SSI 
1  ^  ISS        ^  417        '  643        '  286        ' 

yZ+471       >^+311       |/Z+296       }/Ä+  619       YA+  429^ 
391        '  606        '  407        '     ~      168        '  947       ^' 


yÄ+  618       YÄ+  617       YÄ+  446       VÄ+  642 
69         '  962        '  141        '  288        ' 


U.   S.  W, 


Hieraus  ersieht  man,  dafs  die  Teiler  von  A  auch  Teiler  der  Formeln 

i*  4-  738m«  oder  t^  +  82ti^    fi  —  417M^    t^  +  643w^  u.  s.  w. 
sein  müssen.    Die  einfachsten  dieser  Formeln  sind  t^  +  82f**,  t^  —  69m*, 
und   fi  -j-  2u^]    denn   auf   diese   letztere   reduciert   sich   die   Formel 
t^  +  288%*,    welche    unmittelbar    durch    das    Glied    D  =  288    ge- 
geben ist. 

Fügt  man  zu  diesen  Formen  die  bereits  gefundene  t^  —  lOw* 
hinzu,  so  ist  man  im  Stande,  die  Anzahl  der  noch  übrigbleibenden 
Versuche  bedeutend  zu  verringern.  Da  nun  zunächst  die  Teiler  vqn 
t^  +  2tt*  von  der  Form  8w  +  1  oder  8n  +  3  und  die  von  fi  —  10m* 
von  einer  der  Formen  40a;  +  1,  3,  9,  13,  27,  31,  37,  39  sind,  so 
bleiben,  wenn  man  von  diesen  diejenigen  Formen,  welche  nicht  von 
der  Form  8w  -|-  1  oder  8»  +  3  sind,  ausscheidet,  nur  die  Formen 
übrig: 

40a?  +  1,  3,  9,  27. 

Sacht  man  jetzt  alle  in  diesen  Formen  enthaltenen  Primzahlen  bis 
zu  577,  welches  j/^  ist,  so  findet  man: 
1,  3;  4i,  43,  67,  83,  89,  107,  163,  227,  241,  281,  283,  347,  401, 
409,  443,  449,  467,  481,  521,  523,  547,  563,  569. 
Scheidet    man    hiervon    diejenigen    aus,    welche    nicht    Teiler    von 
?  —  69u^   sein   können,    und   dies   erkennt   man   leicht   (Tafel   III) 
mittelst  der  Formen  21 6  x  +  a,  welche  diesen  Teilern  zukommen,  so 
bleiben  die  folgenden  übrig: 

1,  83,  89,  107,  163,  227,  281,  401,  409,  467,  521,  547,  563,  569. 
Wirft  man  endlich  von  diesen  letzteren  diejenigen  weg,  welche  nicht 
Teiler  der  Formel  f  -|-  8^m*  sein  können,  oder  welche  nicht  von  der 
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diesen  Teilern  zukommenden  Form  32Sx  +  «  sind  (Ta|el  VI),  so 
hat  man  nur  noch  mit  folgenden  sieben  Primzahlen  den  Yersach 
anzustellen  * 

83,  107,  163,  401,  409,  467,  569. 

Nun  geht  aber  keine  von  diesen  Zahlen  in  333667  auf;  mithin  ist 
333667  sicher  eine  PrimzahL 

Man  würde  die  Anzahl  der  Versuche  noch  weit  mehr  verringert 
haben,  wenn  man  bemerkt  hätte,  dafs,  da 

3^  —  1001001  —  10«  +  10»  +  1  =  jj^ 

ist,  die  Teiler  von  Ä  auch  in  10^  —  1  aufgehen  und  somit  von  der 
Form  18  a;  +  1  sein  müssen.  Wir  haben  indessen  zeigen  wollen,  wie 
man  verfahren  müsse^  wenn  man  nichts  weiter  von  der  Natur  der  za 
untersuchenden  Zahl  weifs. 

261.  ' 
Es  sei  femer  die  Zahl  10091401  »=  J.  zu  untersuchen.  Nach 
dem  allgemeinen  Satze  müfste  man  die  Division  durch  sämtliche 
Primzahlen,  welche  kleiner  als  Yä  d.  h.  kleiner  als  3176  sind,  ver- 
suchen. Um  jedoch  die  Anzahl  dieser  Versuche  zu  verringern,  suchen 
wir  mit  Hülfe  der  Kettenbruchentwicklung  von  Yä  sogleich  die  ver- 
schiedenen Formeln  fi  +  -^^*;   ^^^  denen  A  ein  Teiler  sein  mufe. 

Ist       ^     der  allgemeine  Ausdruck  des  vollständigen  Quotienten,  so 

sind  die  durch  diese  Rechnung  gelieferten  Werte  von  D  der  Reihe 
nach: 

D=    1,      4425  =  177.5*,  1928  =  482  •  2«,         1709, 

2189        ,  3033  =  337  •  3^  2872  =  718  •  2\  2511  =  31  •  9«, 

3755        ,    384=     6.8«,  5585,  437, 

3648  =  57-8*,    2619    ,    2495,         183, 

2019    ,  720  =  5  .  12«  ,    2963,  152  =  38  •  2*, 

2061  =  229-3«,    365    ,  480  =  30-4«,     1119, 

3415,    2712  =  678  •  2«,  2525  =  101  •  5«,  3789  =  421  •  i\ 

184  =  46  .  2«,  u.  s.  w. 

Hieraus  erhält  man  bereits  mehrere  ziemlich  einfache  Formeln,  tob 
denen  Ä  ein  Teiler  sein  mufs.    Diese  Formeln  sind: 

<«  +  31ti«,    ^«+    6w«,    <«  — 57w«,    <«  +  5tt«, 
<«  +  38f*«,    <«-30u«,    <«-4^ii«. 
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Es  ist  jedoch  zu  beachten;  dafs  die  Formel  t^  — ■  30u^  nichts  weiter 
aussagt,  als  die  beiden  vorhergehenden  ^*  +  6tt*  und  ^  +  5w^;  denn 
ist  eine  Primzahl  ein  Teiler  von  <^  +  6w*  und  von  t^  +  5w*,  so  ist 
sie  auch  ein  Teiler  von  t^  —  30 w*.  Ebenso  ist  die  Formel  /*  +  38w* 
als  in  den  beiden  vorhergehenden  t^  -{-  &u^  und  t^  —  57 w^  enthalten 
zu  betrachten.  Es  bleiben  daher  von  den  sieben  vorstehenden  Formeln 
nur  fQnf  von  einander  verschiedene  übrig.  Da  eine  jede  von  ihnen 
die  Anzahl  der  Versuche  auf  die  Hälfte  zu  reducieren  vermag,  so 
kann  diese  Anzahl  durch  Kombination  derselben  auf  den  zweiund- 
dreÜBigsten  Teil  verringert  werden.  Hierdurch  reduciert  sich  die 
Anzahl  der  Versuche  od6r  die  Anzahl  der  Primzahlen,  welche  kleiner 
sind  als  Y^i  ^^  ungefähr  gleich  454  ist,  auf  14  und  die  Rechnung 
wird  praktisch  durchführbar.  Man  hätte  auch  noch  die  Berechnung 
der  Werte  von  JD  weiter  fortsetzen  können,  wodurch  man  die  neuen 
Formeln  t^  —  55M^  t^  —  97w*,  t*  +  3w*,  von  denen  A  ein  Teiler 
sein  muTs,  erhalten  hätte.  Mit  Berücksichtigung  aller  dieser  Hülfs- 
*  mittel  erhält  man  die  sämtlichen  linearen  Formen,  welche  den  Teilern 
von  A  zukommen,  in  folgender  Weise: 

1)  Die  Teiler  von  t^  +  3w*  sind  allgemein  von  der  Form  6rc+  1, 
und  diese  enthält  die  vier  Formen  24a;  +  1,  7,  13,  19  in  sich. 

2)  Von  diesen  vier  Formen  können  nur  zwei  Teiler  von  t^-{-Qv? 
sein,  nämlich  24a?  +  1  und  24a;  +  7. 

3)  Diese  letzteren  enthalten,  mit  Bezug  auf  die  Vielfachen  von 
5  betrachtet,  die  acht  Formen  in  sich:  120a;  +  1,  7,  31,  49,  73,  79, 
97,  103.  Scheidet  man  von  diesen  diejenigen  aus,  welche  nicht  in 
^  4~  ^^  aufgehen  können,  so  bleiben  die  vier  Formen  übrig: 

120a;  +  1,  7,  49,  103. 

Die  in  diesen  Formen  enthaltenen  Primzahlen  sind  also  gleich- 
zeitig Teuer  der  drei  Formen  t^  +  3m«,  t^  +  6m^  t^  +  bu\ 

4)  Werden  die  vorstehenden  vier  Formen  mit  Bezug  auf  die 
Vielfachen  von  11  entwickelt,  d.  h.  setzt  man  für  x  der  Reihe  nach 
IIa;,  IIa;  +  1,  IIa;  +  2  u.  s.  w.,  und  wirft  man  die  Vielfachen  von 
U  ab,  so  ergeben  sich  die  folgenden  vierzig  Formen: 

1320a; +  1,        7,  49,    103,     127,  169,    223,    241, 

247,    289,  343,    361,    367,  409,    463,    481, 

487,    529,  601,    607,    703,  721,    727,    769, 

823,    841,  889,    943,    961,  967,  1009,  1063, 

1081,  1087,  1129,  1183,  1201,  1207,  1249,  1303. 
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Von  diesen  Formen  darf  man  nur  diejenigen  beibehalten,  welche 
Teiler  von  t^  —  55u^  sein  können.  Zu  diesem  Zwecke  entnehme  man 
tos  Tafel  III  die  Formen  220a?  +  a,  welche  Teiler  von  ^  —  55«* 
sind.  Vergleicht  man  diese  mit  jenen ^  so  bleiben  nur  die  zwanzig 
Formen  übrig: 

1320a; +1,    49,     103,     169,    223; 
247,  289,    361,    367,    463; 
487,  529,    727,    823,    841; 
889,  961,  1081,  1087,  1303. 
Nimmt  man  jetzt  die  in  dieser  Formel  enthaltenen  Zahlen,  welche 
kleiner   als   3176   sind,    und    schliefst    man   davon    die   zusammen- 
gesetzten Zahlen  aus,  so  reducieren  sie  sich  auf  die  folgenden: 
103,    223,    367,    487,    727,    823,  1087,  1321,  1423,  1489, 
1643,  1609,  1783,  2143,  2161,  2281,  2689,  3001,  3169. 
Schliefst  man  femer   hiervon   diejenigen  Zahlen   aus,   welche  nicht 
Teiler  von  ^*  +  31m^  sein  können,  so  bleiben  die  elf  folgenden  übrig:' 

103,  727,  1087,  1321,  1423,  1489,  1609,  1783,  2143,  2281,  3169. 
Schliefst  man  endlich  auch  noch  diejenigen  aus,  welche  nicht  Teiler 
von  t^  -f*  38^^  s^üi  können,  so  erhält  man  nur  noch  die  sechs  Zahlen: 

727,  1087,  1423,  1489,  1783,  2281. 
Die  Bedingung,  dafs  diese  Zahlen  Teiler  von  t^  —  46  u^  sein  sollen, 
reduciert  dieselben  von  neuem  auf  die  drei  Zahlen: 

727,  1423,  2281. 
Es  ist  unnütz,  in  der  Reduktion  dieser  Zahlen  noch  weiter  fortsa- 
fahren,  ja  man  hätte  sich  auch  der  Mühe  überheben  können,  soweit 
zu  gehen.  Nun  findet  man  aber,  dafs  keine  von  diesen  Zahlen  in 
10091401  aufgeht;  mithin  kann  man  mit  Sicherheit  schliefsen,  dafs 
10091401  eine  Primzahl  ist. 

Euler  ist  zu  demselben  Resultate  gelangt,  indem  er  sich  über- 
zeugte, dafs  10091401  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die  Summe 
zweier  Quadrate  zerlegt  werden  kann,  was  ein  wesentliches  Merkmal 
der  Primzahlen  von  der  Form  4w  +  1  ist.  (Man  sehe  den  IX.  BA 
der  Novi  Comm.  Petrop.  Vergleiche  auch  die  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  vom  Jahre  1771). 
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Theorie  der  ZaUen,  insofern  sie  sich  in  drei  Quadrate 
zerlegen  lassen. 


§  1. 

Definition  der  trinären  Form;  Zahlen  und  quadratische  Teiler, 

welche  diese  Form  besitzen  oder  nicht  besitzen  köipien. 

262. 

Die  Zahlen^  welche  sich  in  drei  Quadrate  zerlegen  lassen,  bilden 
Terschiedene  sehr  umfangreiche  Klassen,  welche  eine  sehr  grofse  Zahl 
Yon  schonen  Eigenschaften  besitzen  und  in  dieser  Beziehung  wert 
sind,  dafs  sich  die  Aufmerksamkeit  der  Analysten  ihnen  zuwende. 
Zur  Abkürzung  nennen  wir  trinSre  Form  einer  Zahl  jede  Art, 
diese  Zahl  als  Stimme  von  drei  Quadraten  darzustellen.  Da 
z.  B.  59  durch  25  +  25  +  9  und  durch  49  +  9  +  1  dargestellt 
werden  kann,  so  ist  jeder  dieser  Ausdrücke  eine  trinäre  Form  oder 
ein  trinärer  Wert  von  59. 

Eine  trinäre  Form  besteht  im  Allgemeinen  aus  drei  Quadraten. 
Sie  kann  jedoch  auch  blofs  aus  zweien  oder  selbst  aus  einem  ein- 
zigen Quadrate  bestehen,  da  in  diesen  Fällen  0  als  ergänzendes 
Quadrat  betrachtet  wird.  So  besitzt  z.  B.  26  die  beiden  in  gleicher 
Weise  trinären  Formen  25  +  1  und  16  +  9  +  1. 

263. 

Wenn  eine  Zahl  durch  eine  Quadratzahl  teilbar  ist,  so  sind  die 
dieser  Zahl  eigentümlichen  trinären  Formen  diejenigen,  in  welchen 
die  drei  Glieder  nicht  durch  eine  und  dieselbe  Quadratzahl  teilbar 
sind.  Diejenigen  dagegen,  deren  drei  Glieder  einen  gemein- 
samen Teiler  haben^  sind  gewissermafsen  dieser  Zahl  fremd  und 
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müssen  als  nneigentliohe  trinäre  Formen  betrachtet  werden.     So 
besitzt  z.  B.  189  drei  eigentliohe  trinäre  Formen^  nämlich: 

13»  +  4«  +  2« 
10«  +  8^  +  5« 
11«  +  8»  +  2«, 
und  eine  uneigentliche  trinäre  Form,   nämlich   12*  +  6*  -f-  3*.     Da 
nämlich  die  drei  Glieder  dieser  letzteren  durch  3*  teilbar  sind,  so 
ist  dieser  Wert  nichts  anderes  als  eine  trinäre  Form  von  21,  näm- 
lich 4*  +  2*  +  1*  deren  sämtliche  Glieder  mit  3*  multipliciert  sind. 

Die  uneigentlichen  trinären  Formen  einer  Zahl  a^e  entstehen 
aus  den  eigentlichen  trinären  Formen  der  Zahl  c  dadurch,  dafs  man 
die  Glieder  dieser  letzteren  mit  a*  multipliciert.  Giebt  es  mehrere 
verschiedene  Quadratzahlen,  welche  in  einer  gegebenen  Zahl  auf- 
gehen, so  giebt  es  auch  mehrere  Arten,  um  uneigentliche  trinäre 
Formen  zu  bestimmen.  Aus  diesem  Grunde  werden  wir  in 
allem  Folgenden  stets  nur  die  eigentlichen  trinären  Formen 
der  Zahlen  betrachten;  wir  werden  dieselben  einfach  trinäre 
Formen  nennen  und  Yon  den  uneigentlichen  trinären  Formen  ganz 
absehen. 

264. 

Eine  eigentliche  trinäre  Form  kann  auch  nur  aus  zwei 
Quadraten  bestehen,  vorausgesetzt,  dafs  dieselben  keinen  gemein- 
samen Teiler  besitzen;  denn  fQgt  man  das  ergänzende  Quadrat  0* 
hinzu,  so  sind  die  drei  Glieder  nicht  durch  eine  und  dieselbe  Zahl 
teilbar.  So  ist  z.  B.  25  -f-  16  ebenso  gut  eine  trinäre  Form  von  41, 
wie  36  -f  4  +  1. 

Dagegen  kann  ein  einzelnes  Quadrat  aufser  1  keine  trinäre 
Form  sein,  da  die  drei  Glieder  von  w*  +  0*  +  0*  durch  m*  teil- 
bar sind. 

265. 

Keine  Zahl  von  der  Form  8n  -f  7  kann  eine  trinäre 
Form  haben. 

Denn   da  jedes   gerade  Quadrat  von  der  Form  4m  und  jedes 
ungerade  Quadrat  von  der  Form  8  m  -|-  1  ist,  so  kann  die  Summe 
von  drei  Quadraten,  falls  sie  ungerade  ist,  nur  von  einer  der  Formen 
4m  -f  4m'         +  8m"+  1  =  4fc  +  1 
8m  +  1  +  8m'+  1  -f  8m"-f  1  =  8i  +  3 
sein,  und  diese  enthalten  nicht  die  Form  8n  -j-  7. 
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Ebenso  kann  keine  Zahl  von  der  Form  4n  eine  eigent- 
liche trinare  Form  besitzen. 

Denn  da  nicht  alle  drei  Quadrate  gerade  sein  können  ^  weil  der 
Fall;  wo  sie  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben ,  ausgeschlossen 
ist,  so  kann  die  ans  ihnen  entstehende  Summe  nur  Yon  der  Form 

4«!  +  8w'+  1  +  8m"+  1  =  4*  +  2 
sein,  und  diese  ist  nicht  teilbar  durch  4. 

266. 
Nachdem  auf  diese  Weise  die  Formen  8n  +  7  ^^^  4w  ausge- 
schlossen sind,  bleiben  nur  die  drei  allgemeinen  Formen  4n  +  1, 
4n  -|-  2  und  8n  -^  3  übrig.  In  diesen  müssen  alle  Zahlen,  welche 
tnnäre  Formen  haben  können,  enthalten  sein.  Die  Theorie,  die  wir 
entwickeln  wollen,  zeigt  nun  aber,  dafs  jede  in  diesen  Formen 
enthaltene  Zahl  anch  wirklich  auf  eine  oder  mehrere  Arten 
in  drei  Quadrate,  welche  sich  nicht  durch  denselben  Faktor  teilen 
lassen,  zerlegbar  ist. 

267. 

Wenn  die  Zahl  c  zu  einer  der  Formen  4w  +  1,  4w  +  2,  8n  +  3 
gehört,  so  wird  in  gleicher  Weise  die  Fo/rmel  ^*  +  cm*  stets  in  den 
beiden  ersten  Fällen  wenigstens  einen,  in  dem  dritten  Falle  einen 
zweifachen  quadratischen  Teiler  von  der  Beschaffenheit  besitzen, 
daCs  man  denselben  in  unbestimmter  Weise,  also  ohne  dafs  man  den 
darin  auftretenden  unbestimmten  Gröfsen  y  und  e  besondere  Werte 
beilegt,  in  drei  Quadrate  zerlegen  kann.  So  zerlegt  sich  z.  B. 
der  zur  Formel  t^  +  65m'  gehörige  quadratische  Teiler  9^^  +  8y0-{-9^ 
in  drei  Quadrate,  nämlich:  (2y  —  gf  +  (2y  -f  20)^  +  (jf  +  20)\ 

Da  diese  Zerlegung  ein  eigentümliches  Kennzeichen 
fär  diese. Art  von  Teilern  liefert,  so  werden  wir  diejenigen, 
welche  dasselbe  besitzen,  trinäre  qtuadxatisolie  QJeiler  oder  einfach 
trin&ie  Teiler  nennen.  Dieselben  müssen  jedoch  aufserdem  noch 
einer  Bedingung  genügen,  die  wir  später  angeben  werden;  denn 
sonst  würde  die  trinare  Form  eine  uneigentliche  sein  nnd  zu  denen 
gehören,  yon  denen  wir  absehen. 

268. 

Wir  bemerken,  dafs  es  gewisse  Klassen  yon  quadratischen 
l^eilern  giebt,  die  niemalB  yon  trinärer  Form  sein  können. 

1)  Ist  c  yon  der  Form  4n  +  1,  so  sind  die  quadratischen  Teiler 
der  Formel  <*  +  ^***  ^on  zweierlei  Art;  die  eine  enthält  die  Teiler 
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von  der  Form  4n  -|-  1;  die  andere  enthält  die  Teiler  yon  der  Form 
4w  +  3.  Diese  schliefsen  zugleich  die  Zahlen  von  der  Form  8n+3 
und  8n  +  7  ein.  Da  nun  keine  Zahl  von  der  Form  8n  +  7  eine 
trinäre  Form  haben  kann^  so  folgt  daraus,  dafs  auch  kein  quadra- 
tischer Teiler  von  der  Form  4n  +  3  eine  trinäre  Form  be- 
sitzen kann. 

2)  Ist  c  von  der  Form  8n  +  7,  so  giebt  es  absolut  keinen 
quadratischen  Teiler  der  Formel  t^  -\-  cu*,  welcher  von  trinärer 
Form  wäre.  Der  Grund  hiervon  ist,  dafs  jeder  quadratische  Teiler 
die  Zahlen  4w  +  1  und  4w  +  3  ohne  Unterschied  enthält;  derselbe 
enthält  also  auch  die  Zahlen  von  der  Form  8n  -|-  7;  ▼on  denen 
keine  von  trinärer  Form  ist. 

3)  Ist  c  von  der  Form  8n -|- 3,  so  kann  es  aus  demselben 
Grunde  keinen  ungeraden  quadratischen  Teiler  geben,  der 
von  trinärer  Form  wäre.  Jedoch  kann  es  vorkommen,  —  und  es 
kommt,  wie  bereits  erwähnt,  in  allen  Fällen  wirklich  vor  — >  dali 
wenigstens  einer  von  den  ungeraden  quadratischen  Teilern,  wenn  man 
ihn  verdoppelt,  von  trinärer  Form  ist.  So  stellt  z.  B.  y*  +  yi^  +  5/ 
jeden  ungeraden  quadratischen  Teiler  der  Formel  t^  -|-  19fi^  dar. 
Dieser  quadratische  Teiler  ist  nicht  von  trinärer  Form;  wohl  aber 
ist  das  Doppelte  desselben  2y^  +  2yjef  +  lOjsr*  von  dieser  Form,  da 
dieses  sich  in  die  folgenden  drei  Quadrate  auflöst:  y*  +  (3 je?)*  +  (y  +  ^Z- 

§2. 

Gegenseitiges  Entsprechen  der  trinären  Formen  der  Zahl  c  und  der 
trinären  Teiler  der  Formel  fi  +  cu\ 

269. 
Ist  ein  quadratischer  Teiler  der  Formel  fi  -f-  cm*  in  drei 
Quadrate  zerlegbar,  wie  folgt: 

(my  +  nzy  +  (m'y  +  n^Y  +  {ni'y  +  n'z)\ 
so  behaupte  ich,  dafs  aus  dieser  trinären  Form  des  Teilers 
eine  entsprechende   trinäre  Form  der  Zahl  c  sich  ergiebt, 
und  zwar  ist  diese: 

c  =  (mw'-  mnf  +  {mn—  nCnJ  +  {m"n  -  mnf. 
Stellt  man  nämlich  den  quadratischen  Teiler,   um  den  es  sich 
handelt,   durch  die  gewöhnliche  Formel 

jpy«  +  2giyz  +  rs? 
dar,  so  erhält  man: 
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p  =  m^  +  m^  +  m"« 
•     q  s»  mn  +  wV+  w'V 
r  =  n«  +  w'*  +  n'K 
Werden  nun  diese  Werte  in  die  Gleichung  c=j)r  ~  g'  eingesetzt, 
80  folgt  daraus: 

c  =  (wn  -  w'n)«  +  (mV  —  wV)»  +  (m"n  -  mny. 
Es   giebt  daher   stets    eine   bestimmte   trinäre  Form   von  c,   welche 
einer  bestimmten  trinären  Form  des  quadratischen  Teilers 

entspricht. 

270. 

Bemerkung  1.  Ist  c  von  der  Form  8Ä  +  3,  so  betrachte  man 
an  Stelle  des  quadratischen  Teilers  mit  ungeraden  Koefficienten, 
welcher  niemals  von  trinärer  Form  sein  kann,  das  Doppelte  desselben 
2p2/*  +  2gyjef  +  2r!^,  wobei  Apr  —  c^  ^=^c  ist.  Wenn  daher  dieser 
verdoppelte  Teiler  in  drei  Quadrate  zerlegbar  ist,  so  giebt  es  immer 
einen  entsprechenden  Wert  von  c,  der  ebenfalls  durch  die  Summe 
dreier  bestimmten  Quadrate  ausgedrückt  wird,  d.  h.  mit  andern 
Worten,  jede  trinäre  Form  eines  quadratischen  Teilers  von  der  Form 
4n  +  2  liefert  eine  entsprechende  Form  der  Zahl  c.  Letztere  ist 
immer  aus  drei  ungeraden  Quadraten  zusammengesetzt,  denn  nur 
diese  Annahme  liefert  eine  Summe  von  der  Form  8ifc  +  3. 

Bemerkung  2.  Die  Zerlegung  eines  quadratischen  Teilers  oder 
des  Doppelten  desselben  in  drei  Quadrate  ist  nicht  möglich,  wenn 
cas8X;-|-  7.  Denn  wenn  diese  Zerlegung  möglich  wäre,  so  würde 
aus  dem  vorstehenden  Satze  folgen,  dafs  c  die  Summe  dreier  Quadrate 
sei,  was  jedoch  für  keine  Zahl  von  der  Form  8i  +  7  der  Fall  ist. 

Bemerkung  3.  Die  im  Allgemeinen  für  den  Wert  von  c 
gefundenen  drei  Quadrate  reducieren  sich  auf  zwei  oder 
auch  auf  ein  einziges  in  den  folgenden,  leicht  zu  erkennenden 
PaUen. 

1)  Ist  iwi'ii  —  mV)*  =  0  oder  -^  =  ^     so  mufs  das  Quadrat 

(m' y  -f"  » '^)^  zu  dem  Quadrat  {my  +  «'^)*  ein  konstantes  Verhältnis 
haben,  und  alsdann  besitzt  der  gegebene  quadratische  Teiler  A  die 

Form: 

A  =  (my  +  nzf  +  a*(my  +  vizf  +  ^*(m'y  -f  nzf. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  entsprechende  trinäre  Wert: 

c  =  a«(w'w  -  mnY  +  f^\^n  —  mnj, 
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welcher  nur  aus  zwei  Quadraten  besteht.  Überdies  besitzen  diese 
beiden  Quadrate  einen  gemeinschaftlichen  Teiler;  es  ist  daher  die 
trinäre  Form  von  c  eine  uneigentliche,  wofern  nicht  mn  —  mn  «=  +  1 
ist  Setzt  man  aber  alsdann  my  -^  ni»'=y'  und  my  +  n0  =  /, 
wodurch  die  Allgemeinheit  der  Werte  von  y  und  e  nicht  beschrankt 
wird  (No.  53),  so  geht  A  über  in  y^  +  (a«  +  ^»)/«  oder  j/*  +  c/\ 
Hat  daher  c  keinen  quadratischen  Faktor,  und  ist  c  nicht  gleich 
a^  +  ßS  so  kann  der  eben  betrachtete  Fall  nicht  eintreten;  vielmehr 
mufs  jeder  trinare  Teiler  der  Formel  f  +  cu^  einen  trinaren  Wert 
von  c  geben,  der  aus  drei  Quadraten  besteht,  von  denen  keine 
gleich  0  ist^ 

2)  Wenn  die  drei  Quadrate,  welche  den  aus  dem  Teiler  A  ab- 
geleiteten Wert  von  c  bilden,  sich  auf  ein  einziges  reducieren,  d.  h. 
wenn  m"» —  mn'=  0  und  m'n  —  mn"=»  0  ist,  so  ergiebt  sich  «i"-=  0, 
n '"»  0.  Alsdann  ist  also  der  in  Rede  stehende  quadratische  Teiler 
einfach  (my  -f-  nzf  +  (my  +  ngfy  und  der  entsprechende  Wert  von  c 
ist  c  "=  {mvi —  ninf.  Dieser  gehört  aber  nur  dann  zu  den  eigent- 
lichen trinaren  Formen,  wenn  c  =  1  ist 

271, 
Wir  betrachten  von  nun  an  als  trinäre  Form  eines  qua- 
dratischen Teilers  nur  diejenige,  aus  welcher  sich  eine 
eigentliche  trinäre  Form  der  Zahl  c  ergiebt  Wenn  daher 
die  drei  Zahlen  mn  —  m'w,  m'n' —  w'V,  m"n  —  mn"  durch  einen  und 
denselben  Faktor  teilbar  wären,  so  würde  der  Ausdruck 

A  =  (my  -f  nzf  +  (m'y  +  n'isy  +  {m"y  +  n"»^ 
eine  uneigentliche  trinäre  Form  sein,  und  diese  müXiste  ausgeschlossen 
werden,  da  ihr  nicht  die  Eigenschaften  zukommen,  die  wir  von  den 
trinaren  Teilern  beweisen  werden.  Diese  Bedingung,  die  wir  hier 
den  trinaren  Teilern  auferlegt  haben,  ist  die  bereits  in  No.  267  an- 
gekündigte. 

Obgleich  demnach  der  Teiler  5y*  +  2yz  +  38jei*  der  Formel 
t^  -|-  189  u^  die  folgenden  vier  trinaren  Formen  annehmen  kann: 

{2y  +  ZzY  +  {j,-bzf+    4.i? 

(2y  +  2zy  +  (y  -  S^y  +  25^5^ 

(2y+    zy  +  (}f-    0)^  +  36^ 

(2y-20y  +  (if  +  5By+    90^, 
so  betrachtet  man  doch,  weil  die  beiden  letzten  der  uneigentlichen 
trinaren  Form  c  «»  12*  +  6*  +  3*  entsprechen,  als  trinäre  Formen 
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Ton  A  nur  die  beiden  ersten,  welche  eigentlichen  trinaren  Formen 
Ton  c  entsprechen,  nämlich: 

c  =  13»  +  4»  +  2» 

c  =  10«  +  8»  +  5*. 
Ebenso  darf  der  Teiler  13y*  +  Sye  +  13«*  der  Formel  <»  +  153tt*, 
da  er  sich  nur  auf  folgende  Weise  * 

(ßy  +  2ey+9y*  +  9e' 
in  drei   Quadrate    zerlegen    läfst^    und    diese    einem    uneigentlichen 
trinaren  Werte  von  c  entspricht;  nämlich: 

c  =  9»  +  6»  +  6«, 
nicht  zu  den  trinaren  Teilern  der  Formel  t^  -|-  153u^  gerechnet  werden. 

272. 

So  wie  man  mit  Hülfe  eines  trinaren  Teilers  der  Formel  fi  -f-  cu^ 
einen  entsprechenden  trinaren  Wert  von  c  finden  kann,  so  ist  es 
auch  umgekehrt,  wenn  der  trinäre  Wert  von  c  gegeben  ist, 
möglich,  einen  diesem  Werte  entsprechenden  trinaren 
Teiler  zu  finden.  Diese  Aufgabe,  mit  der  wir  uns  jetzt  be- 
schäftigen wollen,  erfordert  eine  ziemlich  ausgedehnte  Untersuchung. 

Die  gegebene  trinäre  Form  sei: 

c^F^  +  0^  +  H\ 
Die  drei  Zahlen  F,  G,  H  können  nicht  alle  drei,  wohl  aber  zu  je 
zweien  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.    Nennen   wir  X  den 
gemeinschaftlichen  Teiler  von  G  und  Hy  (i  den  Yon  H  und  F  und  v 
den  Yon  F  und  G,  so  können  wir  c  die  folgende  Form  geben: 

and  müssen  überdies  voraussetzen,  dafs  es  weder  zwischen  f(i  und 
gXy  noch  zwischen  gv  und  h(i,  noch  zwischen  hk  und  fv  einen  ge- 
meinsamen Teiler  giebt. 

Ist  A  der  diesem  Werte  von  c  entsprechende  trinäre  Teiler,  und 
nehmen  wir  an,  dafs 

A  =  (my  +.n0y  +  (m'y  +  Waf  +  (m"y  +  n"^)» 
sei,  80  mnis  der  gegebene  Wert  von  e  mit  demjenigen  identisch  sein, 
welchen  man  aus  diesem  Teiler  erhält,  und  welcher^  lautet: 

c  —  (mW^  m'ny  +  (wV-  wV)»  +  (m"w  —  mny. 
Da  die  Eoefficienten  m,  n,  m', . . .  noch  unbestimmt  sind,  so  kann  die 
Vergleichung  der  beiden  Werte  in  beliebiger  Ordnung  vorgenommen 
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werden.     Ferner  kann  man  die  Zeichen  von  f,  g,  h  beliebig  ändern, 
so  daTs  man  setzen  kann: 

mn —  m'n  »»  AA/t 

mn  —  m  w  =  fy^v 

mn  —  mn'  =:  gvX. 
Aus  diesen  drei  Gleichungen  leitet  man  die  beiden  folgenden,  welche 
linear  sind,  her: 

f^v  •  m  +  gvl  •  «i'-f  hkii  •  «i"=  0 

ffiv  •  n  +  gvk  •  n  +  ÄAft  •  n"=»  0, 
oder,  was  dasselbe  ist: 

f-T  +  9'^  +  h.^^O. 

Wie  wir  aber  bereits  bemerkt  haben,  giebt  es  weder  zwischen  f  und 
Xy  noch  zwischen  g  und  fi,   noch  zwischen  A  und  v  einen  gemein- 
schaftlichen Teiler.    Mithin  sind  die  sechs  Gröljsen 
Hl      w       wi'       «        n'      ti' 

T>  7"'  "»^^  T'  "];■'  v 
ganze  Zahlen.    Nennt  man  diese  ganzen  Zahlen  entsprechend  a,  a, 
a',  &,  &',  2)",  so  erhält  man  die  drei  Gleichungen: 

ia)        fa  +  ga'+  hd'^  0 
ß  +  gV+hV'=0, 
imd  der  Teiler  A  geht  über  in: 

A  =  X\ay  +  hzy  +  /t«(ay  +  &'^)«  +  v\d'y  +  V'zf. 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  die  drei  Quadrate,  aus  denen  A  besteht^ 
resp.  teilbar  sind  durch  die  Quadrate  A^,  fi^,  i/',  welche  zu  je  zweien 
die  Glieder  des  gegebenen  trinären  Wertes 

c  —  f^fk^v^  +  g^v^X^  +  Ä«A>« 
teilen. 

273. 

Ohne  auf  die  Einzelheiten  der  Auflosung  der  Gleichungen  (a)  ein- 
zugehen,  sieht  lyan  jetzt,  dafs,  wenn  man 

«y  +  &^  =  Xy        dy  +  y^  =  no'y        ä'y  +  6"jer  —  x" 
setzt,  man  erhält: 

(a  )  A  =  A«a;«  +  f*«rc'«  +  i/*«"*. 
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wobei  die  drei  unbestimmten  Grofsen  Xy  x,  x    der  Gleichung 

(a")  0  =  A  -f  gx-^-  hx 

genügen  müssen.  Mittelst  dieser  letzten  Gleichung  kann  man  stets 
die  drei  unbestimmten  Grofsen  a?,  x\  x"  nur  auf  zwei  y  und  0  redu- 
cieren;  alsdann  nimmt  der  Teiler  A*rc*  +  f*'^'*  +  v^^"^  die  gewöhn^ 
üche  Form  py^  +  ^iV^  +  ^^  aU;  ^^  ^^^  P^  —  2*  =  c  ist.  Dieser 
Teiler  ist  derjenige  ^  welchem  der  gegebene  trinäre  Wert  yon  c  ent- 
spricht. 

Sacht  man  z.  B.  den  trinären  Teiler  von  f  +  1045m*,  welcher 
dem  trinären  Werte  1045  =  30*  +  9*  +  8*  entspricht,  so  vergleiche 
man  diesen  Wert  Glied  fQr  Glied  mit  der  Formel 

Dies  giebt  zunächst  die  gemeinsamen  Teiler  A»»l,  ^(«»2,  v  ^=3 
und  sodann  /^b»  5^  ^  =»  3^  A  ss  4.    Man  erhält  daher: 

A  =  aj»  +  4»'*  +  9a?"* 
und: 

5x  +  3a^+  4a^'  =  0. 

Diese  letztere  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  man 

a;'=  a;  —  4je?    und  a?"=  30  —  2a? 
setzt     Dadurch  geht  der  Teiler  A  über  in: 

A  —  a?  +  (2a;  —  8;?)*  +  (9^  —  6a;)* 
—  41;c*-  140x0 +  U5g\ 
Setzt   man  sodann  x  '^  y  -}-  20,   so   erhält  man  seinen  einfachsten 
Ausdruck: 

A  =  41y*  +  2Ay0  +  29j8r*  —  (y  +  2^)*  +  (2y  -  4i?)*  +  (6y  +  3^6?)* 
and  der  entsprechende  Wert  von  c  ist: 

c  =  8*  +  9*  +  30*. 

274. 
Die  Form  der  Gleichungen  (a),  (a")  läfet  erkennen,  dafs  man  irgend 
zwei  der  Grofsen  /",  g,  h  mit  einander  vertauschen  kann,  wofern  man 
eine  analoge  Yertauschung  bei  zweien  der  Grofsen  A,  fi,  v  vornimmt. 
Der  quadratische  Teiler  A  bleibt  dabei  stets  derselbe.  Es  kann 
somit  nur  einen  einzigen  quadratischen  Teiler  der  Formel 
^  +  öw*  geben,  welcher  dem  gegebenen  trinären  Werte 
▼on  c  entspricht    Da  jedoch  diese  Eigenschaft  sehr  beachtenswert 
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ist,  so  dürfte  es  nicht  unnützlich  sein,  wenn  wir  uns  dayon  durch 
eine  andere  Betrachtung  überzeugen. 

Auf  »welche  Weise  man  auch  der  Gleichung  0  =» /"a;  +  5fa^+ Äa:" 
genügen  möge,  indem  man  die  drei  Veränderlichen  a?,  a^,  a?"  auf  zwei 
andere  y  und  0  reduciert,  es  mufs  immer  der  transformierte  Teiler 
^  =JPy^  +  2gy;0f  +  re^  dieselben  Zahlen  enthalten,  welche  mit  Be- 
rücksichtigung der  Bedingung  fx  +  gsif+  Äx"=  0  in  dem  nicht 
transformierten  Teiler  A  =  A*a?*  +  /**a;'*  +  i/*a?"*  enthalten  sind. 
Sind  demnach  h  und  Tc   die  beiden  kleinsten,  in  dem  Teiler 

enthaltenen  Zahlen,  so  müssen  diese  nämlichen  beiden  Zahlen  sich 
in  dem  transformierten  Teiler  wiederfinden.  Wenn  nun,  wie  man 
annehmen  darf,  dieser  Teiler  auf  die  einfachste  Form  gebracht  ist, 
so  sind  jp  und  r  die  beiden  kleinsten  in  ihm  enthaltenen  Zahlen 
(No.  56).  Mithin  müssen  p  und  r  gleich  Tc  und  h'  sein,  so  dafs  der 
reducierte  Teiler  ist:  Äy*  +  2^ yje  +  ^'^^-  Femer  mufs  stets  hV—  q^^^c 
sein,  so  dafs  q  bestimmt  i9t.  Daher  kann  es  nur  einen  quadratischen 
Teiler  geben,  welcher  mit  Berücksichtigung  der  Bedingung 

fx  +  9X  +  hx'^  0 
durch  Transformation  von  k^si?  +  fi^x^  +  v^x'^  entsteht 

Zugleich  bemerken  wir,  dafs,  wenn  man  a;"=  0  setzt,  die  Glei- 
chung fx  +  gx'^^  0  ergiebt:  aj'=  /J  a;  =  —  g  imd  A  «=  A*^  +  ft*/"'. 
Ebenso  giebt  die  Annahme  a;'==0:  A  =  A*ä*  +  fiY*  und  die  An- 
nahme a;  =  0:  A  «=  /x^ä*  +  v^g\  Diese  drei  Zahlen  müssen  dem- 
nach in  dem  transformierten  Teiler  A  =«  py^  +  2qye  +  rxf*  ent- 
halten sein. 

275. 
Wie  wir  soeben  bewiesen  haben,  kann  ein  und  derselbe  Wert 
Ton  c  nur  einem  einzigen  quadratischen  Teiler  entsprechen; 
es  ist  jedoch  möglich,  dafs  er  zwei  trinären  Formen  dieses 
Teilers  entspricht.  So  kann  der  Teiler  5y*  +  Ayz  -f  5xi*,  welcher 
zur  Formel  <*  +  21t**  gehört,  auf  die  beiden  trinären  Formen  ge- 
bracht werden: 

(2y+    «)«  +  y«  +  4x>« 

(y  +  2ef  +  ;s«  +  4y», 

und  diese  beiden  Formen  entsprechen  einem  und  demselben  Werte 
von  Cy  nämlich  c  =  16  +  4  +  1.  Man  mufs  daher  notwendig  von 
vornherein  bestimmen,  welches  die  verschiedenen  Fälle  sind,  in 
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denen    verBObiedene    trinäre    Formen     eines     quadratischen 
Teilers  denselben  trisaren  Wert  von  c  ergeben. 

Da  zwei  beliebige  der  drei  Zahlen  f,  g,  h  prim  zu  einander  sind^ 
so  kann  man  stets  zwei  andere  S  und  d*  finden^  welche  der  Gleichung 

f-^gt  +  h» 

genügen.    Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  0  ■=  fx+gx'-\-hx" 
ein,  80  erhält  man: 

g{x'+tx)  +  h(x"+»x)'='0, 
und  hieraus  ist  ersichtlich,   dals,  wenn  man  x'-\-  ix'='  —  hu  setzt, 
x"-\-  9x  -»  gu  wird.     Alsdann  geht  der  Teiler  A  über  in: 

A  :=  ;iv  +  fi»(ÄM  +  txy  +  v^igu  -  »«)*, 
und  dieser  rednciert  sich  auf  die  gewöhnliche  Form 

4m*  +  2Bux  +  Ca?, 
wenn  man 

4  =,  ^»  Ä»  +  v«^ 

B  =  f?ih  —  v'»g 

C  =  A»  +  ft«5>+v»d» 
setzt. 

276. 

Ist  jetzt  py*  +  2gyj!  +  *'^  doi'  ein&chste  Ausdruck  dieses  Teilers 
und  ist  eine  der  trinären  Formen,  welche  dem  gegebenen  Werte 
Ton  c  entsprechen,  die  folgende: 

A  =  A»(ay  +  bef  +  ,t»(ay  +  b'ey  +  v\a"y  +  6"«)», 
so  mnlJs  man  haben: 

p  =  i*a'  +  ii'a''  +  v»a"» 
q  -=  A>a6+  ft>a'6'4-  v*o"6" 

and  damit   die  angenommene   trinäre  Form  dem   gegebenen   Werte 
Ton  c  entspreche,  mufs  man  überdies  den  Gleichungen  genügen: 

ab'-  a'b  =  h 
fa  +  ga'-\-  ha"=-  0 
ß  +  ^'+  Ä6"—  0. 
Ist  wie  oben  f  "^  gt  "i- h(^>   so   kann  man  die  beiden  letzten 
Gleichungen  durch  Einführung  zweier  unbestimmten  Grofsen  a  und  ß 
in  folgender  Weise  auflösen: 

a  =  — ga  +  Ä«,  b'^-tb  +  hß 

a"-=  —»a  —  ga,  6"—  —»b-gß, 
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und  die  Gleichung  ah' —  ah  =  h  geht  über  in : 

aß  —  «6  =  1. 
Setzt  man  jetzt  die  Werte  von  a ,  a", ...  in  die  Ausdrücke  der 
Eoefficienten  jp^  q^  r  ein,  so  erhält  man: 

1)  =  u4a*  —  2Baa  +  Cd" 
q  =  Aaß  —  B(aß  +  ah)  +  Cah 
r  =  Aß?  —  2Shß  +  Ch\ 
Da   wir   aber  bereits  die  Bedingung  jpr  —  g*  =  c  ausgedrückt 
haben,  so  können  wir  von  der  zweiten  Gleichung  absehen  und  nur 
die  beiden  andern  betrachten: 

p^A^  —  2Baa  +  Ca^ 
r  =  Aß'  —  2Bhß  +  Cb*' 
Diese  Werte  stimmen  mit  denjenigen  überein,  welche  man  erhalten 
würde,  wenn  man  den  Teiler  A  «=  Au^  +  2Bux  +  Cx^  auf  die  ein- 
fachste Form  bringt.    Denn  setzt  man: 

tt  =  —  ay  —  ße 

aj=       ay-\-h0, 

so  reduciert  sich  dieser  Teiler  auf  die  Form  py^  +  Zgyjef  +  re^,  und 

die  angenommenen  Werte  von  u  und  x  sind  so  beschaffen,  wie  sie 

für  die  Transformation  sein  müssen,  da  aß  —  a&  e»  1  ist. 

277. 
Nun  mufs  offenbar,  wenn  es  je  nach  den  yerschiedenen  trinären 
Formen  yon  A,  welche  einem  und  demselben  trinären  Werte  von  c 
entsprechen,  verschiedene  Werte  von  a,  &,  a\  &',...  gäbe,  wenigstens 
eine  der  beiden  Gleichungen 

p  =  Aa*  —  2Baa  +  Ca^ 
r  =  Aß^  —  2Bbß  +  Cb^ 
zwei  Losungen  besitzen.    Da  aber  die  Grofse  Ay^  —  2  JByV  +  C^^'* 
im  Allgemeinen  py^  —  2qy0  +  ri^  äquivalent  ist,  so  muls  wenigstens 
eine  der  beiden  Gleichungen 

p^py^  —  2qyg  +  rg^ 
r=py^  —  2qyz  +  ris^ 
zwei  Lösungen  zulassen.    Da  nun  aber  die  rechten  Seiten  auf  den 
einfachsten  Ausdruck  gebracht  sind,  so  sind  p  und  r  die  kleinsten 
Zahlen,  welche  die  Formel  py^  —  2qy0  +  ri^  enthält,  und  es  giebt 
nur  sehr   wenig  Fälle,   in   denen   eine   dieser  Zahlen   auf  zweierlei 


i 


r 


§  2.   Entgprechen  d.  tr.  Formen  von  c  a.  d.  tr.  Teiler  von  t*  4*  c^'-        349 

Weise  in  dieser  Formel  enthalten  ist.  Diese  Fälle  sind  diejenigen, 
in  denen  die  quadratischen  Teiler  ambig  sind;  and  zwar  giebt  es 
deren  nur  drei,  nämlich  1)  wenn  jp  =  r,  2)  wenn  2g  =  jp  oder  =  r, 
3)  wenn  g  =  0  ist. 

278. 
Übrigens  kann  man  boi  diesen  yerschiedenen  Fällen  unmittelbar 
einsehen,  dais  es  zwei  einem  und  demselben  trinären  Werte  von  c 
entsprechende  trinäre  Formen  des  Teilers  A  giebt  oder  geben  kann. 

1)  Ist  nämlich  j)  =»  r,  so  können  die  beiden  unbestimmten 
Groüsen  y  und  0  mit  einander  vertauscht  werden,  und  es  besitzt  so- 
mit der  Teiler  A  gleichzeitig  die  beiden  trinären  Formen: 

A  =  (my  +  ney  +  (my  +  n'^)*  +  (m"y  +  ri'zy 

A  =  {ny+mzy+{Wy  +  m'df  +  (n"y  +  m'z)\ 
Diese  beiden  Formen  sind  von  einander  yerschieden,  wofern  nicht 

A  =  {my  +  WiEf)*  +  {ny  +  w»^)*  +  {^'y  i  '^'^Y       • 
ist;  denn  alsdann  würde  eine  Yertauschung  von  y  und  je;  in  den  drei 
Quadraten,    aus   denen   A   besteht,    keine  Änderung  hervorbringen. 
Unter  dieser  Annahme  würde  der  Wert  von  c  sein: 

c  =  (t»2  -  ny  +  {mn  +  ninCf  +  {mm  +  m '«)*, 
und  da  diese  drei  Glieder  durch  (n  4^  nif  teilbar  sind,  so  mufs  man 
n  +  m=  1  setzen,  wodurch  man  erhält: 

c  =  (n  +  w)*  +  m'^  +  m\ 
Ist  nun  zugleich  y  +  i»  -=»  y ,  so  geht  der  Wert  von  A  über  in: 

irny  +  ^y  +  (wy  =F  ^y  +  fn^^l/'  =  2je^  +  2^y'+  ^^^  y'\ 
Diese  Form  kann  aber  mit  der  angenommenen  Form 

Piy  +  2qy0+p^ 
nur  dann  übereinstimmen,  wenn  man  |>  =  2  =  y  (c  +  1)  oder  c  =  3 

setzt,  ein  Fall,  von  dem  man  absehen  kann,  da  alsdann  der  Teiler 
2y*  +  2y0  +  2jg^  nur  die  eine  trinäre  Form  y*  +  (y  +  ^)*  +  ^  w^- 
nehmen  kann. 

2)  Ist  r«=2g   oder   A  =|)y*  +  ^sy^?  +  2gje?*,    so   ergiebt   die 
einfache  Substitution  von  y' —  jsr  für  y: 

Diese  Form  stimmt  mit  der  des  vorhergehenden  Falles  überein.  Man 
erhält  also  dann  zwei  verschiedene  trinäre  Formen,  auTser  wenn 
p  »  2  oder  2^  *»  2  ist.    Ist  p  '^2,  so  hat  man,  da  2g  nicht  gröfser 
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sein  kann  als  2,  notwendig  anch  2q  «>  2,  und  dies  f&lirt  auf  den 
Fall  c  <=»  3  zurück.    Ist  2q  *=  2,  so  kann  der  Teiler 

nur  auf  folgende  Weise  in  drei  Quadrate  zerlegt  werden: 

A  =  ((a  +  l)y  +  0)«  +  {ay  -  0)'  +  6V, 
und  diese  ändert  sich  nicht,   wenn  man  —  y  —  0  &üc  z  setzt.     Es 
giebt  daher  in  diesem  Falle  nur  eine  trinäre  Form  von  A^  welche 
dem  gegebenen  trinären  Werte  yon  c  entspricht. 

3)  Ist  endlich  g  =  0  oder  A  *=  py^  +*^^>  so  kann  man  offen- 
bar das  Vorzeichen  einer  der  unbestimmten  nach  Belieben  ändern, 
so  dalj9  man  gleichzeitig  die  beiden  Formen  erhalt: 

A  =  (my  +  nsy  +  {m'y  +  n'zf  +  {m"y  +  ri'zf 
A  =  (my--  nzy  +  {m'y  -  nz^  +  {m"y  -  n'B)\ 
und  diese  entsprechen  demselben  trinären  Werte  von  c. 

Die  beiden  Formen  von  A  sind  von  einander  verschieden,  wo- 
fern nicht 

A  =  (my  +  nef  +  (my  —  nnf  +  (mV)* 

ist.    In  diesem  Falle  würde  der  entsprechende  Wert  yon  c  sein: 

c  =  {2mnf  +  {m'mf  +  (m  m)^ 
und  damit  dieser  keinen  allen  seinen  Gliedern  gemeinsamen  Faktor 
besitze,  mufs  man  w  =  1  setzen,  wodurch  sich  A  =  2y*  +  **^  ®'' 
giebt  Mithin  giebt  es,  den  einen  Fall  |>  =  2  oder  r  =  2  ausge- 
nommen, stets  zwei  trinäre  Formen  des  Teilers  A,  welche  demselben 
gegebenen  trinären  Werte  von  c  entsprechen. 

279. 
Aus  dieser  Untersuchung  ergiebt  sich,  wenn  die  trinäre 
Form   c  «^  f^y?v^  +  9^v^X^  +  Ä*^*f**    gegeben   ist,    und    der  ent- 
sprechende trinäre  Teiler  der  Formel  f  +  01**  gefunden  werden  soll, 
das  Folgende: 

1)  Dieser  Teiler  wird  durch  die  Formel  A  =  i?x^  +  f**a/*  -f  v*/* 
gegeben,  in  welcher  die  unbestimmten  Grofsen  x^  x\  x"  mit  Hülfe 
der  Gleichung  fx  +  9^'-^-  Äa?"=  0  auf  zwei  zu  reducieren  sind. 

2)  Auf  welche  Weise  auch  diese  Reduktion  durch  Einf&hroiig 
zweier  beliebigen  Veränderlichen  y  und  e  ai^  Stelle  der  drei  x,x,x' 
geschehen  möge,  das  Resultat  wird  stets,  auf  den  einfachsten  Anfi- 
druck  gebracht,  denselben  quadratischen  Teiler  py^  +  2gyjer  -j-  rt^ 
ergeben. 
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3)  Gehört  dieser  Teiler  zur  Klasse  der  ambigen  Teiler,  d.  h.  ge- 
hört er  zu  einem  der  drei  Falle  ps=sr^  2q'^p,  2  ■=  0,  und  ist 
zugleich  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  p  und  r  weder  gleich  1  noch 
gleich  2,  so  besitzt  der  quadratische  Teiler  A  stets  zwei,  aber  nicht 
mehr  wie  zwei,  dem  gegebenen  Werte  von  c  entsprechende  trinäre 
Formen. 

4)  Ist  der  quadratische  Teiler  A  nicht  ambig,  oder  ist,  im  Falle 
er  ambig  ist,  sein  kleinster  Koefficient  1  oder  2,  so  giebt  es  stets 
nur  eine  trinare  Form  des  Teilers  A,  welche  einem  gegebenen  trinären 
Werte  von  c  entspricht. 


§3. 
Auf  die  trinären  quadratisclien  Teiler  bezügliclie  Sätze. 

280. 

Satz  L  Ist  c  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer 
Primzahl,  so  können  zwei  verschiedene  trinäre  Formen 
von  c  nicht  einem  und  demselben  trinären  Teiler  der 
Formel  ^*  +  cw*  entsprechen. 

Die  eine  der  gegebenen  Formen  sei: 

c  =  F^  +  {K^  +  L2)^^ 
die  andere: 

wo  K  und  L  sowohl  als  K'  und  L'  prim  zu  einander  sind.  Ent- 
spräche diesen  beiden  gegebenen  trinären  Formen  von  c  gleichzeitig 
derselbe  quadratische  Teiler  A,  so  müfsten  die  beiden  Zahlen  K^  +  J^^ 
und  JT'^  +  L'*  zu  diesem  Teiler  gehören  (No.  274).    Setzte  man  also: 

2P  +  Z2  =  Ä,      z'^  +  r«-.«', 

so  müfste  sein  (No.  233): 

jtä  =  y*  +  <^^^' 
Multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  d'^d''^  und  setzt  die  Werte 
Äd»  =  c  —  2^,  3t'^'*  =  c  -  F'«  ein,  so  erhält  man: 

(c  -  F*)  {c  -  F^)  =  (y*  +  cj?*)^»0''^ 
oder: 

(^  -  ciF^  +  r^)  +  F'r^  =  y«-^^'^  +  cj^e^a'^ 

rmi  hieraus  erkennt  man,  dafs  F^F'^  —  y^ö^d'^  durch  c  teilbar 
sein  mufs. 

Ist    erstens    c   eine    Primzahl,    so    mufs    einer    der    Faktoren 
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FF  —  y^%'\  FF  +  y^^'  durch  c  teilbar  sein,   und  da  das  Vor- 
zeichen von  y  beliebig  ist,  so  kann  man 

FF  —  y%^'  —  ctt    oder    y^^'  —  FF  —  cu 
setzen. 

Ist  zweitens  c  das  Doppelte  einer  Primzahl,  so  muls  stets  einer 
dieser  Faktoren  durch  c  teilbar  sein.  Da  aber  ihre  Differenz  2y^^' 
eine  gerade  Zahl  ist,  so  müssen,  wenn  ihr  Produkt  durch  die  Zahl  e 
teilbar  ist,  notwendig  alle  beiden  Faktoren  gerade  sein.  Mithin  ist 
FF'  —  yd'd''  durch  c  teilbar  und  man  kann  daher  ebenso 

y&^'—FF-'CU 

setzen. 

Substituiert  man  diesen  Wert  in  die  vorhergehende  Gleichung 
und  dividiert  das  Ganze  durch  c,  so  erhält  man: 

c-^F^  —  F^^  sfid^%'^  +  cti«  —  2uFF, 
oder* 

c  -  F«  =  (-F' -  J'w)«  +  (c  - -PK  +  0«^«^'*. 

Da   die  Gröfse  c  —  F^  positiv  ist,  so  kann  diese  Gleichung  nur  be- 
stehen, wenn  w  =  0  ist.    Dies  giebt  y^d''  =  FF'  und 
c  =  F^  +  F^  +  f^%»%'\ 
Wir  müssen  jetzt  die  drei  Fälle,  welche  je  nach  den  ver- 
schiedenen Formen  von  c  eintreten  können,  betrachten. 

281. 

1)  Ist  c  von  der  Form  4n  -f- 1;  so  müssen  von  den  drei  QuadrateD, 
aus  denen  der  trinäre  Wert  von  c  besteht,  notwendig  zwei  gerade 
und  eins  ungerade  sein.  Nimmt  man  für  F^  und  F^  die  ungeraden 
Quadrate,  welche  in  den  beiden  trinären  Werten  von  c  vorkommen, 
so  ist  die  Gleichung  c  =  jF*  +  F^  +  i^d^^^  unmöglich,  da  in  die- 
sem trinären  Werte  von  c  zwei  ungerade  Quadrate  auftreten.  Mithin 
können  die  beiden  gegebenen  trinären  Werte  von  c  nicht  einem  nnd 
demselben  quadratischen  Teiler  der  Formel  t^  -|-  ^^^  entsprechen. 

2)  Ist  c  von  der  Form  4n  +  2,  so  müssen  von  den  drei  Qua- 
draten, aus  denen  jede  trinäre  Form  von  c  besteht,  notwendig  zwei 
ungerade  und  eins  gerade  sein.  Sind  F^  und  F^  die  beiden  geraden 
Quadrate  in  den  beiden  trinären  Werten  von  c,  so  ist  die  Gleichung 
c  =  F^  +  F^  +  0»«^^'*  ebenfalls  unmöglich.  Mithin  gilt  der  aU- 
gemeine  Satz  auch  für  den  Fall,  dafs  c  von  der  Form  4n  -f"  2* 

3)  Ist  endlich  c  von  der  Form  8n  4~  3,  so  sind  die  drei 
Quadrate,  aus  denen  jede  trinäre  Form  von  c  besteht^  ungerade,  und 
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es  scheint  daher,  als  ob  die  Gleichung  c  =  JF*  +  F^  +  z^Q^'^Q''^  in 
dieser  Hinsicht  nicht  unmöglich  wäre.  Wir  müssen  daher  auf  eine 
weitere  Teilung  dieses  dritten  Falles  zurückgehen. 

Die  Form  8n  +  3,  zu  welcher  c  gehört,  teilt  sich  wieder  in  drei 
andere  24Ä;+3,  24fc+ll,  24Ä+19.  Da  die  erstere  24Ä;+3  durch  3 
teilbar  ist  und  wir  von  dem  Falle  c=»3  abgesehen  haben,  so  kann  die- 
selbe nicht  stattfinden,  wenn  c  eine  Primzahl  ist.  Wir  haben  daher 
nur  noch  die  beiden  andern  Formen  von  c  zu  betrachten. 

Zunächst  bemerken  wir,  dafs  jede  ungerade  Zahl,  wenn  sie  in 
Bezug  auf  die  Vielfachen  von  12  betrachtet  wird,  von  einer  der 
Formen  ist: 

12n  +  1,  12w  +  3,  12n  +  5,  \2n  +  7,  12n  +  9,  12w  +  11. 
Das  Quadrat   einer  jeden   ungeraden  Zahl   ist  daher  von  einer  der 
Formen:  24w  +  1  ^^^  24n  +  9  (oder  vielmehr  72n  +  9),  und  zwar 
gilt  die  letztere,  wenn  die  Zahl  durch  3  teilbar  ist,  die  erstere,  wenn 
dies  nicht  der  Fall. 

1)  Ist  hiemach  c  von  der  Form  244  +  11,  so  müssen  von  den 
drei  Quadraten,  aus  denen  c  besteht,  notwendig  zwei  von  der  Form 
24n+l  und  eins  von  der  Form  24w  +  9  sein,  da  keine  andere 
Verbindung  24t  +  H  ^^  Summe  der  drei  Quadrate  ergeben  kann. 
Nehmen  wir  also  in  den  beiden  gegebenen  trinären  Formen  für  F^ 
und  F^  die  Quadrate  von  der  Form  24m  +  9>  so  ist  die  Gleichung 
e  =  F^  -{-  F^  +  0^%''^%'"^  unmöglich,  da  von  den  drei  Quadraten  der 
rechten  Seite  zwei  von  der  Form  24m  +  9  sind. 

2)  Ist  c  von  der  Form  24Ä  +19,  so  sind  von  den  drei  Qua- 
draten, aus  denen  jede  trinäre  Form  von  c  besteht,  zwei  von  der 
Form  24n  +  9  und  eins  von  der  Form  24w  +  1.  Nimmt  man  also 
für  F^  und  F'^  die  Quadrate,  welche  in  den  beiden  gegebenen  tri- 
nären Formen  von  c  die  Form  24m  +  1  besitzen,  so  ist  die  Gleichung 
c  =  F*  +  i^8  +  ^8^^^'*  ebenfalls  unmöglich. 

Mithin  gilt  A&c  angegebene  Satz  in  allen  Fällen. 

282. 

Bemerkung.  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dafs  derselbe  Satz 
auch  gilt,  wenn  c  oder  yC  irgend  eine  Potenz  einer  Prim- 
zahl a  ist. 

Es  sei  nämlich  c  =  a^  oder  c  =  2a*".  Da  das  Produkt  der  bei- 
den Faktoren  FF'  -f  y^^'  und  FF'  —  yd'»'  durch  «"•  teilbar  ist, 
80  mufs  man,  wenn  m  =  ft  +  v  gesetzt  wird,  haben: 

Legendrei  Zahlen theorie  I.  23 
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FF'  +  y^^'  =  aH 

FF  —  y^%^'  =  oJ'u. 
Dies  giebt: 

2FF'  =  a''^  +  a^w. 

Ist  daher  eine  der  beiden  Zahlen  ft  und  v  von  0  verschieden,  so  mols 
wenigstens  eine  der  beiden  Zahlen  F  und  F"  durch  a  teilbar  sein. 
Da  aber  jede  gegebene  trinäre  Form  von  c  eine  eigentliche  trinäre 
Form  ist,  deren  Glieder  nicht  sämtlich  durch  dieselbe  Zahl  teilbar 
sind,  so  mufs  offenbar  in  jeder  Form  wenigstens  ein  Glied  vorkom- 
men, welches  nicht  durch  a  teilbar  ist.  Nehmen  wir  an,  dafs  F^ 
und  F'^  in  den  beiden  Formen  derartige  Glieder  sind,  so  mujk,  weil 
alsdann  FF'  nicht  durch  a  teilbar  ist,  einer  der  beiden  Exponenten 
ft  und  V  gleich  0  sein.     Setzt  man  i/<=sO  oder  /li«»*»,  so  erhält  man: 

FF'  —  y^^'  —  «"•«*. 
Ist  c  ungerade,  so  ist  die  rechte  Seite  gleich  cm,\  und  ist  c  gerade, 
so  kann  man,  weil  alsdann  die  linke  Seite  gerade  sein  mufs,  ebenfalls 

FF  —  y^%'  =  ctt 
setzen.     Der   übrige   Teil   des  Beweises   bleibt   derselbe,   wie   oben. 
Daraus  erkennt  man,  dafs  der  allgemeine  Satz  auch  gilt,  wenn  c  oder 
yC  eine  Potenz  einer  Primzahl  ist. 

Man  mufs  jedoch  hiervon  den  Fall  c  =  3*"*+^  ausnehmen.  Der- 
selbe würde  einen  besonderen  Beweis  erfordern,  weil  er  in  der  Form 
24Ä;  4~  3;  ^OQ  ^^i*  ^i^  abgesehen  haben,  enthalten  ist. 

283. 

Satz  2.  Ist  c  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Prim- 
zahl, so  hat  die  Formel  ^  +  cm*  ebenso  viele  trinäre  qua- 
dratische Teiler,  als  es  trinäre  Formen  der  Zahl  c  giebt 

Denn  jeder  trinäre  Teiler  der  Formel  ^  +  ^^  entspricht  einer 
sich  unmittelbar  aus  ihm  ergebenden  trinären  Form  von  c,  und  um- 
gekehrt führt  jede  trinäre  Form  von  c  zu  einem  entsprechenden  tri- 
nären Teiler  der  Formel  t^  +  ^^*  Gäbe  es  also  von  beiden  nicht 
eine  gleiche  Anzahl,  so  müfsten  entweder  zwei  trinäre  Formen  von  c 
demselben  quadratischen  Teiler  der  Formel  ^  +  ^***;  oder  zwei  ver- 
schiedene quadratische  Teiler  derselben  trinären  Form  von  c  entsprechen. 
Die  zweite  Annahme  ist  für  keinen  Wert  von  c  richtig  (No.  274), 
und  die  erste  kann  dem  vorhergehenden  Satze  zufolge  nicht  statt- 
finden, da  c  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl  ist 
Also  u.  s.  w. 
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284. 

Satz  3.  Ist  c  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer 
Primzahl^  so  kann  jeder  trinäre  Teiler  der  Formel  t^ -{- cu^ 
nur  auf  eine  einzige  Weise  in  drei  Quadrate  zerlegt  wer- 
deu;  er  kann^  mit  andern  Worten,  nur  eine  einzige  trinäre 
Form  haben. 

Denn  hätte  ein  und  derselbe  quadratische  Teiler  der  Formel 
f  +  <^***  mehrere  trinäre  Formen,  so  müfsten  die  verschiedenen  tri- 
nären Formen  nach  dem  vorigen  Satze  demselben  trinären  Werte 
7on  c  entsprechen.  Wir  haben  aber  (No.  277)  bewiesen,  dafs  ein 
gegebener  trinärer  Wert  von  c  zwei  verschiedenen  trinären  Formen 
desselben  quadratischen  Teilers  nur  dann  entsprechen  kann,  wenn  der 
letztere  von  einer  der  Formen 

py'  +  rsi'y    py^  +  2qye  +  2qsi',    py^  +  2qy0+pß' 

ist,  und  wenn  zu  gleicher  Zeit  die  äufseren  Eoefficienten  beide  grofser 
als  2  sind.  In  allen  diesen  Fällen  kann  aber,  wie  leicht  zu  sehen, 
die  Zahl  c,  welche  der  Reihe  nach  durch  pr,  2pq  —  j^,  p*  —  q^  dar- 
gestellt wird,  weder  eine  Primzahl  noch  das  Doppelte  einer  Prim- 
zahl sein. 

Bemerkung.     Dieser  Satz  würde  ebenfalls  richtig  sein,  wenn 

c  oder  -jrC  eine  Potenz  einer  Primzahl  wäre.    Er  enthält  somit 

eine  Eigenschaft,  welche  ansBohliefalieh  den  Potenzen  der  Prim- 
sahlen und  dem  Doppelten  derselben  zukommt,  und  die  daher 
dazu  dienen  kann,  diese  Zahlen  von  allen  andern  zu  unterscheiden. 

285. 
SatB  4«  Ist  die  Zahl  N  in  einem  trinären  Teiler  der 
Formel  fi  +  ^**^  enthalten,  so  ist  auch  umgekehrt  die  Zahl  c 
in  einem  trinären  Teiler  der  Formel  t^  +  Nu^  enthalten, 
und  ferner  sind  die  entsprechenden  trinären  Werte  von  N 
und  c  dieselben,  mag  man  N  als  Teiler  von  t^ -{- cu^  oder  c 
als  Teiler  von  t^  +  Nu^  betrachten. 

Setzt  man  ebenso  wie  oben:  ^ 

c  =  /^^V  +  g^vn^  +  hn^ii% 
so  ist  der  entsprechende  trinäre  Teiler: 

A  =  k^a^  +  ftV«  +  v'x"^ 
vorausgesetzt,  dafs  der  Bedingung 

23* 
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0  =  fx  +  gx'  +  hx" 
genügt  wird.     Ist  nun  N  irgend  eine,  in  dem  Teiler  A  enthaltene 
Zahl,  so  niufs  man  gleichzeitig  haben: 

O^fm  +  fifm'  +  hm\ 
Wenn  man  zu  diesem  trinären  Werte  von  N  den  entsprechenden 
trinären  Teiler  von  t^  +  ^^^  sucht,  so  mufs  man  die  gemeinschaft- 
lichen Teiler  betrachten,  welche  je  zwei  der  Gröfsen  m,  w',  m'  haben 
können.  Ist  a  der  gemeinsame  Teiler  von  m  und  m",  ß  der  von 
m"  und  m,  y  der  von  m  und  ni,  so  kann  man  also  setzen: 

0  =  fßyn      +  gayn        +  haßn". 
Wird  die  zweite  von  diesen  Gleichungen  auf  die  Form 

gebracht,  so  sieht  man,  dafs  — ,  -^-,  —  ganze  Zahlen  sein  müssen; 

a       p       y 

denn  wenn  n  und  a  einen  gemeinsamen  Teiler  hätten,  so  würden 
auch  die  drei  Zahlen  m,  m\  m'  einen  solchen  besitzen,  welchen  Fall 
wir  stets  ausgeschlossen  haben.  Ebenso  zeigt  man,  dafs  auch  n  und  ß^ 
sowie  n"  und  y  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  Ist  daher 
/*=  af^  g  ==  ßg%  h  =  yÄ',  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

Nennen  wir  V  den  trinären  Teiler  von  t^  +  Nu^,  welcher  dem  Werte 
N  =  k^ß^y^n^  +  li^y^a^n^  +  v^a^ß^n"^  entspricht,  so  erhalten  wir  die 
beiden  simultanen  Gleichungen: 

r  =«  a^s?  +  ß!^x^  +  y^x"" 

0  =  Xnx  +  fiM'a;'+  vn'x". 

Substituiert  man  aber  die  Werte  von  /J  g,  h  in  den  Ausdruck  von  /^, 
so  ergiebt  sich: 

ein  Wert,  der  in  f  enthalten  ist,  wenn  man 

X  ==  ftv/^,  a;'  =  vkg',  X  =  AftA' 
setzt  und  zugleich  die  Bedingung 

0  =  Xnx  +  ftn'a?'  +  vn'x" 
erfüllt  ist.     Diese  reduciert  sich  aber  auf: 

0«fn  +  (/V  +  A'n"; 
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sie  ist  also  in  der  That  erfüllt^  und  damit  ist  der  Satz  in  seiner 
ganzen  Allgemeinheit  bewiesen. 

286. 
Beispiel.     Die  Formel  i^  +  65m*  besitzt  den  trinären  Teiler: 
9j^  +  ^yz  +  ^z^  =  (2y  -  zY  +  (2y  +  "^zY  +  (y  +  2^)^ 
und  diesem  entspricht  der  Wert  von  ci 

c  =  6«  +  2«  +  5^* 
Ist  y  =  5  und  jb?  =  —  2,  so  erhält  man  die  Zahl: 

iV'=181  =  12«  +  62+l. 
Sucht  man  nun  mit  Hülfe  dieses  Wertes  den  entsprechenden  trinären 
Teiler  von  ^  +  181 1*^,  so  findet  man  für  diesen  Teiler: 
5y2  +  4y^  +  37^2  _  y2  +  (6^)2  +  (2y  +  £)\ 

Diese  Formel  enthält  aber  die  Zahl  65^  wenn  man  y  =  2  und  e  ^=  i 
setzt,  und  die  trinäre  Form  ist  65  =  2*  +  6*  +  5^,  während  der  tri- 
näre  Wert  von  N,  welcher  sich  aus  demselben  Teiler  ergiebt,  der 
folgende  ist:  181  =  12^  +  6*  +  1^  Man  ersieht  hieraus,  dafs  65 
und  181  auseinander  in  derselben  trinären  Form  hervorgehen,  jnag 
man  nun  65  als  Teiler  von  t^  +  181m*  oder  181  als  Teiler  von 
^'4"65u*  betrachten,  und  dies  ist  in  Übereinstimmung  mit  unserem  Satze. 

287. 
Satz  5.  Wenn  der  zur  Formel  ^*  +  et**  gehörige  quadra- 
tische Teiler  A=py^ '\- 2qyz -{- rg^  mehrere  trinäre  Formen 
annehmen  kann,  und  wenn  man  in  diesen  verschiedenen 
Formen  für  y  und  z  die  bestimmten  Werte  y  =  f,  z  =^  g  setzt, 
so  werden  die  trinären  Formen^  welche  sich  daraus  für  die 
Zahl  N  => pP -i- 2qfg -{- rg^  ergeben,  sämtlich  von  einander 
verschieden  sein,  wenigste-ns  so  lange  N  gröfser  ist  als  —c. 

Sucht  man  nämlich  direkt  die  Fälle  zu  bestimmen,  in  denen  zwei 
trinäre  Formen  des  Teilers  A  für  die  bestimmte  Zahl  N  einen  und 
denselben  trinären  Wert  ergeben,  so  findet  man,  dafs  N  nicht  gröfser 

•  2 

sein  kann  als  —c.     Dies  wollen  wir  jetzt  auseinandersetzen. 

Wir  setzen  voraus,  dafs  der  Teiler  A  =iJy*  +  2qye  +  rg*  die 
beiden  trinären  Formen 

A  =  (wy  +  ney  +  (m'y  +  n'ey  +  («»'>  +  ng^ 
A  =  (^y  +  vzy  +  0*'y  +  v'gy  +  (/'y  +  v"gy 
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annehmen  könne^  so  dals  gleichzeitig  ist: 

|,  =  m«  +  w'2   +  w"»     =  fi*  +  (i^   +  ii'^ 

r  =  n^    +n'^     +  n"*     =  i;»  +  v'*    +  v"K 
Sollen  die  besonderen  Werte  y  ^=^f,  iEf  =  ^r,  fflr  welche  der  Teiler  A 
gleich  N  wird,  so  beschaffen  sein,  dafs  sich  die  beiden  trinaren  For- 
men  von  A   auf  eine   einzige  trinäre  Form  von  N  redacieren,   so 

mufs  sein:  * 

mf  +ng   -=>  iif  +  vg 

m'f  +  Wg=v:f+v'g 
m'f+W'g^t."f+v'g. 
Denn    die   beiden   trinaren  Formen,    welche   zusammenfallen  sollen, 
können   so  geordnet  werden,  dafs  die  gleichen  Glieder  an  derselben 
Stelle  stehen  und  die  Quadratwurzeln  der  letzteren  dasselbe  Zeichen 
haben. 

Da  femer  f  und  g  prim  zu  einander  sind,  so  kann  man  den 
vorstehenden  drei  Gleichungen  allgemein  genügen,  wenn  man  drei 
unbestimmte  Gröfsen  a,  a,  a'  annimmt  und  setzt: 

(i^^m^ag,      (i  =^  m  —  ag^       ft"  =  m"  —  a'g 
V  ==n  +  af,      1/'  =  n   +  afj       v'  ««  n '  +  » Y. 
Setzt  man  diese  Werte  in  die  Werte  von  p,  q,  r  ein,  so  erhält  man 
die  drei  Gleichungen: 

^g{a^  +  a«  +  a'«)  -  wa  -  m'a'  —  rfi' d'  =»  0 
^ijj?  +  d^  +  a"»)  J^na  -^^  vid  +  i{' d'  -  0 

fg{c?  +  d^  +  a"^)  ^gi^na^  dd  +  d'd') 
—  f{ina'\-  m'd  + 
Wie  man  sieht,  ist  die  dritte  eine  Folge  der  beiden  andern,  so  dab 
wir  nur  diese  in  Betracht  zu  ziehen  brauchen. 

Wie  man  auch  den  Gleichungen  {A)  genügen  möge,  es  werden 
immer  die  Werte  von  f  und  g  eine  Zahl 

von  der  Beschaffenheit  bestimmen,  dafs,  wenn  man  darauf  die  beiden 
trinaren  Formen  von  A  anwendet,  dieselben  sich  auf  einen  einzigen 
trinaren  Wert  von  N  reducieren.  Wir  suchen  daher  den  grofsten 
Wert  von  N^  für  welchen  diese  Koincidenz  stattfindet. 

Zuerst  bemerken  wir,  dafs,  weil  f  und  g  nicht  alle  beide  gerade 
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sein  können,  die  Zahl  d?  +  ^'*  +  ^"*  ^^^  Gleichungen  {A)  zufolge 
gerade  sein  mufs,    Ist  also: 

a«  +  a «  +  a"«  —  2*, 
so  erhält  man: 

. na  +  n'a'  +n'a"  _  ma  +  nCa'  '\- m' a" 


und  hieraus  folgt: 

lc{mf  +ng)  ={mn  —mn)a     -  (mn''  --m'n^d' 
lc{mf+  ng)  =  (m'n  —  m'n')(/'  -  (mn  —  fnn)a 
k{m''f+  n"g)  =  (wn"  -  m"n)a    —  (m''W  -  m'n")a\ 

Die  trinäre  Form  von  c,  welche  dem  trinären  Teiler 

(my  +  n^y  +  (rny  +  ng^  +  (m"y  +  n"^)* 

entspricht^  ist: 

c  =  (mn  —  m'n)^  +  (m'n '  —  fn'nj  +  (m"n  —  mny. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

mn  —  mn  =  y,      w"n'  —  w'n"  =  a,      mn"  —  w"n  «»  /}, 

so  dafs 

c  =  a«  +  /3»  +  y« 

wird,  so  geben  die  obigen  Gleichungen: 

Je  (mf  +  ^9)   =  yöt'  —  /Sa" 

*  (wY  +  n'g)  *=«  aa"  —  ya 

k{m"f+n"g)  =  ßa  —  aa\ 
Quadriert  und  addiert  man  diese  Gleichungen,  so  erhält  man: 
J^N^(ya  -  ßa'J  +  (aa"  -  yaf  +  (/3a  -  aay. 

Da  aber  c  «■  a*  +  /3*  +  y*  und  2i  =  a^  +  «'*  +  «"^  ist,   so  redu- 
ciert  sich  die  rechte  Seite,  wie  leicht  zu  sehen,  auf: 

2ck  —  (aa  +  ßa  +  ya')«, 
80  dafs  man  hat: 

Jc'N  =  2ch  -  (aa  +  ßa'  +  ya  7. 

Dieses  Resultat  zeigt,  dafs  die  Grenze  von  N  gleich  -r-  ist,  und  dafs 

^  diese  Grenze  nur  dann  erreichen  kann,  wenn  aa  +  ßa  -{-ya''  =  0  ist. 

288. 

Die  Grenze  von  N  ist  um  so  gröfser,  je  kleiner  k  ist;  wir  wollen 
daher  zusehen,  welches  der  kleinste  Wert  von  k  ist« 

Die  Werte,  welche  a,  a,  a"  besitzen  müssen,  damit  a^  +  a'*  +  a"^ 
möglichst  klein  und  eine  gerade  Zahl  sei,  sind  0,  1,  1.  Alsdann  aber 
würde  f^^^n'  —  w",  ^r  =  w  +  ni'  sein,  und  die  Form 
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{(Ly  +  v0y  +  (ii'y  +  v'gf  +  {(i"y  +  v"zy 
würde  sich  von  der  Form 

{my  +  n^y  -f-  (my  +  ^'^T  +  (*^"y  +  w'jer) 
nur  durch  die  Reihenfolge  der  Glieder  unterscheiden,  was  gegen  unsere 
Annahme  ist. 

Ebenso  kann  man  nicht  a  =  0,  a'  =  0,  a"  =  2  setzen,  weil  als- 
dann die  beiden  trinären  Formen  von  A  sich  auf  eine  und  dieselbe 
Form  reducieren  würden.  Der  kleinste  Wert  von  h  findet  also  statt 
für  a  =  1,  a  =  1,  a"  =  2.     Alsdann  ist  k  =^3,  und  die  gesuchte 

2 

Grenze  ist  N<i~~Cf  übereinstimmend  mit  unserm  Satze. 

289, 
Damit  N  diese  Grenze  erreiche,  mufs 

a  +  /J  -f  2y  =  0     oder     a  =  —  /}  —  2y 
und  daher 

c  =  a«  +  /J«  +  /  =  2(j8  +  y)»  +  3/ 

sein.     Da  aber  ^=— c  ist,  so  mufs  sich  c  durch  3  teilen  lassen. 

o 

Setzt  man  also  /J  +  y  =  3tf,  so  erhält  man: 

c  =  3/+  18  S\ 

Hierin  mufs  y  eine  ungerade  Zahl  sein,  da  sonst  N  durch  4  teilbar 
sein  müfste,  was  jedoch  bei  den  Zahlen,  welche  eine  tnnäre  Form 
annehmen,  nicht  stattfinden  kann. 

Diese  Resultate  lassen  sich  leicht  bestätigen.    Denn  zufolge  des 
gefundenen  Wertes  von  c  ist  einer  der  quadratischen  Teiler  von  i?+cm*: 

A  =  (2f  +  l2S')y'  +  (2y^  +  12d')y0  +  (^?!^  +  Sd')if. 

Derselbe  zerlegt  sich  auf  folgende  zwei  Arten  in  drei  Quadrate: 

((y  +  2*)y  +  (|}'  +  |  +  «)-^y  +  (0'-2«)y+(|y-y-«)5y 

((y  +  2<J)y  +  {-i-y-4  +  <j);?y  +  ((y-2d)y  +  (ly  +  i--*)5y 

+  (2Sy  +  iä  +  l)gy, 
und  diese  zwei  Formen  reducieren  sicli  auf  eine  einzige,  wenn  man 
y  =  1,  «  =  0  setzt.    Dies  giebt  N=2f+  12*«  =  -|c. 


J 
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290. 
SatB  6.     Wenn  die  Zahl  N  auf  m  verschiedene  Arten  in 
einem  oder  mehreren  quadratischen  Teilern  der  Formel 

t^  +  cu^ 
enthalten  ist,  wenn  sich  ferner  jeder  dieser  verschiedenen 
Teiler    in  n  trinäre  Formen  zerlegen  läfst,   und  somit  die 
Zahl   N,   als   Teiler  der  Formel  ^  +  c«^,  mn  trinare  Werte 
annimmt,   so   sind   alle,  diese  trinären  Werte  von  einander 

2 

verschieden,  mit  Ausnahme  des  Falles  ^<-r-c  und  des- 
jenigen, in  welchem  man  der  Gleichung  c*  =  y^  +  ^;8f*  ge- 
nügen könnte,  ohne  dafs  man  jSI  =  0  zu  setzen  brauchte. 

Denn   eine  der  trinären  Formen  von  N  läfst  sich  immer  dar- 
stellen durch  die  Formel 

N^l^Ä^  +  li^B'  +  v^G^ 
wenn  man  annimmt,  dafs  der  entsprechende  Wert  von  c  gleich 

ist  und  zwischen  den  Zahlen  Aj  B,  C  die  Relation 

fA  +  gB  +  hG=0 
besteht 

Ebenso  läfst  sich  eine  zweite  trinäre  Form  von  N  durch  die  Formel 

darstellen,  wenn  man  in  ähnlicher  Weise 

c  =  pii'W^  +  g'Wn'^  +  Ä'^A'V«  und   fA  +  gff  +  A'C  =  0 
annimmt. 

Sollen  nun  diese  beiden  trinären  Werte  von  N  identisch  sein, 
so  muls  man 

kÄ  =  k'A',      iiB  =  iiB\      vG^vCr 

setzen.     Entnimmt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Werte  von  A\ 
£",  C  und  setzt  dieselben  in  die  Gleichung 

fÄ  ^g'B"  +  KC'  =  0 
ein,  so  erhält  man: 

fliv  .  lA  +  g'vk' .  iiB  +  Ä'A>' .  i/C  =  0. 
Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

80  ergiebt  sich: 

XÄ  ~  KXy!  .  gvX  —  ^v'X'  .  ÄZ/* 
vC  _  ^v'X  .f^v-fyiv'  .gvX 
XA  Ä'A>'  .  gvX  —  ^v'i  .  hX(t  * 


1 


362  Dritter  Hauptteü. 

Wird  zur  Abkürzung  gesetzt: 

80   dafs   die  trinären,   den   beiden   identischen  Werten  von  N  ent- 
sprechenden Werte  von  c  die  folgenden  sind: 

c^a'  +  ß'  +  y»,       c^a"-\-ßr'  +  y", 

so  erhält  man: 

ft-B  a'y  —  a/ 

vc  _  |r«  — p«' 

XÄ   —  '/ß^yp  ' 
Nun  können  aber  die  drei  Zahlen  lÄ,  /*£,  vG  nicht  durch  einen 
und  denselben  Faktor  teilbar  sein.    Nennt  man  also  q>  den  grolsten 
gemeinschaftlichen  Teiler  der  drei  Gröfsen 

ay  —  ay\      ß^a  —  ßa,      yß  —  yß^, 
so  ist: 

q>XA  =  yß  —  y/f 

q>liB '^  ay  —  ay 

ipvC  =  ß>a  —  ßa. 
Hieraus  folgt: 

9*  {X'Ä^  +  ii^B^  +  v'G^  =-  <p^N  =  (y'/3  -  yßj  +  (a>  -  «/)« 

+  (/r«  -  /Ja)*. 
Nun  weiJGs  man  aber^  vermöge  einer  bei  derartigen  Untersuchungen 
sich  sehr  häufig  darbietenden  Reduktion,  dafs  die  rechte  Seite  nichts 
anderes  ist  als: 

(«*  +  §'  +  ?")  («'*  +  ß^'  +  y")  -  (««'  +  ßß^  +  rrT 

Daher  ist,  wenn  man  zur  Abkürzung  aa  +  ßß>  +  yy  =  d-  setzt: 

tp^N=c^  —  ^, 
oder: 

c«  =  -^  +  Nq>^. 

Somit  können  zwei  trinäre  Formen  von  N  nur  dann  identisch 
sein,  wenn  die  Zahl  N  kleiner  als  c^  und  von  der  Beschaffenheit  ist^ 
dafs  man  der  Gleichung  c*  =  y*  +  Ne^  genügen  kann. 

Dieses  Resultat  erleidet  nur  eine  Ausnahme,   wenn  9  es  0  ist 

Alsdann  hat  man  -^  =  ^   =  — ,   so  dafs  die  Form  a  *  +  /*'*  +  y'* 

ganz  und  gar  mit  der  Form  a*  +  /J*  +  y*  zusammenfallt  In  diesem 
Falle  sind  aber  die  beiden  trinären  Werte  von  N,  welche  man  mit 
einander  vergleicht,  aus  einem  und  demselben  quadratischen  Teiler 


r 
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abgeleitet,  da  sie  identischen  trinären  Werten  von  c  entsprechen; 
mithin    müssen   diese   beiden  Werte   von   einander  verschieden  sein 

(No.  287),  wofern  nicht  ^<yC  ist.  Fügt  man  daher  diesen  Aus- 
nahmefall zu  dem  bereits  gefundenen  hinzu,  so  erhält  man  den  all- 
gemeineD  Satz  in  der  Fassung,  in  der  wir  ihn  ausgesprochen  haben. 


291. 
Um  von  diesem  Satze  eine  Anwendung  zu  geben,  betrachten 
wir  die  Formel  ^*4"21ti*  und  ihren  quadratischen  Teiler 

A  =  5y*  +  4y0  +  5i^. 
Derselbe  kann  die  beiden  trinären  Formen  annehmen: 

(2y+    gy  +  y»  +  Ae> 

In  diesem  Teiler  ist  die  Zahl  17765  ->  5  •  11  •  17  •  19  enthalten.  Da 
diese  von  der  Form  84x  -{-  41  ist,  so  kann  sie  (der  Tafel  lY  zu- 
folge) zu  keinem  andern  quadratischen  Teiler  der  Formel  f  -{-  21  w* 
gehören.  Femer  muls  diese  Zahl  wegen  der  vier  Faktoren,  aus 
denen  sie  besteht,  2'-  oder  8-mal  in  dem  Teiler  5y*  +  4yxr  +  5«* 
enthalten  sein.    In  der  That  findet  man,  wenn  man  die  Gleichung 

17765  =  5y»  -f  4yg  -f  5z^ 
auflöst,  die  folgenden  acht  Losungen: 

y  =  52,  -  64,  31,  -  63,  -  1,  -  47,  —  24,  —  28 
;f=15,       15,40,       40,     60,       60,       65,       65. 
Man  würde  sogar  noch  acht  andere  finden,  jedoch  würden  dieselben 
kein  neues  Resultat  ergeben,  da  der  quadratische  Teiler 

5y*  +  4y;s(  -|-  5«* 
zu  den  ambigen  Teilern  gehört.  Hiemach  ergiebt  von  den  acht  ge- 
fundenen Lösungen  eine  jede  zwei  trinäre  Formen  von  17765,  welche 
von  einander  verschieden  sind,  da  die  Gleichung  e*  =  y*  -\-  Ne* 
offenbar  nicht  stattfinden  kann.  Mithin  besitzt  die  Zahl  17765,  als 
Teiler  von  f*  -\-  21m*  betrachtet,  sechszehn  verschiedene  trinare  For- 
men.   In  der  That  findet  man  die  folgenden  Formen: 


119«-f  60«+  2» 
58*+ 120«+  1« 

113*+  64*+30* 
34*+128«+15« 


119*+  52*+30* 
82*+104»+15* 

106*+  65*+48* 
17«+130*+24* 


102*+  65*+56* 

9*+130*+28* 

111*+  40*+62* 

102*+  80«+31* 


86»+  63*+80* 
17«+126*+40* 
73*+  60*+94* 
34*+120*+47* 
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292. 
Bemerkung.    Ist  N  gerade  und  >  -^-<^,  so  kann  die  Gleichung 
c^  =  y^  +  N'ß^  nicht  stattfinden,   und   der  allgemeine  Satz  erleidet 
keine    Ausnahme.     Die   Bedingung  N^  -r-c   ist  nämlich   dann    von 

«5 

selbst  erfüllt;  ferner  erfordert  die  Gleichung  c*  =  y«  -|-  Ne^^  dab 
jef  «s  1  und  (^  —  y*  ==  ^  sei ;  da  aber  N  gerade  ist,  so  mufs  auch  die 
linke  Seite  gerade  sein.  In  diesem  Falle  würde  jedoch  die  linke  Seite 
durch  4  teilbar  sein,  während  N  nur  durch  2  teilbar  ist 

Bei  derselben  Voraussetzung  N'>-^(?  kann  die  Gleichung 

ebenfalls  nicht  stattfinden,  wenn  N  von  der  Form  4n  +  1  und  e 
gerade  ist. 

293. 
Satz  7.    Es  sei  py^  +  2q^yß  +  re^  ein  quadratischer  Teiler 
der  Formel  t^  +  cn^  und  p  und  c  zu  einander  prime  Zahlen. 
Ist  dann  die  Zahl  c  ein  Teiler  von  t^  +pw^  so  ist  auch  c  ein 
Teiler  von  t^  +  Nu^^  wo  N  irgend  eine  in  der  Formel 

py^  +  2qyß  +  rz^ 
enthaltene  Zahl  ist. 

Ist  nämlich  N  =  pa^  +  ^Qccß  +  rß\  so  ist 
pN^^ipa  +  qßf^cß'. 
Nach   Voraussetzung   ist   aber   c  ein  Teiler   von   fi  +  P^^\   folglich 
giebt  es  eine  ganze  Zahl  k  von  der  Beschaffenheit,  dafs  — -^-^  eine 

ganze  Zahl  ist,  mithin  ist  auch  — —^ — —  eine  ganze  Zahl.  Setzt  man 
nun  für  Np  seinen  Wert,  so  erhält  man: 

c  ^• 

c  und  h  sind  aber  prim  zu  einander;  denn  hätten  sie  einen  gemein- 

Je*  M  p 

schaftlichen  Teiler  ^,   so  müfsten,  da  — -—-  eine  ganze  Zahl  ist^ 

auch  p  und  c  denselben  gemeinschaftlichen  Teiler  d"  haben,  was  g^en 
die  Voraussetzung   ist.     Demnach   kann   man  pa  -\-  qß  =  kx  -^  cu 

X*  4-  N 
setzen,  wodurch  man  erhält:  — — —  =  e.    Folglich  ist  c  ein  Teiler 

von  x^  +  N,  oder  allgemein  ein  Teiler  der  Formel  fi  +  Nt^. 
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294. 

Bemerkung.  Derselbe  Satz  würde  auch  gelten^  wenn  man  nur 
voraussetzte^  dafs  der  quadratische  Teiler  |>y*  +  2qyz  +  ^^  ^^^^ 
Zahl  p^  enthalt,  welche  prim  zu  c  und  so  beschaffen  ist,  dafs  c  ein 
Teiler  von  t^  -{-  pu^  ist.  Denn  durch  eine  Transformation  kann  man 
immer  bewirken,  dafs  diese  Zahl  p  die  Stelle  des  ersten  Koefficienten 
p  einnimmt  (No.  233). 

Wenn  daher  der  quadratische  Teiler  py^  +  2qy0  +  ri^  eine 
einzige  Zahl  p'  enthält,  welche  prim  zu  c  und  von  solcher  Beschaffen- 
heit ist,  dafs  c  ein  Teiler  von  t^  +  p'u^  wird,  so  besitzt  jede  in  dem- 
selben quadratischen  Teiler  enthaltene  Zahl  N  dieselbe  Eigenschaft, 
80  dafs  c  stets  ein  Teiler  der  Formel  fi  +  -^w*  ist . 


295. 

Sats  8.  Wenn  dagegen  eine  einzige  in  dem  quadratischen 
Teiler  py^  +  2qy0  +  rz^  enthaltene  Zahl^?'  so  beschaffen  ist, 
dafs  c  nicht  in  t^-^-pu^  aufgeht,  so  ist  jede  in  demselben 
quadratischen  Teiler  enthaltene  Zahl  N  ebenfalls  von  der 
Art,  dafs  c  kein  Teiler  sein  kann  von  fi  +  Nu^^  wenigstens, 
sobald  N  und  c  zu  einander  prim  vorausgesetzt  werden. 

Denn  da  c  und  N  prim  zu  einander  sind,  so  müfste,  wenn  c  ein 
Teiler  von  fi  +  Nu^  wäre,  dem  vorigen  Satze  zufolge  auch  c  ein 
Teiler  von  f  -}-  pu^  sein,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 


296. 

Zur  Abkürzung  werden  wir  einen  reciproken  Teiler  jeden  qua- 
dratischen Teiler  der  Formel  ^  +  ^^^  nennen,  welcher  die 
Eigenschaft  besitzt,  dafs,  wenn  N  irgend  eine  in  diesem 
Teiler  enthaltene  Zahl  bedeutet,  auch  umgekehrt  c  ein 
Teiler  von  fi  +  Nu^  ist. 

Im  Gegensatz  hierzu  werden  wir  einen  niohtreciproken  Teiler 
jeden  quadratischen  Teiler  nennen,  welcher  diese  Eigenschaft  entweder 
überhaupt  nicht  oder  doch  nur  in  Bezug  auf  einige  besondere  Zahlen 
N  besitzt,  die  mit  c  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben. 

Die  Bedingungen  dafür,  dafs  ein  quadratischer  Teiler  reciprok 
Bei  oder  nicht,  sind  durch  die  beiden  vorhergehenden  Sätze  so  scharf 
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angegeben,  dafs  man  jederzeit  sehr  schnell  und  beinahe  auf  den  ersten 
Blick  entscheiden  kann,  ob  ein  gegebener  quadratischer  Teiler  reci- 
prok  ist  oder  nicht. 

297. 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  Formel  t^  +  69m*  betrachten,  von 
welcher  5y*  -^  2y0  -{-  lAe^  ein  quadratischer  Teiler  ist.  Um  zu  er- 
fahren, ob  dieser  Teiler  reciprok  ist,  bemerke  ich,  dafs  der  Koeffi- 
cient  5  prim  zu  69  ist.  Wir  untersuchen  also,  ob  69  ein  Teiler  von 
<*  +  5w*  ist  Nun  geht  oflFenbar  69  in  8*+  5  auf;  mithin  ist  der  in 
Rede  stehende  quadratische  Teiler  ein  reciproker  Teiler,  d.  h.  wenn 
N  irgend  eine  in  der  Formel  5y*  +  2y0  +  I4ca^  enthaltene  Zahl  ist, 
so  kann  man  sicher  sein,  dafs  69  ein  Teiler  von  f  +  Nu^  ist. 

Da  dieselbe  Formel  fi  +  69  m*  einen  zweiten  quadratischen  Teiler 
6y*  +  6yjef  +  13^*  besitzt,  so  nehme  man,  wenn  man  wissen  will, 
ob  dieser  Teiler  reciprok  ist,  die  darin  enthaltene  zu  69  pdme  Zahl  13 
und  untersuche,  ob  69  ein  Teiler  von  fi  +  13  t«*  ist.  Man  sieht  aber 
unmittelbar,  dafs  3,  ein  Faktor  von  69,  kein  Teiler  von  f  +  13«* 
ist,  folglich  kann  es  auch  nicht  69  sein;  mithin  ist  der  quadratische 
Teiler  6y*  +  ^V^  +  13jei*  ein  nichtreciproker  Teiler. 

Wir  betrachten  noch  die  Formel  t^  +  45t«*  und  den  quadra- 
tischen Teiler  derselben  y^  +  45^*.  Um  die  Natur  dieses  Teilers 
zu  bestimmen,  nehme  man  den  Eoefficienten  1  des  ersten  Teilen 
und  untersuche,  ob  45  ein  Teiler  ist  von  <*+<**•  Man  sieht  aber  sofort, 
dafs  3  kein  Teiler  ist  von  fi  +  u^  (denn  es  werden  t  und  u  stets 
zu  einander  prim  vorausgesetzt).  Folglich  kann  auch  45  kein  Teiler 
von  t*  -^  u*  sein.  Es  ist  daher  der  in  Rede  stehende  Teiler  ein 
nichtreciproker  Teiler. 

298. 

Wir  werden  später  zeigen,  dafs  die  reciproken  quadratischen 
Teiler  nur  diejenigen  Zahlen  enthalten,  welche  die  trinäre  Form  an- 
nehmen können,  d.  h.  die  Zahlen  von  einer  der  Formen  8n-f-l, 
8n  +  2,  Sn  +  3,  8n  +  5,  8n  +  6.  Berücksichtigt  man  nun  die 
Gleichung  pr  —  }*  =  c,  so  findet  man  leicht  (wie  in  No.  225),  dafs 
für  jede  dieser  fünf  Hauptformen  von  c  die  quadratischen  Teiler  von 
t^  4"  ct«^  in  zwei  Arten  zerfallen,  welche  sich  nach  den  Vielfachen 
von  4  und  8  bestimmen,  wie  aus  folgender  Tafel  ersichtlich  ist: 


§  8.    Aaf  die  trin&ren  quadratischen  Teiler  besflgliche  S&tce. 
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Zahl  e. 

Teiler  erster  Art. 

Teiler  zweiter  Art 

8n  +  l 

4»+l,         8« +  2 

4n  +  3, 

8» +  6 

8n  +  5 

4»+l,        8» +  6 

4n  +  3, 

8n  +  2 

8n  +  3 

4n  +  2 

8n  +  2 

8«  +  l,        8w  +  3 
c        ,           c  +  4 

8« +  5, 
c-4, 

8» +  7 
c  +  8 

8n  +  6 

8w  +  3,    ,    8« +  5 
c  — 4,           c  +  8 

8n+l, 

8n  +  7 
c  +  4 

Ist  die  Zahl  c  von  der  Form  8n  +  3^  so  giebt  es,  wie  man 
siehty  nur  eine  einzige  Art  von  quadratischen  Teilern,  nämlich  die 
Teiler  von  der  Form  4n  +  2.  Gehört  die  Zahl  c  zu  den  Formen 
8n  -|-  2  oder  8n  -^  6,  so  kann  man  die  entsprechenden  geraden 
Teiler  noch  näher  bestimmen.  Dazu  mnfs  man  jede  dieser  Formen 
in  zwei  andere  zerlegen;  alsdann  wird  man  an  Stelle  der  beiden 
letzten  Spalten  der  Tafel  die  folgenden  vier  erhalten: 


16n  +  2 

8«  +  l, 
16n  +  2, 

8» +  3 
16« +  6 

8«+    5, 
16»  +  10, 

8»+    7 
16»  +  14 

16«  + 10 

8n+    1, 
16»  +  10, 

8»+    3 
16»  +  14 

8» +  5, 
16»  +  2, 

8» +  7 
16» +  6 

16« +  6 

8n  +  3, 
16n  +  2, 

8»+    5 
16«  +  14 

8»  +  l, 
16»  +  6, 

8»+    7 
16»  +  10 

16«  +  14 

8w  +  3, 
16»  +  6, 

8»+    5 
16»  +  10 

8»  +  l, 
16«  +  2, 

8»+    7 
16»  +  14. 

Mit  Hülfe  dieser  Tafel  erkennt  man  sofort^  ob  eine  gegebene  Zahl^ 
welche  ein  Teiler  von  t^  -j-  eu^  ist,  zur  ersten  oder  zweiten  Art  ge- 
bort; man  braucht  dazu  nur  den  Rest  zu  betrachten^  welchen  diese 
Zahl  bei  der  Division  durch  4^  8  oder  16  übrig  läfst. 

^  Da  die  quadratischen  Teiler  der  zweiten  Art  immer  Zahlen 
Ton  der  Form  8n  -^  7  enthalten^  so  können  diese  Teiler  niemals 
trinär  sein.  Mithin  müssen  die  reciproken  Teiler  sich  stets 
unter  den  Teilern  der  ersten  Art  vorfinden« 
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299. 
Satz  9.     Ist   c   eine    Primzahl   oder   das   Doppelte   einer 
Primzahl,   so    ist  jeder  quadratische  Teiler  erster  Art  der 
Formel  t^  +  cu^  ein  reeiproker  Teiler. 

1)  Ist  nämlich  c  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1 ,  welche 
die  beiden  Formen  8w  +  1  und  8n  -\-  5  umfafst,  so  haben  wir  be- 
reits bewiesen,  dafs,  wenn  N  irgend  ein  Teiler  der  Formel  f  +  ca* 

von  der  Form  4n  +  1  ist,  die  Gleichung  besteht  ( — j  =  1.  Dem- 
nach mufs  €  ein  Teiler  von  t^  +  Nu^  sein.  Es  ist  daher  der  qua- 
dratische Teiler,  welcher  N  enthält,  ein  reeiproker  Teiler.  Folglich 
ist  jeder  quadratische  Teiler  der  Formel  t^  +  cm*,  welcher  von  der 
ersten  Art  ist,  ein  reeiproker  Teiler. 

2)  Ist  c  eine  Primzahl  von  der  Form  8w  +  3  und  P  irgend  ein 

ungerader  Teiler  der  Formel  fi  +  cu\  so  hat  man  (No.  199)  ( — j  =  1. 
Wegen  der  besonderen  Beschaffenheit  der  Zahl  c  ist  aber  (No.  150) 
i—j  =  —  1 ;  mithin  (-7- )  =•  —  1.  Somit  ist  c  ein  Teiler  von 
fi  -j-  2Pm*  oder  von  t^  +  Nu^,  wenn  N  irgend  ein  Teiler  der  Formel 
f^  +  ^***  vö^  ^®^  Form  4w  +  2  ist.  Demnach  ist  jeder  quadratische 
Teiler  dieser  Formel,  welcher  die  Form  4w  +  2  besitzt,  ein  reeiproker 
Teiler. 

3)  Ist   die  Zahl   c  =  2a,   wo   a  eine  Primzahl  von  der  Form 

4w  +  1  ist,  so  folgt  aus  No.  200:  ( — )  =  1,  wenn  N  irgend  einen 
Teiler  der  Formel  t^  +  cu^  oder  t^  +  2au^  von  der  Form  8n  + 1 
oder  8n  +  3  darstellt.  Folglich  ist  a  ein  Teiler  von  t^  +  Nu^,  daher 
auch  2  a  oder  c.  Mithin  ist  jeder  quadratische  Teiler,  welcher  N  ent- 
hält, d.  h.  jeder  quadratische  Teiler  erster  Art  der  Formel  fi  +  cu* 
ein  reeiproker  Teiler. 

4)  Ist  endlich  die  Zahl  c  =  2a,  wo  a  eine  Primzahl  von  der 
Form  4w  +  3  ist,  so  haben  wir  in  No.  200  bewiesen,  dafs,  wenn  N 
irgend  ein  Teiler  der  Formel  ^  +  2aw*  von  der  Form  8n  +  3  oder 

8n  +  5  ist,  die  Gleichung  besteht:  {^j  =  —  1.  Folglich  ist  a  ein 
Teiler  der  Formel  t^  +  Nu^,  daher  auch  2  a  oder  c.  Mithin  ist  jeder 
quadi'atische  Teiler,  welcher  N  enthält,  ein  reeiproker  Teiler. 

300. 
Satz  10.     Ist  die  Zahl  c  oder  die  Hälfte  derselben  eine 
zusammengesetzte  Zahl,  so  giebt  es  unter  den  quadratischen 


r 
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Teilern  der  Formel  f*  +  cw*,  welche  von  erster  Art  sind, 
stets  mindestens  einen  reciproken  Teiler. 

Dieser  Satz  sowie  der  vorige  setzt  voraus,  dafs  die  Zahl  c  von 
einer  der  drei  Formen  4w  +  1,  8n  +  3,  4n  +  2  sei.  Wir  begnügen 
uns  jedoch  damit,  den  eben  angeführten  Satz  für  die  Zahlen  von  der 
Form  4n  -^  1  zu  beweisen,  da  die  Schlufsreihe  bei  den  andern  For- 
men dieselbe  bleibt. 

Es  sei  also  c  eine  zusammengesetzte  Zahl  von  der  Form 
in-}- 1.  Wenn  man  beweisen  könnte,  dafs  es  eine  Primzahl  N  gäbe, 
welche  ebenfalls  von  der  Form  4w .+  1  und  so  beschaffen  ist,  dafs  c 
ein  Teiler  von  f  +  Nu*  wird,  so  würde  daraus  folgen  (No.  198),  dafs 

\n)  "*  ^  ^^^^  ^*^®  ^  ^^°  Teiler  der  Formel  fi  +  cu*  ist,  und  dafs 
somit  der  quadratische  Teiler  dieser  Formel,  welcher  ^enthält,  ein 
reciproker  Teiler  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  zerlegen  wir  c  in  seine  gleichen  oder  un- 
gleichen Primfaktoren.  Sind  a,  a,  a\  ...  die  Faktoren  von  der  Form 
4n  +  1  und  /8,  /J',  ß'\  ...  die  Faktoren  von  der  Form  4n  +  3,  wobei 
die  letzteren  in  gerader  Anzahl  vorhanden  sein  müssen,  wenn  c  eine 
Zahl  von  der  Form  4n  -{-  1  sein  soll,  so  hat  man 

e  =  aa'a"  ...ßß^ß^' ... 
Damit  nun  c  ein  Teiler  der  Formel  t*  +  Nu*  sei,  mufs  der  Reihe 
lukch  sein: 

(f)  — '.     (f)  — '.     (f)— V-       . 

Yon  diesen  Bedingungen  liefert  jede,  welche  sich  auf  einen 
verschiedenen  Nenner  bezieht,  im  Allgemeinen  mehrere  lineare  Werte 
▼on  N  {No.  195).  Verbindet  man  diese  Werte  mit  einander,  um 
allen  Gleichungen  Genüge  zu  leisten,  und  bringt  man  sie  sodann  auf 
die  Form  4w  +  1>  so  liefern  dieselben  eine  grofse  Menge  von  For- 
i&eln,  von  denen  jede  unendlich  viele  Primzahlen  enthält.  Es  genügt 
aber  eine  einzige  dieser  Zahlen  zur  Bestimmung  eines  quadratischen 
Teilers  der  Formel  t*  +  cu*,  und  dieser  ist  reciprok,  weil,  wenn  c 
öin  Teiler  von  t*  +  jV^m*  ist,  auch  j^T  in  ^*  +  ^w*  aufgeht. 

301. 
Bemerkung.    Die  reciproken  Teiler  der  Formel  <*  +  cw* 
bilden  eine  der  Gruppen,  in  welche  das  vollständige  System 

Legendre,  ZaUentheorle  I.  24 
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der  quadratischen  Teiler  dieser  Formel  zerfällt.  Ist  t  die 
Anzahl  der  ungleichen  Primfaktoren  a,  «',  a",  . . .  /J,  /J',  /J",  . . .,  so 
stellt  2'  die  Gesamtzahl  der  Gruppen  dar;  von  diesen  Gruppen  ist 
eine,  nämlich  die,  welche  den  Bedingungen 

(?)-.  (■?)-'.-  (f)— .- 

Genüge  leistet  und  von  der  ersten  Art  ist,  die  Gruppe  der  reciproken 
Teiler, 

Ähnliche  Resultate  findet  man  in  dem  Falle^  wo  c  von  der  Form 
8n  +  3  oder  von  der  Form  4n  -j-  2  ist. 

302. 

Sats  11.  Jeder  trinäre  quadratische  Teiler  ist  ein  reci- 
proker  Teiler. 

Denn  ist  A  ein  trinärer  quadratischer  Teiler  der  Formel  fi  -}-  eu\ 
und  N  irgend  eine  in  A  enthaltene  Zahl^  so  ist  Cj  wie  wir  gesehoi 
haben,  ein  Teiler  von  t^  +  Nu^  (No.  285).  Mithin  ist  A  ein  reci- 
proker  Teiler. 

303. 

Die  Umkehrung  des  vorhergehenden  Satzes  ist  ebenfalls  richtig, 
nämlich: 

Jeder  reciproke  Teiler  ist  trinär. 

Die  Tafel  YIII  enthält  nämlich  die  trinären  Teiler  der  Formel 
t^  +  cv?  für  alle  Werte  von  c  von  (;  «=  1  an  bis  zu  c  «»  251;  man 
kann  sich  davon  überzeugen,  dafs  es  keinen  reciproken  Teiler  der  ^ 
^ormel  t^  -(-  cu^  giebt,  der  nicht  darin  enthalten  wäre. 

Dieser  Satz  kann  also  bis  zu  einer  gegebenen  Grenze  L  durch 
unmittelbare  Bestätigung  als  richtig  betrachtet  werden,  und  es  handelt 
sich  darum  zu  zeigen,  dafs  er  auch  noch  richtig  bleibt^  wenn  e  diese 
Grenze  übersteigt 

Durch  eine  derartige  Beciprocitat  hängt  jede  Formel  fi  -{-  c^ 
mit  denen,  in  welchen  c  kleiner  ist^  zusammen,  so  dafs  die  bekanntes 
Eigenschaften  der  einen  dazu  dienen  können,  die  Eigenschaften  der 
andern  zu  beweisen. 

Der  allgemeine  Satz,  den  wir  zu  beweisen  haben,  ist  folgender: 

304. 
Sats  12.     Jeder  reciproke  Teiler  der  Formel  ^  +  ^n*  ist 
ein  trinärer  Teiler,  und  zwar  besitzt  dieser  Teiler  so  viele 


1 


r 


§  8.    Auf  die  trinären  quadratischen  Teiler  bezügliche  Sätee.  371 


trinare  Formen;  als  die  Zahl  2'~~^  Einheiten  enthält.  Dabei 
bedeutet  i  die  Anzahl  der  ungeraden  und  ungleichen  Prim- 
faktoren^  welche  in  N  aufgehen. 

Dieser  Satz  mufs  als  einer  der  bemerkenswertesten  Sätze 
der  Zahlen theorie  betrachtet  werden.  Aus  diesem  Grunde  geben 
wir  ffir  denselben  zwei  Beweise.  Der  erste  stützt  sich  darauf^  dafs 
es  möglich  ist,  eine  in  einem  gegebenen  reciproken  Teiler  enthaltene 
nnd  zwischen  gegebenen  Grenzen  liegende  Zahl  zu  finden ;  welche 
eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl  ist.  Der  andere  ist 
Yon  dieser  Voraussetzung  unabhängig.    . 

305. 
Erster  Beweis. 

'Nehmen  wir  zunächst  an,   dafs  N  oder  -^N  eine  Primzahl  sei, 

80  ist  jeder  Teiler  der  Formel  t^  +  Nu^,  welcher  von  der  ersten 
Art  ist,  ein  reciproker  Teiler  (No.  299).    Ist  dieser  Teiler 

r  =  cy*  +  2hyg  +  az^, 
80  behaupte  ich,  dafs  f  zu  gleicher  Zeit  ein  trinärer  Teiler  ist. 

Denn  der  Eigenschaft  dieses  Teilers  zufolge  ist  die  Zahl  N  in 
einem  quadratischen  Teiler  der  Formel  ^*  +  cm*  enthalten,  welcher 
reciprok  und  somit  trinär  ist,  weil  c  unterhalb  der  Grenze  L  liegt, 
bis  zu  welcher  die  Tafel  als  richtig  erwiesen  ist.  Da  ferner  die 
Zahl  N  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl  ist,  so  kann 
sie  nur  in  einem  einzigen  der  quadratischen  Teiler  von  t^  «^  cu^  und 
darin  nur  auf  eine  einzige  Weise  enthalten  sein.     Ist  daher 

A=|)y*  +  2gyx?  + r^ 
der  trinare  Teiler  von  ^*  +  cm*,   in  welchem  N  enthalten  ist,   und 
bezeichnet  man  mit  Je  die  Anzahl  der  ungeraden  und  ungleichen  Prim- 
faktoren, welche  in  c  aufgehen,  so  besitzt  A  2*""*  trinare  Formen,  und 

2 

diese  sind  von  einander  verschieden,  da  iV>c  und  umsomehr  N>y^ 
ist  (No.  287). 

Dies  vorausgeschickt,  bestimmen  die  2*~^  trinären  Formen  von 
N  ebenso  viele  trinare  quadratische  Teiler  der  Formel  t^  +  JVm*,  in 
deren  jedem  c  enthalten  ist.  Diese  trinären  Teiler  sind  sämtlich  von 
einander  verschieden,  da  sie  unter  einander  verschiedenen  trinären 
Werten  von  N  entsprechen  (No.  283);  und  da  c  nicht  mehr  wie 
2*--i-mal  unter  den  quadratischen  Teilern  der  Formel  t^  +  J^t*^  ent- 

24* 
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halten  sein  kann  (No.  245),  so  folgt  daraus,  dafs  der  gegebene  Teiler  f 
einer  der  2*—^  trinären  Teiler,  welche  c  enthalten,  sein  mufs.  Mithin 
ist  r  ein  trinärer  Teiler,  und  zwar  besitzt  dieser  Teiler  nur  eine  tri- 
näre  Form,  was  mit  dem  allgemeinen  Satze  übereinstimmt  Denn 
da  in  diesem  Falle  i  ==  1,  so  ergiebt  sich  2*-'*  «=  1. 

306. 
Mittelst  dieses  ersten  Falles  erkennt  man,  dafs,  da  die  Tafel  bis 
zur  Grenze  L  als  richtig  erwiesen  ist,  die  in  dem  allgemeinen  Satse 

3 

ausgesprochenen  Eigenschaften   noch   bis  zur  Grenze  —  i*  für   alle 

Zahlen  N  bestehen  bleiben,  welche  Primzahlen  oder  das  Doppelte 
von  Primzahlen  und  in  der  Formel  fi  +  Nu^  enthalten  sind.  Denn 
da  cy^  +  2byig  +  az^  ein  reciproker  Teiler  der  Formel  t^  +  Nu*  ist, 

so  kann  man  immei;.c<2T/yJV  annehmen;  somit  ist  c  <Ly  wenn 

N<\V  ist 

307. 

Ist  jetzt  N  irgend  eine  Zahl,  die  unmittelbar  über  der  Grenze  L 
liegt,  und  ist  T  =  cy*  -f-  2'byz  +  a^  ein  gegebener  reciproker  Teiler 
der  Formel  t^  +  ■^***>  so  behaupte  ich,  dafs  dieser  Teiler  2*"~^  trinäre 
Formen  besitzt,  wenn  i  die  Anzahl  der  ungeraden  und  ungleichen 
Primfaktoren,  welche  in  JV  aufgehen,  bedeutet. 

Es  sei  nämlich  p  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Prim- 
zahl, welche  in  dem  Teiler  V  enthalten  ist  und  zwischen  den  Grenzen 

—  L  und  yi*  liegt.    Diese  Grenzen   sind  sehr  weit  von  einander 

entfernt  Denn  obwohl  die  Tafel  nur  bis  zu  £  «"  251  fortgesetzt  ist,  hat 

man  -|l  =  167    und   4"^'  =  47251.     Alsdann  ist  die  Zahl  N  ein 

Teiler  von  i^-\'pu^^  und  als  solcher  enthalten  in  einem  oder  mehreren 
feciproken  Teilern  von  t^-^-pu^^  welche  man  als  bekannt  und  dem  all- 
gemeinen Gesetze  gehorchend  ansehen  kann,  weil  p  eine  Primzahl  oder 

8 

das  Doppelte  einer  Primzahl  und  kleiner  als  —L^  ist.    Da  ferner  die 

g 

Zahl  N  <  —p  ist,  so  kann  sie  nur  einmal  in  jedem  der  quadratischen 

Teiler  der  Formel  t^  +  pu^  enthalten  sein,  und  da  sie  nach  der  An- 
zahl ihrer  Faktoren  2*""* -mal  in  allen  diesen  Teilern  enthalten  sein 
mufs,  so  mufs  es  eine  gleiche  Anzahl,  also  2*~^,  quadratische  Teiler 
der  Formel  t^  +1?«*^  geben,  von  denen  jeder  einmal  die  Zahl  jW  enthält 


r 
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Von  diesen  quadratischen  Teilern,  welche  von  einander  ver- 
schieden sind,  entspricht  jeder  einer  verschiedenen  trinären  Form 
von  p.  Mithin  giebt  es  2*~"^  von  einander  verschiedene  trinäre  Werte 
von  p,  deren  jeder  einer  trinären  Form  von  JV  entspricht  Und  selbst 
wenn  es  unter  diesen  letzteren  einander  gleiche  Formen  gäbe  (dies 
würde  jp*  =  y^  +  Nj^  voraussetzen),  so  würde  doch,  weil  diese  gleichen 
trinären  Formen  von  N  ungleichen  trinären  Formen  von  p  ent- 
sprechen, das  System  aus  einer  trinären  Form  von  p  und  der  ent- 
sprechenden trinären  Form  von  JV  stets  verschieden  sein  von  jedem 
andern  derartigen  Systeme. 

Dieselben  Systeme,  deren  Anzahl  2*'^  ist,  müssen  auch  enir 
stehen,  wenn  man  p  als  Teiler  von  t^  +  Nu^  betrachtet  (No.  285). 
Nun  kann  p,  da  es  eine  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  Primzahl 
ist,  nur  zu  einem  einzigen  quadratischen  Teiler,  welches  der  gegebene 
reciproke  Teiler  ist,  gehören  und  in  diesem  nur  auf  eine  einzige  Art 
enthalten  sein.  Mithin  ergiebt  sich,  da  p  in  diesem  Teiler  2*"~*  ver- 
schiedene trinäre  Formen  annehmen  mufs,  dafs  der  Teiler  f  in  2'""* 
trinäre  Formen  zerlegbar  sein  mufs,  übereinstimmend  mit  dem  Satze, 
welcher  bewiesen  werden  sollte. 

308. 

Bemerkung.  Der  reciproke  Teiler  f,  welcher  zu  der  Formel 
?  -f-  Nu^y  in  welcher  JV  durch  i  ungerade  und  ungleiche  Primzahlen 
teilbar  ist,  gehört,  kann  nicht  mehr  als  2*~~^  trinäre  Formen  haben. 
Denn  ist,  falls  dies  möglich  wäre,  die  Anzahl  seiner  trinären  Formen 
=  Ä>2*~%  und  ist  P  eine  in  dem  Teiler  f  enthaltene  Primzahl, 
welche  grofser  ist  als  IP,  so  besitzt  die  Zahl  P  als  Teiler  von 
fi  +  Nu*  k  trinäre  Formen,  welche  einer  gleichen  Anzahl  trinärer 
Formen  von  N  entsprechen.  Die  k  trinären  Werte  von  P  sind  von 
einander  verschieden,  da  man  wegen  P>  N*  der  Gleichung 

nicht  genügen  kann.  Dies  vorausgeschickt,  bestimmen  die  k  von 
einander  verschiedenen  trinären  Werte  von  P  eine  gleiche  Anzahl 
trinärer  Teiler  der  Formel  t*  +  Ptt*,  in  deren  jedem  N  enthalten  sein 
mufs.  Mithin  ist  N  Ämal  in  den  trinären  Teilern  von  t*  +  Pu*  ent- 
halten. Da  es  aber  nur  i  ungleiche  Faktoren  besitzt,  so  kann  N  nur 
2'-i-mal  in  den  quadratischen  Teilern  von  t*  +  Pu*  enthalten  sein. 
Mithin  kann  k  nicht  grofser  sein  als  2^^K 

Demnach  ist  die  in  dem  allgemeinen  Satze  angegebene  Zahl  2''~~^ 
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die  genaue  Zahl  der  triDären  Formen^  welche  der  Teiler  f  annehmen 
kann  und  wirklich  annimmt.  Wenn  jedoch  N  einen  quadratischen 
Faktor  hat^  so  kann  es  noch  andere  trinäre  Formen  des  Teilers  T 
geben;  diese  Formen  würden  indessen  nur  uneigentliche  trinäre  Formen 
sein^  d.  h.  sie  würden  trinären  Werten  von  c  entsprechen^  deren  Glie- 
der sämtlich  durch  dieselbe  Quadratzahl  teilbar  wären.  Diese  Foiv 
men  müssen  aber^  wie  wir  schon  vorher  bemerkt  haben  (No.  271), 
yerworfen  werden, 

309. 

Zweiter  Beweia. 

Um  die  Methode^  auf  welche  dieser  zweite  Beweis  sich  gründet^ 

klarer  hervortreten  zu  lassen^  wenden  wir  sie  zunächst  auf  einige 

besondere  Fälle  an^  indem  wir  der  Beihe  nach  c  <»  1^  2^  3^  5 

setzen   und   die   entsprechenden  Werte  von  b  durch  die  Bedingung 

b  <.-^c  oder  b  =  -^c  bestimmen.    Lassen  wir  sodann  a  unbestimmt, 

SO  enthält  jede  Formel  cy^  -|-  2byjs  +  aß^  unendlich  viele  andere,  bei 
welchen  der  allgemeine  Satz  bestätigt  ist. 

Ist  zunächst  c  =  1,  so  mufs  6  =  0  und  jV=  a  sein,  und  der 
gegebene  reciproke  Teiler  ist: 

r  =  j/2  ^  a;s\ 
Da  die  Zahl  1  in  diesem  Teiler  enthalten  ist,  so  mufs  N  ein  Teiler  der 
Formel  ^^  +  1  •  tt*  oder  t^  +  u'  sein,  woraus  folgt,  dafs  N  oder  y  N 
zu  Primfaktoren  nur  Zahlen  von  der  Form  4n  -f- 1  besitzen  kann.  Da 
nun  die  Anzahl  dieser  ungeraden  und  ungleichen  Faktoren  gleich  i  ist, 
so  kann  man  der  Gleichung  ^=y*-j-jei*  auf  2'—^  verschiedene  Arten 
Genüge  leisten. 

Ist  jV  ==  /*  +  jf'  eine  von  diesen  Lösungen,  so  läfet  sich  f  offen- 
bar auf  die  trinäre  Form 

r  =  j/*  +  /*^»  +  g'e> 
bringen,  und  dieser  entspricht  der  trinäre  Wert: 

N^r  +  g'^ 

Da  jede  Zerlegung  von  N  in  zwei  zu  einander  prime  Quadrate 
ein  ähnliches  Resultat  liefert,  so  nimmt  offenbar  der  reciproke  Teiler  F 
2^'"'^  trinäre  Formen  an,  denen  ebenso  viele  trinäre  Werte  von  iV^ 
entsprechen.   Dies  ist  in  Übereinstimmung  mit  dem  allgemeinen  Satse. 

310. 
Ist 

c  =  2,  r  =  2y^  +  2byz  +  ajsi\  2V—  2a  -  6«, 
so  kann  der  Wert  von  b  nur  0  oder  1  sein. 
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Da  in  beiden  Fällen  N  ein  Teiler  von  fi  -f  2u'  sein  mafs^  so 
ist  klar,  dafs  die  Primfaktoren  von  N  von  derselben  Form  sind;  und 
daJs  man  somit  der  Gleichung  ^«=y*  -f"  ^^*  auf  2'—^  verschiedene 
Arten  genügen  kann. 

Stellt  man  eine  dieser  Losungen  durch  JN"  =  /^  +  2g^  dar,  so 
erh&lt  man: 

Darans  erkennt  man,  dafs  der  Teiler  f  auf  die  trinäre  Form 

.    r-(,+  4i^.)'  +  (i«  +  ^.)'+,v 

gebracht  werden  kann.    Derselben  entspricht  der  trinäre  Wert: 

N^r  +  g'  +  g"^ 

Da  nun  N  2*'-^ -mal  von  der  Form  f^  +  ^9^  ^^^  so  folgt  hier- 
aus, übereinstimmend  mit  dem  allgemeinen  Satze,  dafs  f  2'"'^  trinäre 
Formen  besitzt. 

311. 

Ist 

c  =  3,  r  =  3y*  +  2byjs  +  ajs^,  N=3a  — 1\ 
BD  kann  der  Wert  von  h  ebenfalls  nur  0  oder  1  sein. 

Da  r  ein  reciproker  Teiler  und  3  in  diesem  Teiler  enthalten  ist, 
so  mufs  N  ein  Teiler  der  Formel  i*  +  3tt'  und  als  solcher  in  dem 
reciproken  Teiler  dieser  Formel,  nämlich  in  2y*  +  2yjef  -f-  2s?  ent- 
halten sein.    Es  mufs  demnach  2'~^  Lösungen  der  Gleichung 

N^2y'  +  2yz  +  2i? 
geben,  falls  J/  nicht  teilbar  ist  durch  3,  und  nur  2*'-*,  wenn  ^  durch  3 
sich  teilen  läfsi 

Ist  erstens  6  =  0  und  N  =^  3a,  und  stellen  wir  einen  der  2»-' 
Werte  von  N  durch  N  =  2p  +  2fg  +  2^  dar,  so  erhalten  wir: 
2^  +  2fg  +  2jy'  _  {%f+  gy  +  3jy« 
""^  8  28  • 

Aus  diesem  Werte  erkennt  man,  dafs  2f -{- g  durch  3  teilbar 
sein  mufs.    Ist  also  2/*-(-^aa3A,  so  wird: 

„=i»i±ii_».+(^)'+(^r. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  trinäre  Form  von  f: 


r-=(y  +  ^.y  +  (y  +  ^.;  +  (v-Ä.)' 
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Da  der  Teiler  f  =  3y*  +  as^  ambig  ist,  so  erhält  man  eine  zweite 
trinäre  Form  von  f,  indem  man  einfach  das  Zeichen  von  s  ändert^ 
also: 

r  =  (y  -  ^^^y  +  {y  +  ^^y  +  (y+Ä*)«, 

und  der  trinäre  Wert  von  N,  welcher  diesen  beiden  Formen  ent- 
spricht, ist: 

Da  es  nun  2»""^  ähnliche  Werte  von  N  giebt  und  jeder  zwei 
trinäre  Formen  von  f  erzeugt,  so  ist  offenbar  die  Gesamtzahl  der 
trinären  Formen  von  V  gleich  2»"^^  Diesen  entsprechen  ebenso ?iele 
trinäre  Formen  von  N^  welche  paarweise  gleich  sind. 

Ist  zweitens  6  =  1,  JV=  3a  —  1,  so  besitzt  N  2*'~^  Werte  von 
der  Form  W=  2p  +  2fg  +  2^y  von  denen  jeder  ergiebt:- 

fe«  +  2/' +  g/'jy  +  2g'  ^  2fe»  +  (2/'+jy)'  +  8(y' 

3  2.8* 

Dieser  Wert  zeigt,  dafs  26*  +  ^f-\'9f  durch  3  teilbar  sein  mufs; 
und  da  alsdann  der  Quotient  nur  von  der  Form  m^  '\'2fi?  sein  kann, 
so  kann  man  setzen: 

{2f+gy  +  262  ^  3(^2  ^  2n0. 
Dies  giebt:  2/*+  S'  =  w»  +  2n,  6  «=»  w  —  w,  und  daher: 

Da  femer  6  =  1  «=  m  —  »  ist,  so  kann  man,  wie  ohne  weiteres  er- 
sichtlich, den  Teiler  V  =  3y*  +  2y0  +  <^^  ^^^  folgende  Weise  «er- 
legen: 

r-(y  +  ^i^.y  +  (y  +  ^^.)*  +  (y-«^)*. 

Der  entsprechende  trinäre  Wert  von  N  ist: 

Dies  kommt  auf  den  Wert  N  ^^^  +  {f+  gf  +  P  zurück. 

Da  man  nun  2^*^^  ähnliche  Werte  von  N  hat,  so  erhält  man 
auch,  in  Übereinstimmung  mit  dem  allgemeinen  Satze,  2*'~^  trinäre 
Formen  des  Teilers  f. 


I 
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312. 

Ist  c  =  5  und  der  gegebene  Teiler  f  =  5y*  +  2byz  +  af^,  so 
ist  N=5a  —  Vy  und  b  kann  nur  einen  der  Werte  0,  1,  2  besitzen. 

Welches  auch  dieser  Wert  sein  möge,  es  mufs^  da  der  Teiler  F 
als  reciprok  vorausgesetzt  und  5  darin  enthalten  ist,  N  ein  Teiler 
von  ^  -|-  5«**  ^^^  als  solcher  in  den  reciproken  Teilern  dieser  Formel 
enthalten  sein.  Je  nachdem  aber  N  durch  5  teilbar  ist  oder  nicht^ 
sind  zwei  Fälle  zu  betrachten. 

Ist  zuerst  6  =  0  und  jV=  5a,  so  mufs,  weil  die  Formel  ^  +  5u^ 
nur  den  einen  reciproken  Teiler  y^  +  5js^  hat,  N  2*~*-mal  von  der 
Form  y*  +  5je?*  sein.     Bezeichnen  wir  einen  dieser  Werte  mit 

80  erhalten  wir: 

6 
Mithin  mufs  f  durch  5  teilbar  sein.    Setzt  man  also,/*»  5A>  so  wird: 

a  =  g^  +  bh^  =  ff'  +  h^  +  U\ 
Diese  trinäre  Form  läfst  die  des  Teilers  f  erkennen.     Dieselbe  ist: 

r  =  (2y  +  h0y  +  (y-  2h0y  +  g'i^. 
Beachtet  man  femer,  dafs  der  Teiler  5y^  -}-  as?  ambig  ist,  so  erhalt 
man  durch  Änderung  des  Zeichens  von  »  die  zweite  trinäre  Form: 

r  =  (2y  -  U)^  +  {y  +.  2hzf  +  g'z^, 
und  diese  beiden  entsprechen  demselben  trinären  Werte: 

JV=^25Ä^.+ V  +  ?^- 
Da    die   Anzahl    der   Lösungen    der    Gleichung    ^W  =  y*  +  hz^ 
gleich  2*—'  ist  und  jede  derselben  zwei  trinäre  Formen  von  f  liefert, 
so  erhält  man  offenbar,   in  Übereinstimmung  mit  dem  allgemeinen 
Satze,  im  Ganzen  2'"""^  trinäre  Formen  von  f. 

Ist  zweitens  6=1  oder  2  und  JT—öa  —  6*,  so  ist  ^,  als 
Teiler  von  ^  +  &•**>  2*"^^-mal  in  dem  quadratischen  Teiler  y^-^-hi? 
enthalten. 

Ist  einer  dieser  Werte  jr=/**  +  ^9^y  so  wird: 
■       6«  +  /^»  +  6p« 
^^  6  ' 

und  dies  zeigt,  dafs  V  -f-  /*'  durch  5  teilbar  sein  mufs.  Setzt  man 
also  6*  -|-  /**  «=s  5(m*  -f"  ^Oi  so  erhält  man  hieraus  6  =  m  —  2n^ 
f^  2m  +  n,  und 

a  =  w^  +  n^  +  fl'* 
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Dieser  Wert  von  a  und  der  von  b  lassen  hinreichend  deutlich 
die  trinare  Form  des  Teilers  f  erkennen,  nämlich: 

Der  entsprechende  Wert  von  'N  ist: 

und  dieser  kommt  auf  die  gegebene  Form  /*'  +  fif*  +  ^^  zurück. 

Da  es  nun  2^^'^  solche  Werte  von  'S  giebt,  so  giebt  es  auch 
2*  —  ^  trinare  Formen  des  Teilers  f. 

313. 

Wir  betrachten  jetzt  den  reciproken  Teiler 
r  ==  cy«  +  26yj9  +  a^ 
in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  und  setzen  nur  voraus,  dafs  der 
Koefficient  c  prim  zu  S  und  kleiner  als  'S  sei,  eine  Bedingung,  die 
jederzeit  leicht  zu  erfäUen  ist.*) 

Hiemach  mufs,  da  f  ein  reciproker  Teiler  ist,  S  ein  Teiler  der 
Formel  ^  -f-  c^j?  und  als  solcher  in  den  reciproken  Teilern  dieser 
Formel  enthalten  sein.  Da  femer  mit  %  die  Anzahl  der  ungeradoi 
und  ungleichen  Primfaktoren  von  S  bezeichnet  ist,  so  muls  ^in 
den  reciproken  Teilern  der  Formel  <^ -(- cu'  2'''^-miJ  vorkommen. 
Diese  reciproken  Teiler  bilden  eine  von  den  Gruppen,  in  welche  die 
Teiler  dieser  Formel  zerfallen.  . 

Ist  daher  jpy*  -f"  2qyz  +  rs?  einer  von  den  reciproken  Teilern 
der  Formel  ^  +  ^u^  '^^  denen  S  enthalten  ist^  so  kann  man  setzen: 

S^vP^2iifg^r^  =  ac-V, 
und  dies  giebt: 

e  cj> 

Aus  diesem  Ausdmck  erkennt  man,  dais  (j>/*-{-  qgf  +  c^  durch  t 
teilbar  sein  mufs.  um  die  Division  auszuführen,  nehmen  wir  an,  daffl 
man  alle  quadratischen  Teuer  von  V  -|-  jpu',  welche  c  enthalten,  ge- 
sucht habe.    Irgend  einer  von  diesen  Teilern  wird  die  Form 

cy*  +  2Vyz  +  aV 
besitzen,  und  die  Werte  von  V  werden  die  sämtlichen  Zahlen  sein^ 


*)  Siehe  den  IV.  Hauptteil  §  10.  Diese  Bedingnug  ist  übrigens  nicht  ib- 
aolnt  erforderlich  fflr  das  Gelingen  des  Beweises,  da  man  in  den  vorhergehendea 
Beispielen  Fälle  gesehen  hat,  in  denen  c  und  S  einen  gemeinsamen  TeBer 
haben  (No.  811  und  312).  Anm.  d.  Yetf^ 
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c 


die  nicht  grofser   als  —  sind  und   der   Gleichung  ca—V^'^p  ge- 
nügen, oder  für  welche  6'^  -f"  P.  durch  c  teilbar  wird. 
Ist  also 

80  mufs  sein: 
mithin: 

Da  diese  beiden  Werte  von  cN'  identisch  sein  müssen,  so  setze  man: 

d  =  b     und     cy  +  *'*  =  ±  (P/*  +  25')- 
Dadurch  ergiebt  sich: 

±ipf+a9)-b'b 
'^  c 

Man  hat  daher  unter  den  verschiedenen  Werten  von  V  den- 
jenigen zu  suchen;  für  welchen  y  eine  ganze  Zahl  wird;  einen  solchen 
mols  man  notwendigerweise  finden,  weil  der  gegebene  Teiler  F 
reciprok  und  dies  die  einzige  Voraussetzung  ist,  auf  welche  sich  diese 
Untersuchung  stützt.  Es  kann  auch  nur  einen  solchen  Wert  von  V 
geben,  für  welchen  y  eine  ganze  Zahl  wird;  denn  gäbe  es  zwei  b',  ß^, 

so  müfste  — ^— ,  oder,  da  c  und  6  prim  zu  einander  sind,     —  ^ 
c  c 

eine  ganze  Zahl  sein.     Nun  sind  aber  V  und  ß^  alle  beide  kleiner 

als  Y  ^;  oder  falls  eins  von  ihnen  gleich  -r-  c  wäre,  so  müfste  doch 

das   andere  kleiner  als  ^  ^  sein,   da   sie   von  einander  verschieden 

sind.  Mithin  ist  die  Summe  V'{-  ß>  kleiner  als  c,  sie  kann  daher 
nicht  durch  c  teilbar  sein.  Man  mufs  auch  beachten,  dafs  die  Zahlen 
y  und  d  oder  y  und  b  gerade  die  Zahlen  sind,  welche  die  Rechnung 
ergiebt^  und  demnach  zußLlligerweise  einen  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben  können,  denn  gegenwärtig  wird  nichts  anderes  gesucht  als  die 
Form  der  bestimmten  Zahl  N\  Nachdem  aber  y  gefunden  ist,  hat 
man: 

Da  nun  der  quadratische  Teiler  cy*  +  26yjef  +  aV  der  Formel 
^  -f  pti*  auf  die  Form  py^  -f-  2q'yz  -j-  rV,  in  welcher  p<  2  yy^ 
ist,  gebracht  werden  kann,  so  nimmt  der  Wert  von  N'  die  Form  an: 

in  welcher  f  und  g  je  nach  den  verschiedenen  Fällen  einen  gemein- 
schaftlichen Teiler  haben  können  oder  nicht. 
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Nachdem  dieses  festgestellt  ist^  wird  der  Wert  von  a: 

P  PP  ' 

und  aus  diesem  neuen  Ausdruck  sieht  man,  dafs  (p'/^+ öV)* +l>y 
durch  p  teilbar  sein  mufs.     Setzt  man  also: 

so  findet  man  durch  ähnliche  Rechnungen,  wie  vorher: 
N"^p"r  +  2q"r9"+r"g"\ 

einen  Ausdruck,   in-  welchem   man  p'<.2   y  -^ p'  voraussetzen  darf. 
Man  erhält  daher  folgenden  dritten  Wert  von  a: 

a  =  C±K.  ^  (p"r+qyy+pT'+P"9' . 

p  pY 

Diese  verschiedenen  Rechnungen  müssen  so  lange  fortgesetzt 
werden,  bis  die  beiden  letzten  Glieder  der  abnehmenden  Reihe 
Py  Pf  P'y  •  •  •  1  und  1  oder  2  und  1  sind.  Wenn  alle  beide  gleich 
der  Einheit  sind,  so  ist  der  letzte  Wert  von  a  von  der  Form: 

A'  +  *»»  +  »'*; 

ist  aber  das  letzte  Glied  1  und  das  vorletzte  2,  so  wird  a  von  der 

Porm  —      a    }  welche  sich  ebenfalls  in  eine  Summe  von  drei 

Quadraten  verwandelt,  nämlich  in 

Allgemein  ist  also  stets  die  Zahl  a  auf  eine  trinare  Form  von 
der  Art  wie  A*  +  f**  +  ^^*  zurückgefQhrt.  Zu  gleicher  Zeit  findet 
man  im  Verlaufe  der  Rechnungen,  dafs  b  auf  die  Form  gebracht 
werden  kann: 

6  =  Ai  -j-  lim  -j-  vn, 

und  hieraus  folgt,  dab  der  gegebene  Teiler  f  sich  in  folgender  Weise 
in  drei  Quadrate  zerlegen  läfst: 

r  =  (iy  +  Xe)»  +  (tny  +  i^e)*  +  (ny  +  vef. 
Man  kann  aber  zu  diesem  Resultat  noch  weit  unmittelbarer,  and 
ohne  den  vorstehenden  Wert  von  h  zu  Hülfe  zu  nehmen,  gelangen. 

314. 
Man  kann   nämlich  die  zur  Bestimmung   des  trinären  Wertes 
von  a  erforderlichen  Rechnungen   ausführen,   wenn  a  und  h  unbe- 
stimmt bleiben,  da  die  Zahlen  p,  pj . . .,  auf  denen  diese  Rechnungen 
beruhen,  aus  der  einen  bekannten  Zahl  c  entstehen,  so  dails  sie  stets 
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dieselben  bleiben  oder  nur  eine  Änderung  erleiden  durch  die  Wahl, 
welche  man  unter  den  Werten  von  jp'  treffen  kann,  wenn  es  mehrere 
die  Zahl  c  enthaltende  quadratische  Teiler  von  f*+j>u*  giebt,  oder 
unter  den  Werten  von  p',  wena  eö  mehrere  die  Zahl  p  enthaltende 
qaadratische  Teiler  von  fi-^-pu*  giebt,  u.  s.  f.  In  allen  Fällen  ist 
die  Reihe  p,  p,  p\  . . .  stets  so  beschaffen^  dafs 


P<  \\  P,  P<  y  tP';  •  •  • 


ist,  so  dafs  diese  Reihe  sehr  schnell  bis  zum  letzten  Gliede  1  ab- 
nimmt. Man  kann  also  auf  diese  Weise  zu  allgemeinen  Resultaten 
gelangen,  welche  auf  unendlich  viele  Werte  von  N  anwendbar  sind, 
wie  wir  dies  in  den  Beispielen  für  den  Fall  c  =  1,  2,  3,  5  gesehen 
haben. 

Wenn  man  aber  auch  N  als  bestimmt  gegeben  ansieht,  so  kann 
man  doch  in  den  gegebenen  Teiler  eine  Unbestimmte  einfahren,  ver- 
möge deren  seine  Zerlegung  in  drei  Quadrate  bedeutend  erleichtert 
wird.  Zu  diesem  Zwecke  braucht  man  nur  y  -^-hz  an  die  Stelle  von 
y  zu  setzen,  wodurch  der  Teiler  f  übergeht  in: 

r  =  cy*  +  2(6  +  cli)ye  +  (a  +  26*  +  cl^y. 
Wendet  man  die  vorige  Methode  auf  diesen  Teiler  an,  so  sind  die 
Zahlen  p,  p\  p'\ . . .,  ohne  irgendwelche  Veränderung,  dieselben,  als 
ob  Ä; «»  0  wäre.  Man  erhält  daher  auch  den  Wert  des  letzten  Koef- 
ficienten  a  ^  2bk  -f-  cJc^  ausgedrückt  durch  drei  Quadrate,  und  diese 
Quadrate,  in  denen  k  unbestimmt  bleibt,  können  nur  von  der  Form 
sein: 

(l  +  xky  +  (m  +  iihy  +  (n  +  vhy, 

woraus  unmittelbar  die  trinäre  Form  von  f  sich  ergiebt: 

r  =  (Zy  +  Xef  +  (my  +  <*«)*  +  (ny  +  vef.      , 

Durch  dieses  Hülfsmittel  vermeidet  man  jedes  Probieren  bei  der 
Bestimmung  des  trinären  Wertes  von  f  und  gelangt  zu  diesem  zu 
gleicher  Zeit  auf  die  einfachste  und  direkteste  Weise.  Da  nun  die 
Zahl  N  auf  2*  —  * verschiedene  Arten  in  den  quadratischen  Teilern  der 
Formel  ^  +  ^***  enthalten  ist,  so  ergiebt  jeder  dieser  Ausdrücke  eine 
trinäre  Form  des  Teilers  f;  mithin  besitzt  dieser  Teiler,  in  Überein- 
stimmung mit  dem  allgemeinen  Satze,  2''^^  trinäre  Formen. 

Durch  diese  Analyse  kann  die  Grenze  der  Tafel  VIII,  welche 
zunächst  beliebig  ist,  unendlich  weit  hinausgerückt  werden;  der  an- 
geführte Satz  wird  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gelten. 


382  Dritter  Hauptteil. 

315. 
Beispiel. 
Es  sei  der  reciproke  Teiler 

r  =  189j^  +  3Oy0  +  50j^ 
gegeben,  welcher  zur  Formel  t^  +  Nti^y  in  der  N  =  9225  =  3*  •  5*  •  41 
ist,  gehört.   Es  handelt  sich  darum  zu  zeigen,  dafs  dieser  Teiler  auf 
2^~^  oder  4  Arten  in  drei  Quadrate  zerlegt  werden  kann. 

Da  die  äuTsereu  Eoefficienten  50  und  189  beide  mit  N  einen  ge- 
meinschaftlichen Teiler  haben,  so  haben  wir,  um  nach  der  alige- 
meinen  Methode  verfahren  zu  können,  in  f  eine  Zahl  zu  suchen, 
welche  prim  zu  N  ist.  Diese  Zahl  erhält  man  unmittelbar,  wenn 
man  y  =  1  und  ;?  =  —  1  setzt,  wodurch  sich  das  Resultat  ergiebt: 
189  —  30  +  50  =  209  =  11  .  19,  also  eine  Zahl,  welche  mit  -»T  keinen 
gemeinschaftlichen  Teiler  hat.  Man  mufs  daher  zuvörderst  bewirken, 
dafs  209  der  erste  Eoefficient  von  f  wird.  Dazu  reicht  es  hin, 
0  —  y  am  Stelle  von  0  zu  setzen,  und  sodann  das  Vorzeichen  von  m 
zu  ändern.     Auf  diese  Weise  ergiebt  sich: 

r  =  209y«  +  lOy0  +  50;^. 
Setzt  man  endlich  y  -^-he  bji  Stelle  von  y,  um  in  den  letzten  Eoef- 
ficienten eine  Unbestimmtheit  einzuführen,  so  erhält  man: 

r  —  209y2  +  2(35  +  2O9h)y0  +  (50  +  70t  +  209*^)«*. 
Wir  setzen  also: 

e  =  209,      6  =  35  +  209*,      a  =  50  +  70Jk  +  209Jfc*. 
Die  Zahl  N,  welche  drei  ungleiche  Primfaktoren  besitzt,  mufs  2*""* 
oder  4-mal  in  den  reciproken  Teilern  von  t^  -{-  209 u^  enthalten  sein. 
Nun  besitzt  aber  diese  Formel  drei  reciproke  Teiler,  nämlich: 

2f  +    2y0  +  105^ 

10y*+    2y0+    21  je?» 

13j^+10y^+    18^, 

und  in  der  That  findet  man,  dafs  9225  einmal  in  dem  zweiten  mu9 

dreimal  in  dem  dritten  von  diesen  Teilern  enthalten  ist,  und  zwar 

auf  folgende  Weise: 

N=10r+    2fg+2lf 


29 
5 


N=13r  +  W9+I8g' 


(f^       27,       27,        19 
U--    1, 


14,  —  22. 

Betrachten  wir  zunächst  die  dritte  Form,  welche  drei  triiüre  Werte 
von  r  liefern  muls,  so  erhält  man  mittelst  dieser  Form: 


r 
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^  "^        c  209  .  18 

Die  erste  Rechnung  besteht  darin,  dafs  man  den  Quotienten  sucht, 
welcher  sich  bei  der  Division  von  (13/*+ öjf)*  +  136*  durch  209 
ergiebt.  Nun  mufs  209,  weil  es  zwei  Faktoren  11  und  19  hat,  zwei- 
mal in  den  quadratischen  Teilern  von  ^*  -|-  13ti'  enthalten  sein,  und 
in  der  That  ist,  wenn  der  quadratische  Teiler,  welcher  209  enthält, 
durch 

209y*  +  2l/y0  +  ds? 

dargestellt  wird,  die  Bedingung  209  a' —  6'*  =  13  auf  zweierlei  Weise 
erfülli,  einmal  wenn  man  &'«»  14,  a  >»  1,  das  andere  Mal,  wenn  man 
J'«=-  52,  a'«=  13  setzt    Man  kann  daher 

setzen,  und  dies  giebt: 

(13/-+  hgf  +  136«  =  (209y  +  Vgf  +  \Zg\ 

Folglich  ist: 

z^h    und    209jf  +  y;ff  — iCW+ö^/), 
also: 

±a8/jf_6y)-^ 
^  "  209 

Nehmen  wir  für  f  und  g  die  Lösung  /■=  19,  jf  =  —  32,  so  ist 
IS/'+ö^  — 137  und: 

_  ±  137  —  y(86  +  209  Jb) 
^  ~  209 

In  diesem  Ausdrucke  mufs  man  das  Zeichen  von  137  und  den  Wert 

von  V  derart  wählen,  dafs  y  eine  ganze -Zahl  ist.    Man  erreicht  dies, 

wenn  das  untere  Zeichen  genommen  und  6'»»  14  gesetzt  wird.     Es 

ist  daher: 

y  =  _  3  -  141. 

Der  gesuchte  Quotient  ist  209y«  +  2Hyz  +  ^  und  seine  einfachste 
Form:  {z  +  14y)«  +  13y«.  Stellt  man  diese  durch  p  +  \^g'^  dar, 
so  hat  man  also: 

/•'=  -  7  +  13* 

9 3-14*, 

und  der  Wert  von  a  wird: 

^  ^  p'  +  r'  + 18(/-« 

"  18 

ßs  ist  daher  nur  noch  g^  -^  f'^  durch  13  zu  dividieren.  Dazu  mufs 
man  13  als  Teiler  der  Formel  t^  -|-  ^  betrachten.    Diese  Formel  be- 
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sitzt  aber  nur  einen  quadratischen  Teiler  y*  +  ä*,  und  dieser  geht^ 
wenn  man  denselben  so  umgestaltet,  dafs  13  der  erste  Koefficieni 
desselben  wird,  über  in: 

13y«  +  lOye  +  2;er«. 
Ist  daher: 

g^  -f  p  =  13(13y«  +  lOyg  +  2^^)  =  (13y  +  5^)*  +  ^, 

so  kann  man  setzen: 

SS  =g    und     13y  +  S^r  =  +  f, 
oder: 

jef  =  /"   und     13y  +  öje?  «=  4:^. 

Aus  diesen   beiden  Losungen   ergiebt  sich   aber   in  gleicher  Weise, 
dafs  sich  die  Gh'öfse 

?^^  ^  13jf*  +  lOye  +  20'  =  {0  +  2yf  +  {z  +  3y)« 

auf 

(4  +  2*)«  +  (5  — 3i)« 

reduciert.     Mithin  hat  man: 

a  =<14*  +  37  +  (2*  -t-  4)«  +  (3*  -  5)«, 
und  da  dies  der  Wert  von  50  +  70A;  -|-  209/c^  ist,  so  folgt,  dafs  der 
Teiler  T  =  209y*  +  lOye  +  bOi?  die  trinäre  Form  besitzt: 

{Uy  +  3^)«  +  (2y  +  Aif  +  (3y  -  bd)\ 
Setzt  man  j?  —  j/  für  £f  und  ändert  man  sodann  das  Zeichen  yon  n^ 
so   nimmt   der   Teiler   f   wieder   die    ursprünglich    gegebene   Form 
•  189y*  +  3Oy0  -f  50;?*  an,  und  die  soeben  gefundene  trinäre  Form 
geht  über  in: 

(lly  -  ^zf  +  (2y  +  Azy  +  (8y  +  bz)\ 

Sucht  man  in  derselben  Weise  die  beiden  andern  trinären  Formen, 
welche  aus  der  Form  JV^  «=  13/**  +  10/]9f -f  18^^  entstehen,  und 
.  ebenso  die,  welche  aus  der  Form  JV=  10/"*  +  2/(5f  +  21^*  entspringt, 
so  erhält  man  die  vier  trinären  Formen  des  gegebenen  Teilers 
r  «=»  189y*  +  30yief  +  50^.  Diese  vier  trinären  Formen  und  die 
entsprechenden  trinären  Werte  von  N  sind: 

r  =  (lly-3^)«  +  {2y-^Azy  +  (8y+5i?)« 
r  -  (lOy-40)*  +  (8^+5^)«  +  (5y  +  3;^*) 
r==(13y-    zy  +  (2yY  +(4y+7^)V 

r  =  (lOy+4;^)*  +  {^y-bzf  +  {by  +  ^zY 


^ 


JV«  79» +  50»+ 22« 
JV^=82»  +  50»+  1* 
2V=95»+14»+  2« 
iV=82»  +  49»+10» 


r 
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316. 

Allgemeine  Folgenmgen. 

Das  Ergebnis  dieser  Theorie^  welches  zum  grofsten  Teile  in  der 

Tafel  VIII  niedergelegt  ist^  besteht  in  folgenden  Eigenschaften,  die 

jetzt  mit  aller  erforderlichen  Allgemeinheit  als  bewiesen  anzusehen  sind: 

1)  Jede  Formel  fi -}- cu\  in  welcher  c  weder  von  der 
Form  4n  noch  von  der  Form  8n -^  1  ist,  enthält  stets 
wenigstens  einen  reciproken  quadratischen,  d.  h.  einen 
quadratischen  Teiler  von  der  Beschaffenheit,  dafs,  wenn  N 
irgend  eine  in  diesem  Teiler  enthaltene  Zahl  bedeutet,  die 
Zahl  c  ein  Teiler  der  Formel  t*  +  Nu^  ist. 

2)  Jeder    reciproke    quadratische    Teiler    ist    zugleich 
trinär,  d.  h.  er  läfst  sich  ganz   allgemein  in  drei  Quadrate- 
zerlegen,    ohne    dafs    man    den    in    ihm   enthaltenen   unbe- 
stimmten Gröfsen  bestimmte  Werte  beilegt. 

3)  Im  Falle  c  von  der  Form  8n  +  3  ist,  enthält  der 
reciproke  Teiler  nur  Zahlen  von  der  Form  4n  +  2,  und  er 
wird  dargestellt  durch  die  Formel  2py^ -^  2qyz -{- 2r£!%  in 
welcher  4|>r  —  j*  =  c  ist 

4)  Ist   c   oder   yc   eine  Primzahl   oder   allgemein   eine 

Potenz  einer  Primzahl,  so  läfst  sich  jeder  reciproke  Teiler 
der  Formel  t^ -{' cu*  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  drei 
Quadrate  zerlegen;  er  besitzt  somit  nur  eine  trinäre  Form. 

5)  Ist  dagegen  c  oder  ^^  durch  i  verschiedene  Prim- 
zahlen teilbar,  so  besitzt  jeder  reciproke  Teiler  der  Formel 
^  +  CM*  2*"""^  trinäre  Formen. 

6)  Jeder  trinäre  Teiler  ist  notwendig  reciprok,  und 
jeder  reciproke  Teiler  ist  zu  gleicher  Zeit  trinär.  Diese 
beiden  Eigenschaften  sind  untrennbar  mit  einander  ver- 
bunden und  gehören  ausschliefslich  einer  der  Gruppen  an, 
in  welche  die  quadratischen  Teiler  einer  und  derselben 
Formel  fi  +  cu^  zerfallen  (No.  204  ü,  206): 

7)  Ist  0  eine  Primzahl  von  der  Form  4w  +  1  oder  das 
Doppelte  einer  beliebigen  Primzahl,  so  ist  jeder  quadra- 
tische Teiler  der  Formel  t^  -{- cu^,  welcher  die  Form  4w  +  1 
besitzt,  ein  reciproker  Teiler. 

8)  Ist  c  eine  Primzahl    von    der   Form   8n  +  3,    so    ist 

Legendre,  Zahlentheorie  L  '  25 
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jeder  quadratische  Teiler  der  Formel  f -^  cu*,  welcher  die 
Form  4n  +  2  besitzt,  ein  reciproker  Teiler. 

9)  Jede  trinäre  Form  eines  reciproken  Teilers  ent- 
spricht stets  einer  trinären  Form  der  Zahl  c,  so  dafs  es 
für  jeden  reciproken  Teiler  ebensoviel  trinäre  Formen  der 
Zahl  c  giebt,  als  trinäre  Formen  dieses  Teilers  yorhanden 
sind. 

10)  Die  aus  demselben  reciproken  Teiler  abgeleiteten 
trinären  Werte  der  Zahl  c  sind  paarweise  gleich,  wenn 
dieser  Teiler  ambig  ist  (den  Teiler  py^  +  2qyg  +  rjs*  nennen 
wir  ambig,  wenn  er  zu  einem  der  drei  Fälle  2  =  0,  2q=^p 
oder  =r,  p  =  r  gehört,  und  wenn  zugleich  der  kleinere  der 
beiden  Eoefficienten  j>  und  r  gröfser  als  2  ist). 

11)  In  jedem  andern  Falle  sind  die  aus  demselben 
trinären  oder  reciproken  Teiler  abgeleiteten  trinären  Werte 
von  c  von  einander  verschieden;  sie  sind  es  stets,  wenn  sie 
aus  zwei  verschiedenen  reciprokei^  Teilern  abgeleitet  sind. 

12)  Die  in  jedem  trinären  oder  reciproken  Teiler  ent- 
haltenen Zahlen  gehören  stets,  ebenso  wie  die  Zahlen  c, 
zu  einer  der  Formen  4n  +  1,  4n  +  2,  8»  +  3.  Es  kann  in 
ihnen  keine  Zahl  von  der  Form  An  ode^  8n  +  7  vor- 
kommen. 

13)  Ist  N  in  einem  reciproken  Teiler  der  Formel  fi-j-eu^ 
und  somit  c  in  einem  reciproken  Teiler  der  Formel  fi-^-Nu* 
enthalten,  so  sind  die  entsprechenden  trinären  Werte 
von  N  und  c  in  beiden  Fällen  dieselben. 


317. 

Satz  18.  Jede  ungerade  Zahl,  mit  alleiniger  Ausnahme 
der  Zahlen  von  der  Form  Sn  +  7,  ist  die  Summe  von  drei 
Quadraten. 

Dieser  Satz  ist  eine  sehr  einfache  Folgerung  aus  der  vorsiehen- 
den Theorie.  Denn  jede  ungerade  Zahl  c,  welche  nicht  von  der 
Form  8»  +  7  ist,  ist  entweder  von  der  Form  4n  +  1  oder  von  der 
Form  8w  +  3.  Mithin  ist  die  Formel  t^  +  cu^  unter  denen  auf 
Tafel  Yin,  welche  man  als  unbegrenzt  betrachten  mufs,  enthalten. 
Durch  den  Satz  10  wird  aber  gezeigt,  dafs  jede  Formel  dieser  Tafel 
wenigstens   einen   reciproken   quadratischen   Teiler   hat,   und  durch 
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Satz  12  wird  bewiesen^  daXs  dieser  Teiler  trinär  ist,  und  dafs  es 
somit  wenigstens  einen  entsprechenden  trinären  Wert  von  c  giebt. 
Mithin  ist  jede  ungerade  Zahl  von  der  Form  4n  +  1  und  8n  +  3 
die  Summe  dreier  Quadrate. 

318. 

Zugleich  folgt  aus  der  vorstehenden  Theorie,  dafs  auch,  wenn 
€  selbst  quadratische  Faktoren  hatte,  c  immer  als  Summe  von  drei 
Quadraten,  welche  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben,  darge- 
stellt werden  konnte;  denn  wir  betrachten  als  trinäre  Formen  stets 
nur  diejenigen,  welche  dieser  Bedingung  genügen.  Die  Tafel  YIII 
enthält  keine  andern. 

So  hat  man  z.  B. 

81  =  8*  +  4*  -f  1,  225  =  W  +  5»  +  2%  u.  s.  w. 

Hieraus  ersieht  man,  dafs  jede  Zahl  von  der  Form  4w  +  1  oder 
8n  +  3  wenigstens  eine  trinäre  Form  besitzt,  welche  ihr  eigentüm- 
lich und  von  denen  der  niedrigeren  Zahlen  unabhängig  ist. 

Der  Teil  dieses  Satzes,  welcher  sich  auf  die  Zahlen  von  der 
Form  8n  +  3  bezieht,  beweist,  dafs  jede  ganze  Zahl  die  Summe 
dreier  Trigonalzahlen  ist.  Dies  ist  der  berühmte  Fermatsche 
Satz,  dessen  wir  in  No.  155  Erwähnung  gethan  haben. 

319. 

SatB  14.  Jede  Zahl,  welche  das  Doppelte  einer  unge- 
raden Zahl  ist,  ist  die  Summe  dreier  Quadrate. 

Es  ist  dies  ebenfalls  eine  unmittelbare  Folge  der  Sätze  10  und 
12,  wenn  man  dieselben  auf  die  Tafel  YIII  anwendet;  überdies  er- 
kennt man  mit  Hülfe  dieser  Theorie,  dafs  die  in  Rede  stehende  Zahl 
von  der  Form  4w  -|-  2  stets  in  drei  Quadrate  zerlegt  werden  kann, 
welche  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben. 

320. 
ZnsatB  1«     Wird   irgend  eine  Zahl,  welche  das  Doppelte   einer 
ungeraden  Zahl  ist,  mit  4a  -f-  2  bezeichnet,  so  kann  man  stets  der 
Gleichung 

4a  +  2  =  a;«  -f  y«  +  i?» 

Genüge  leisten.  Aus  der  Form  der  linken  Seite  erkennt  man  aber, 
daÜB  von   diesen   drei  Quadraten  x^,  y^,  0^  zwei  ungerade  und  eins 

25* 
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gerade  sein  mufs.    Setzt  man  daher  fl?=p  +  ?,  y"=P  —  ?>  5  =  2 r, 
80  erhält  man: 

Mithin  ist  jede  ungerade  Zahl  von  der  Form  !>*  +  ?*  +  2r*. 
Von  diesem  Satze  hatte  Fermat  behauptet,  daüs  er  den  Prim- 
zahlen von  der  Form  8n  +  7  eigentümlich  sei.  Wie  man  sieht^ 
kommt  derselbe  aber  allen  ungeraden  Zahlen  zn,  und  man  wird 
ferner  stets  bemerken,  dafs,  selbst  wenn  die  betreffende  Zahl  durch 
eine  Quadratzahl  teilbar  wäre,  man  doch  immer  voraussetzen  darf, 
dafs  die  drei  Quadrate  p*y  q%  r^  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben. 

321. 

ZnsatB  2.  Eine  beliebige  ganze  Zahl  läfst  sich  stets  durch  ebe 
der  Formeln  (2a  +  1)2«»,  (2a+l)2»»+i  darstellen.  Gehort  die- 
selbe zur  ersten  Form,  so  ist  sie,  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze, 
von  der  Form  2*~(p^  +  9^^  +  2r*);  gehört  sie  zur  zweiten,  so  ist  sie 
von  der  Form  2*"(p«  +  g«  +  r*).     Mithin: 

Jede  ganze  Zahl,  oder  wenigstens  das  Doppelte  der- 
selben, ist  die  Summe  von  drei  Quadraten. 

322. 

SatB  15.  Ist  ^eine  beliebige  Zahl  von  einer  der  Formen 
4w  -j-  1,  4m  -+■  2,  8w  +  3,  welche  alle  ungeraden  Zahlen  oder 
das  Doppelte  derselben  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Zahlen 
von  der  Form  8n -{- 7  umfassen,  und  bezeichnet  man  mit  t 
die  Anzahl  der  ungeraden  und  ungleichen  Primfaktoren, 
welche  in  JV^  aufgehen,  so  ist  die  Anzahl  der  trinären 
Formen  von  N  stets  gleich  einem  Vielfachen  von  2*""*  und 
daher  nicht  kleiner  als  2»'~*. 

Es  sei  nämlich  m  -{-  n  die  Anzahl  der  reciproken  Teiler  von 
t^  -f-  Nu^f  und  zwar  gebe  es  unter  diesen  m  ambige  und  n  nicht 
ambige.  Jeder  nicht  ambige  reciproke  Teiler  kann  in  2*~^  trinäre 
Formen  zerlegt  werden,  denen  eine  gleiche  Anzahl  von  einander  ver 
schiedener  trinärer  Formen  von  N  entspricht.  Jeder  ambige  Teiler 
kann  ebenso  in  2*~~^  trinäre  Formen  zerlegt  werden;  da  jedoch  je 
zwei  von  diesen  gleichen  trinären  Werten  von  N  entsprechen,  so  ist 
die  Anzahl  der  letzteren  nur  gleich  2»~^  Wird  daher  die  Gesamt- 
zahl der  trinären  Werte  von  N  mit  x  bezeichnet,  so  erhält  man: 

a;  =  2'-*(2n  +  w). 


r 
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Mithin  ist  diese  Anzahl  niemals  kleiner  als  2^"*^  und  im  All- 
gemeinen ein  Vielfaches  von  2*~*.  Ist  i  =  1,  so  reduciert  sich  die 
Formel  auf  a?  =  w,  da  es  in  diesem  Falle  keinen  ambigen  Teiler 
geben  kann. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  Zahl  9225  =:  3'  •  5^  •  41  an 
und  beachtet  man,  dafs  die  Formel  fi  +  9225  w^  fünf  reciproke  Teiler 
hat,  Yon  denen  zwei  ambig  sind,  so  hat  man  m  =»  2,  n  «=  3,  i  ==  3. 
Mithin  ist  die  Anzahl  der  trinären  Formen  von  N  gleich 

2(6 +  2)  =  16, 
imd  dies  wird  durch  die  folgende  Tafel  bestätigt: 


.95«+ 14«+   2«  I  85^  +  44«+  8« 
942+172+102  !  832  +  44^  +  20« 


I 


80«+53«+  4«  I  702  +  58«  +  3l« 
80« +52« +11«  I  70« +  47« +  46« 
92a+20«+19«  [  82«  +  50^+    I«  ,  79^  +  50«  +  22«  |  67«+56«  +  40« 
88«+35«+16«  I  82«  +  49«+10«  j  76«  +  43«+40«  |  65«+62«+34«. 

323. 

Hieraus  kann  man  ein  ziemlich  leichtes  Verfahren  zur  Er- 
mittlung einer  Zahl,  welche  beliebig  viele  trinäre  Formen 
besitzt,  ableiten.  Soll  diese  Zahl  nicht  weniger  als  eine  ge- 
gebene Anzahl  von  trinären  Formen  besitzen,  so  braucht  man 
nur  eine  gewisse  Anzahl  von  ungleichen  Primfaktoren  mit  einander  zu 
multiplicieren.  Soll  z.  B.  eine  Zahl  wenigstens  32  trinäre  Formen 
besitzen,  so  wird  diese  Zahl,  wenn  man  sie  aus  sieben  Faktoren  zu- 
sammensetzt, sicher  der  Aufgabe  genügen,  wofern  sie  nicht  von  der 
Form  8n  +  7  ist.  Eine  solche  Zahl  ist  z.  B.:  3  .  5  .  7  ,  11  .  13  .  17  .  19, 
und  diese  ist  von  der  Form  8n  +  5. 

Will  man  aber,  da&  die  gesuchte  Zahl  genau  eine  bestimmte 
Anzahl  von  trinären  Formen  besitze,  so  bedarf  es,  um  zu  diesem 
Ziele  zu  gelangen,  einiger  Versuche.  Soll  z.  B.  o;  =»  20  sein,  so  kann 
man  i  «=  4  und  2n  +  m  =  5  setzen;  alsdann  hat  man  nur  noch 
unter  den  einfachsten,  auß  vier  ungleichen  Primfaktoren  zusammen- 
gesetzten Zahlen,  welche  nicht  von  der  Form  8n  +  7  sind,  diejenige 
zu  bestimmen,  welche  entweder  drei  reciproke  Teiler,  von  denen  einer 
ambig  ist,  oder  vier  reciproke  Teiler,  von  denen  drei  ambig  sind, 
besitzt.    In  diesen  beiden  Phallen  ist  nämlich  in  gleicher  Weise: 

2n  +  w  =  5. 
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Die  eiiL&cliBten  Ausdrücke  der  Formeln  Ly^  +  Myz  +  ^z^,  in  denen  M 
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Tafel  III. 
Teller  der  Formel  <»  —  «m*. 

Formel. 

QDadratische  Teiler. 

Lineare  ungertKle  Teiler. 
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86,  87. 
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Quadratische  Teiler. 

Lineare  ungerade  Teiler. 
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Formel. 

Lineare  tmgerade  Teiler. 
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127,  135;  141,  143,   151. 

<»  — 39  m» 

y»  —  39«» 
39«»—     y» 
2y»  +  2y«— 19«» 
19«»  — 2y«—    2y» 

156a;^    1,  25,  49,     61,  121;  133 
156«  + 23,  35,  95,  107,  131;  155 
156a;  +    5,  41,  89,  125,  137;  149 
156a;  +    7,  19,  31,     67,  115;  151. 

<»  — 41«» 

y»-41«» 

164a; +1,  5.  9,  21,  23;  25,  31,  33, 

37,  39;   43,  45,  49,  51,  57; 

59,  61,  73,  77,  81;   83,  87, 

91, 103,  105;  107,  113, 116, 

119,  121;  125,  127,  131,133, 

139;   141,  143,  155,  159,  163. 

«»  —  42«» 

y»-42«» 

42«»-     y» 

2y»  — 21«» 

21«»—   2y» 

168a;  +    1,  25,  79,  121,  127;  151 
168a; +17,  41,  47,     89,  143;  167 
168«+ 11,  29,  53,  107,  149;  155 
168«+ 13,  19,  61,  115,  139;  167. 

<»  -  43«» 

y»  -  43«» 
43«»-     y» 

172«  +  1,9,  13,  17,  21;  41,  49,  53, 

57;    81,   97,   101,  109,  117; 

121,  133,  145,  153,  165;  169 

172«+  3,  7,  19,  27,  39;  51,  56,  63, 
71,  76;    91,   115,   119,  123, 
131;  147,  151,  165,159,163; 
171. 
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Tafel  III. 


397 


Formel. 


Qoadratiache  Teiler. 


Lineare  ungerade  Teiler. 


?  — 46w* 


y'-Aes^ 


46^  —     y" 


e-^Alu* 


^  —  47;^ 


47^^  —      j^ 


f^blu" 


f*  -  53u2 


<^-ö5u^ 


17;?*-    3j^ 


j^*  — 53;?» 


y'  — 55;?2 

55;?«—      j^^ 

2y*  +  2^;? 

27;?*— 2^;? 


-27;?^ 


-    2f 


184a: +1,  3,  9,  26,  27;  36,  41,  49, 

59,    73;    75,    81,   105,    121, 

123;  131,  139,  147,163,169; 

177,  179 

184ä  +  5,  7,  15,  21,  37;  45,  53,  61, 

63,  79;  103,  109,  111,  125, 

135;  143,  149,  157,  159,  175; 

181,  183. 


188ä+  1,  9,  17,  21,  25;  37,  49,  53, 

61,  65;  81,  89,97,101,  121; 

145,  149,  153,157,  165;  169, 

173,  177 

188rr+  11,  15,  19,  23,  31;  35,  39, 

43,67,87;  91,99,107,123, 

127;  135,  139,151,163,167; 

171,  179,  187. 


204a;+l,    13,    25,    49,   121;    145, 

157,  169 
204a; +  35,   47,  59,   83^   155;    179, 

191,  203 
204a: +7,    31,    79,    91,   139;    163, 

175,  199 
204fl:  +  5,    29,    41,    65,    113;    125, 

173,  197. 


212a: +1,  7,  9,  11,  13;  15,  17,  25, 

29,  37;  43,  47,  49,  57,  59; 

63,   69,  77,  81,  89;    91,  93, 

95,   97,   99;    105,  107,  113, 

115,  117;  119,  121,  123,131, 

135;  143,  149,  153,  155, 163; 

165,  169,  175,  183,  187;  195, 

197,  199,  201,  203;  205,  211. 


220a; +1,   9,  49,  69,  81;    89,  141, 

169,  181,  201 
220a; +19,  39,   51,   79,   131;   139, 

151,  171,  211,  219 
220a; +13,   17,   57,   73,  117;    153, 

173,  193,  197,  217 
220a;  +  3,  23,  27,  47,  67;  103,  147, 
163,  203,  207. 


^v.: 
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398 


Tafel  in. 


Formel. 

Quadratische  Teiler. 

Lineare  ungerade  Teiler. 

<*  — 57  m« 

y«  -  57^« 

228« +1,    7,   25,  43,   49;    55,   61, 
73,  85,  115;  121,  139,   157, 
163,  169;  175,  187,  199 

57^«-      f 

228« +29,  41,  53,  59,  65;  71,  89, 
107,113,143;  155,167,173, 

<«  — 58m« 

r  -  58^« 

179,  185;  203,  221,  227. 

232a! +  1,  7,  9,  23,  25;  33,  49,  57, 

63,  65;  71,  81,  103,  111,121; 

129,  151,  161,  167,169;  175, 

183,  199,  207,  209;  223,  225, 

231 

2f  —  29ä« 

232« +  3,   11,  19,  21,  27;    37,  43, 

61,  69,  75;  77,  85,  99,  101, 

131;  133,  147,  155,  157,  163; 

171,  189,  195,  205,  211;  213, 

221,  229. 

<*  -  59  M« 

y«  -  59i?« 

236X+1,  5,  9,  17,  21;  25,  29,  41, 

45,  49;  53,  57,  81,  85,  105; 

121,  125,  133,  137,  145;  153, 

169,  181,  189,  193;  197,  205, 

213,  225 

59«*—     y* 

236« +  11,  23,  31,  39,  43;  47,  55, 

67,  83,   91;   99,   103,   111, 

115,131;  151,155,179,183, 

187;  191,195,207,211,215; 

<«— 61«- 

219,  227,  231,  235. 

/-61r^ 

244« +  1,   5,   7,  9,  11;  13,  23,  25, 

31,  35;    41,  43,  45,  49,  51; 

55,  57,  59,  63,  65;   67,  71, 

73,   77,  79;   81,  87,  91,  97, 
99;  109,  111,  113,  115,  117; 
121,  125,  137,  139,  141;  143, 
149,  151,  155,  159;  161,  169. 
175,  191,  197;  205,  207,  211, 
215,  217;  223,  225,  227,  229, 

241. 

Tafel  III. 


399 


Formel. 


Quadratische  Teiler. 


Lineare  ungerade  Teiler. 


(*— 62u* 


^  -  62^« 


%2e^' 


f  —  66tt« 


i^  — 65;?2 


5y^  -  13;^^ 


?-66«^ 


3y*  — 22^ 
22;^*—  Sy* 


67  M* 


f  —  Q7z^ 


67^-   y^ 


248a:  +  1,  9,  19,  25,  33;  35,  41,  49, 

51,  59;  67,  81,  97,  103,  113; 

121,  129,  131,  163,169;  171, 

187,  193,  195,  211;  219,225, 

227,  233,  235 

248a; +13,  15,  21,  23,  29;  37,  53, 

55,61,77;  79,85,117,119, 

127;  135,  141,151,167,181; 

189,  197,  199,  207,213;  215, 

223,  229,  239,  247. 


260a:  +  1,  9,  29,  49,  51;  61,  69,  '?9, 

81,  101;  121,  129,  131,  139, 

159;  179,  181,  191,  199,  209; 

211,  231,  251,  259 

260a: +7,  33,  37,  47,  57;  63,  67, 

73,83,93;  97,  123,137,163, 

167;  177,  187,  193,  197,  203; 

213,  223,  227,  253. 


264a:  +  1,  25,  31,  49,  97;  103,  169, 

199,  223,  247 
264a: +17,  41,  65,  95,  161;  167, 

215,  233,  239,  263 
264a: +  5,  53,  59,  125,  155;  179, 

203,  221,  245,  251 
264a:  +  13,  19,  43,  61,  85;  109, 139, 
205,  211,  259. 


268a;  +  1,  9,  17,  21,  25;  29,  33,  37, 

49,  65;  73,  77,  81,  89,  93; 

121,  129,  149,  153, 157;  169, 

173,  181,  189,  193;  205,  217, 

225,  237,  241;  257,261,265. 

268a: +  3,  7,  11,  27,  31;  43,51,63, 

75,  79;  87,  95,  99,111,115; 

119,  139,  147,  175,  179;  187, 

191,  195,  203,  219;  231,  235, 

239,  243,  247;  251,  259,  267. 


^ 
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Tafel  ni. 


Formel. 

QuadratiBche  Teiler. 

Lineare  ungerade  Teiler. 

<*  — 69  m« 

y*  — 69ä* 

276a; +1,   13,  25,  31,  49;    66,  73, 

85,  121,  127;  133,  139, 151, 

163,  169;  187,  193,  211,  223, 

259;  265,  271 

69«*  -      y* 

276« +  5,   11,  17,  53,  65;    83,  89, 
107,  113,  125;  137,  143,  149, 
155,  191;  203,  221,  227,  245, 

^—70? 

251»  268,  275. 

<«  -  70«* 

280a!+l,   9,  11,  51,  81;    99,  121, 

169,  179,  211;  219,  249 

. 

70;?*  -      »* 

28005  +  31,  61,  69,  101,  111;  159, 
181,  199,  229,  269;  271,  279 

2y*  —  35«* 

280«+ 23,   37,   53,   93,   127;   183, 
197,  207,  247,  253;  263,  277 

35«*-    2y* 

280« +  3,   17,  27,  33,  78;    83,  97, 
153,  187,  227;  243,  257. 

t'-7lu' 

y*-71«* 

284«+  1,  5,  9,  25,  29;  37,  46,  49, 
57,  73;  77,  81,  89,  101, 109; 
121,  128,  129,  145,  157;  161, 
169,  185,  217,  221;  225,  229, 
233,  237,  246;  249,  263,  261, 
273,  277 

71«*-      y* 

284ar+7,   11,  23,  31,  35;    39,  47, 
;    51,  55,  59;   63,  67,  99,  115, 
123;  127,  139,  168,  159, 163; 
175,  183,  195,  203,  207;  211, 
227,  235,  239,  247;  256,  259, 
275,  279,  283. 

<*  — 73m* 

y*-73«* 

292«+ 1,  3,  9,  19,  23;  25,  27,  36, 

37,  41;   49,  55,  57,  61,  66; 

67,  69,  71,  76,  77;   79,  81, 

88,  89,  91;  97,  106, 109, 111, 

119;  121,  123,  127,  137, 143; 

145,  147,  149,  165,  165;  169, 

171,  173,  181,  183;  187,  196, 

201,  203,  207;  211,  213,  215, 

217,  221;  223,  225,  227,  231, 

236;  237,  243,  251,  255,  257; 

265,  267,  269,  273,  283;  289, 

291. 
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401 


Formel. 

Quadratische  Teiler. 

Lineare  nngerade  Teiler. 

/*  —  74m* 

y^  -  74£^ 

296a;  +  1,  7,  9,  25,  33;  41,  47,  49, 
63,  65;   71,  73,  81,  95,  121; 

127,  137,  145,  151, 159;  169, 

* 

175,  201,  215,  223;  225,  231, 
233,  247,  249;  255,  263,  271, 
287,  289;  295 

2/  — 372* 

296ar+  5,  13,  19,  29,  35;  43,45,51, 
59,  61;  69,  91,93,109,117; 
125,  131,  133,  163,  165;  171, 
179,  187,  203,  205;  227,  235, 
237,  245,  251;  253,  261,  267, 
277,  283;  291. 

fi—nu" 

j/*-77^ 

308x4-1,  9,  15,  23,  25;  37,  53,  67, 

71,  81;   93,   113,   135,  141, 

155;  163,  169,  177,179,191; 

207,  221,  225,  235,  247;  255, 

267,  289,  291,  295 

77^  -      »* 

308a; +  13,  17,  19,  41,  53;  61,  73, 

83,  87,  101;  117,  129,  131, 

139,145;  153,167,173,195, 

215;  227,237,241,255,271; 

283,  285,  293,  299,  307. 

fi  _  78«-' 

»»-78;^* 

312a;+l,  25,43,  49,121;  139,211, 
217,  235,  259;  283,  289 

78«*—      y* 

312a!  +  23,  29,  53,  77,  95 ;  101, 173, 
191,  263,  269;  287,  311 

2/  — 39«* 

312a!  +  11,  41,  59,  83. 89;  137, 161, 
203,  227,  275;  281,  305 

39«*—    2»* 

312a!  +  7,  31,  37,  85,109;  151,175, 
223,  229,  253;  271,  301. 

<*  — 79«=* 

2/*- 79«* 

1316X+  1,  5,  9,  13,  21;  25,  45,  49, 
j              65,  73;  81,  89,  97,101,105; 

26«^*+2y«—    3«* 

117,  121,  125,  129,141;  169, 
177,  181,  189,209;  213,  225, 
241,  245,  253;  257,  269,  273, 
277,  281;  289,301,309,313 

79«*-    j/* 

1  316a:  +  3,  7,  15,  27,  35 ;  39,  43,  47, 
)               59,  63;  71,  75,  91,  103, 107; 

3«*  — 2y«  — 26y* 

127,  135,  139,  147,  175;  187, 

191,  195,  199,  211;  215,219, 

227,  235,  243;  251,  267,  271, 

291,  295;  303,  307,311,315. 

Legendre,  Zahlentbeorie  L 
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Tafel  IV. 


Tafel  IV. 
Teiler  der  Formel  t*  -j-  a»^.  wo  a  eine  Zahl  von  der  Form  4n  +  1  ist 


Formel. 

Quadratische  Teiler. 

Lineare  angerade  Teiler. 

<*+      u* 

J^  +  ^ 

4a; +1. 

<«+    5m« 

y*  +  2y«+    6«» 
2y*  +  2y«+    3«* 

20« +1,  9 
20a; +3,  7 

<*  +  13m* 

y*  +  2y«+14«* 
2y»  +  2y«+    7«* 

52a; -1-1,     9,  17,  25,  29;  49 
52a; +  7,  11,  15,  19,  31;  47 

/*+17m* 

y*  +  2y«+18«* 
2y*  +  2y«+    9«* 
3y*  +  2y«+    6«* 

68a;  +  1,  9,  13,  21,  25;  33,  49,  53 
68a; +  3,  7,  11,  23,  27;  31,  39,63 

<*+2lM* 

f  +  29m* 

y*+2y«+22«» 

2y*  +  2y«  +  ll«» 

öy*+6y«+    6«* 

10y*+6y«+    3«* 

y*+2y«+30«* 

5y*  +  2y«+    6«* 

2y*  +  2y«+15«* 

10y*  +  2y«+    3/ 

84a;  +    1,  25,  37 
84a;  4- 11,  23,  71 
84a;  +    5,  17,  41 
84a;  4- 19,  31,  55. 

|116a;+  1,  5,  9,  13,  25;  33,  45,  49, 
1              63,  67;  66,  81,  93.  109 
1116a; +  3,   11,  15,  19,  27;  31,  39, 
1             43,  47,  56;   75,  79,  95,  99. 

<*+33m* 

y*  +  2y2+34«* 
2y*  +  2y«+17«* 
3y*  +  6y2+14«* 
6y*  +  6y«+    7«* 

132x-f    1,  25,  37,  49,     97 
132a; +17,  29,  41,  66,  101 
132a; +23,  47,  69,  71,  119 
132a!  +    7,  19,  43,  79,  127. 

<*  +  37m* 

y*  +  2y«+38«* 
2y*  +  2y«+19«* 

148a;  +  1,  9,  21,  26,  33;  41,  49,  63, 

65,  73;  77,  81,  85, 101, 121; 

137,  141,  146 

148a;  +  15,  19,  23,  31,  35;  39,  43, 

51,  65,  59;  79,87,  91,103, 

119;  131,  136,  148. 

<*  +  4lM* 

y*+2y«  +  42«* 
2y*  +  2y«  +  2l2* 
5y*  +  6y«  +  10«* 
3y*  +  2y«+14«* 
6y*  +  2y«+    7«* 

164a;  +  1,  5,  9,  21,  25;  33,  37,  45, 
49,  57;  61,  73,  77,  81,  105; 
113,  121,  126,  133,  141 

164a!  +  3,  7,  11, 16, 19;  27,  36, 47, 
56,  63;  67,  71,  76,  79,  9«; 
99,  111,  136,  147,  151. 
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Formel. 


f*+ö3M* 


i^+57u^ 


^+61w2 


Quadratische  Teiler. 


2y^+   2yz+21z^ 
l%y^+   2yz+    3z^ 


Ungerade  lineare  Teiler. 


|212rr+  1,  9,  13,  17,  25;  29,  37,  49, 

I  57,  69;    77,  81,  89,  93,  97; 

105,  113,  117,  121,  149;  153, 

165,  169,  197,  201;  205 

1 212a? +3,   19,  23,  27,  31;    35,  39, 

J  51,  55,  67;    71,  75,  79,  83, 

87;  103,  111,  127,139,  147; 

151,  167,  171,  179,  191;  207. 


y2+  2yz  +  bSz' 

2y2+  2yz  +  2dz^ 

3y*+  Gyz+22^ 

6y*+  Byz+llz" 


228a; +1,  25,  49,  61,  73;  85,  121, 

157,  169 
228a;  +  29,  41,  53,  65,89;  113, 173, 

185,  221 
228a;+31,   67,   79,  91,  103;    127, 

151,  211,  223 
228a;  +  11,  23,  35,  47, 83;  1 J9, 131, 

191,  215. 


e  +  ßBu" 


/+   2yz  +  Q2z^ 

5/4-  ßy^+Uz^ 


2y'+    2yz  +  31z^ 
10y2+    Gyz^    7i^ 


i/+   2yz  +  GGz^ 

dy^+lOyz+lOz^ 

2/+    2yz  +  33s^ 

lSy^  +  10yz+   bz^ 

3y2+   2yz  +  22^ 

6/+   2yz+llz^ 


|244a;+  1,  5,  9,  13,  25;  41,  45,  49, 
)  57,  65;  73,  77,  81,  97,  109; 

113,  117,  121,  125,137;  141, 

149,  161,169,  197;  205,217, 

225,  229,  241 
1 244a; +7,  11,  23,  31,  35;    43,  51, 
J  55,  59,  63;   67,  71,  79,  87, 

91;  99,  111,  115,  139,  143; 

151,  155,  159,  175,  191;  207, 

211,  216,  223,  227. 


|260a; 
|260a; 

260a; 

260a; 


+  1,   9,   29,  49,   61;   69,   81, 

101,  121,  129;  181,  209 

+  33,  37,  57,  73,93;  97,137, 

177,  193,  197;  213,  253. 
+  3,  23,  27,43,87;  103,107, 

127,  147,  183;  207,  243 

+  11,  19,31,59,71;  99,111, 

119,  151,  171;  219,  239. 

26^ 


'"^ 
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1     Formel. 

QuadratiHche  Teiler. 

Ungi-nid«  linettre  Ttilw. 

f  +  69m* 

/+   2yz  +  10^ 
13/+  6ye+   6«" 

6/+   2yÄ+14s* 

2/+    2?/r  +  35«* 
26/+    6^?+   3js* 

10/+    2ys+   7b* 

1276a;+l,  13,  25,  49,  73;  85,  121, 
)            133,  1C9,  193;  265 

2761+5,  17,  53,  65,89;  113,  125, 
137,  149,  221;  245. 

276j«;  +  3ö,  47,  59,71,95;  119,131, 
J               167,  179,  215;  239 

276ar+7,  19,  43,  67,  79;  91,  103, 
175,  199,  235;  247. 

t^  +  73«» 

/+   2y«+74«* 
2/+   2y«+37«« 

7/  +  10.VÄ  +  145* 

1  292a;  +  1,  9,  25,  37,  41;  49,  57,  61, 
\             65,  69;   77,  81,  85,  89,  97; 
105,  109,  121,  137,  145;  149, 
165,  169,  173,  181;  201,  213, 
217,  221,  225;  237,  257,  2fiS, 
269,  273;  289. 

292a: +  7,   11,  15,  31,  39;  43,  47, 
51,   59,   63;   83,  87,  Of),  99, ' 
103;  107,  115,  131,  135.  13Jf; 
151,  159,  163,  167,  175;  179,  | 
191,  199,  239,  247;  259,  263, 
271,  275,  279;  287. 

<»  +  77m« 

1 

/+   2y«+78r« 

9/+14«/„-+14g* 

13/+  2»«+  6ä^ 

2/+    2ifr  +  395» 

18/+14j^s+   7z* 

26/ +    2ye+    Sä* 

|308a;  +  l,  9,   25,  37,   53;    81,  93, 
)            11.3.  137,  141;  169,  177,  221, 
225,  289 

308*+ 13,  17,  41,  73,89;  101,117, 
129,145,149;  173,241,257, 
285,  293. 

1  308»+  39,  43,  51,  79,95;  107, 123, 
1               127,  151,183;  211,219.239, 
263,  303 

308ar+3,  27,  31,  47,  59;  75,  103, 
111,  115,  159;  199,  223,243, 
251,  279. 

- 

Tafel  IV. 


405 


Formel 

Quadratische  Teiler. 

Ungerade  lineare  Teiler. 

/*  +  85t«« 

y»+   2y«  +  86«» 

340«  +  1,  9,  21,  49,  69;  81, 89, 101, 
121,  149;  161,  169,  189,  229, 
281;  321 

5j^+10y«  +  22^ 

340« +37,  67,   73,  97,  113;   133, 
173,177,193,197;  233,277, 
313,  317,  333;  337 

2y*+    2y«r  +  432» 

340«  +  43,  47,  67, 83, 87;  103, 123, 
127,  183,  203;  223,247,263, 
287,  307;  327 

10/+10y^+llÄ* 

340«+ 11,  31,  39,  71,  79;  91,  99, 
131,  139,169;  199,211,231, 

/*+89w« 

279,  299;  311 

y»+   2y«  +  90Ä* 

|3Ö6«+1,  6,  9,  17,  21;  25,  45,  49, 

2/+   2yz  +  i5z' 

53,  57;   69,  73,  81,  85,  93; 

i    6y*+    2ijg  +  18z^ 

97,  105,  109,  121,  125;  129, 

10y*+   2y«+    9;j2 

'            133,  153,  157,  161;  169,173, 
177,  189,  217;  225,  233,  245, 
249,  257;  265,  269,  277,  285^ 

289;  301,  309,  317,  345 

;    3»«+    2^^  +  30«« 

)  356«  +  3,  7,  15,  19,  23;  27,  31,  35, 

i    ßi/+   2y«  +  15Ä* 

43,  51;  59,  63,  75,  83,  95; 

;    7y*+   6y«  +  14«* 

J            103,  115,  119,127,135;  143, 

147,  151,  155,  159;  163,  171, 

i 

175,  191,  207;  211,  215,219, 

. 

239,  243;  255,  279,  291,  295, 

315;  319,  323,  327,  343. 

/*+   93«* 

y*4-   2y«  +  94Ä» 

372«  +  1,  25,  49, 97, 109;  121, 133, 

157,  169,  193;  206,  253,  289, 

349,  361 

17/+   6y^+    6«'' 

372«+  17,  29,  53,  66,  77;  89,  137, 
161,185,197;  209,269,305, 
353,  365 

2y«+   2ys  +  i7z' 

372«  +  35,  47,  59,  71, 95;  107, 131, 
143,191,227;  287,299,311, 
335,  359 

34i/*+   6y«+   3^* 

372« +  43,  55,   79,  91,  115;    127, 
139,151,199,223;  247,259, 

271,  331,  367 

r.-/' 


n 


406 


Tafel  IV. 


Formel. 

Quadratische  Teiler,  j                Ungerade  lineare  Teiler.                1 

i 

7/-F    2ye  +  Uz' 

388«+  1,  9,  2ö,  33,  49;  53,  61,  65, 
73,  81;  85,  89,  93, 101,  105; 
109,  113,  121,  129,  133;  141, 
145,  161,  169,  185;  193,  197, 
205,  221,  225;  229,  237,  241, 
269,  273;  285,  289,  293,  297, 
309;  313,  341,  345,353,357; 
361,  377,  385 

38&a;+7,  15,  19,  23,  39;  51,  55, 
59,  63,  67;  71,  83,  87,  107, 
111;  123,  127,  131,135,  139; 
143,  155,  171,  175,  179;  187, 
199,  207,  211,  215;  223,  231, 
235,  239,  251;  263,  271,311, 
319,  331;  343,  347,  351,359, 
367;  371,  375,  383. 

j^+  ^2ijz-\-102r 

2j/^+  2yz-\-  Slg' 
10/+  6y5+  11«« 
34»/*+  2^5+     3ä* 
18»/*+10y«+     7*;« 

|404a;  +  l,  5,  9,  13,  17;  21,  25,  33, 
37,  45;   49,  65,  77,  81,  85; 
97,  105,  117,  121,  125;  137, 

>  153,  157,  165,  169;  177,  181. 
185,  189,  193;  197,  201,  221, 
225,  233;  245,  249,  273,2X1, 
289;  297,  305,  313,  321,  329; 
357,  361,  373,  381,  385 

404X  +  3,  7,  11,  15,27;  35,39,51, 
55,  59;   63,  67,  75,  83,  91; 
99,  103,  111,  119,  127;  135, 

>  139,  143,  147,  151;  163,167. 
175,  187,  191;  195,  199,231, 
243,  255;  259,  263,  271,275, 
291;  295,  311,  315,331,335; 
343.  347,  351,  363,  375 

42ÜX+    1,  109,  121,  169,  2t<9,361 
420X  +  53,  113,  137,  197,233,317 
420X+13,    73,    97,157,313,397 
420x4-41,    89,101,209,269,341 
420X+47,    83,143,167,227,383 
420x  +  19,    31,  139,  199,  271, 391 
420a;  +  43,    67, 1 27, 1 63,  247, 403 
420X-I-11,    71,179,191,239,359. 

!f'-\-  2yr+106.-- 
2/+  21/2+  53«- 

10«/*+10/y2+  13«* 
5j/*+10v/r+  26«- 
3/+  63/2+  38«=* 
62/=*+  6y«+  19«- 
7if-{-liije+  22«^ 

14j/*+14»/«+  11«- 

f 


Tafel  V. 


407 


Tafel  T. 

Teiler  der  Formel  fi  +  au^,  in  welcher  a  eine  Zahl  von  der  Form 

4n  +  3  ist. 


Formel. 

Quadratische  Teiler.                   Ungerade  lineare  Teiler. 

/*+     3«« 

y'  +  yz  +  z' 

6a;+l. 

f+    1u^ 

y*  +  7^ 

14« +1,  9,  11. 

/»+11«- 

y^  +  yg+3z' 

22a;  +  1,  3,  5,  9,  15. 

f  +  lr,u^ 

y'  +  lbn^ 
3y+    5/ 

30a;  +    1,  19 
30a; +17,  23 

/*+10»/ä 

f+ye^bs^ 

3y^ -^  2yz  +  Sn^ 

f  +  Sl^ 
by'  +  4.yz+7t^ 

38a;+l,  5,  7,9,11;  17,23,25,35. 

1    46a;  +  1,  3,  9,  13,  25;  27,  29,  31, 
1               35,  39;  41. 

f*+31«2 

1    62a; +1,  5,  7,  9,  19;  25,  33,  35, 
)               39,  41;  45,-47,  49,  51,  59. 

'-+35«=* 

/'+yz-\-9z' 
Sf  +  yz  +  3^ 

70a; +1,  9,  11,  29,  39,  51 
70X+3,  13,  17,  27,  33,  47. 

r+39M* 
(-  +  43«^ 

i/  +  39z^ 
3j/*  +  13«* 
by»-\-2yz  +  8y 

j    78X+1,  25,  43,  49,  55,  61 
78a; +5,  11,  41,  47,  59,  71. 

f  +  yz^llr 

86a;+l,  9,  11,13,15;  17,21,23, 
25,  31;   35,  41,  47,  49,  53; 
57,  59,  67,  79,  81;  83. 

y'  +  ATz" 

7y«-|_6.V5+    Sr* 

y'+    yz+ 131^ 
By^  +  3yz+    bi^ 

94a; +  1,  3,  7,  9,  17;  21,  25,  27, 
1              37,  49;  51,  53,  55,  59,  61; 
J              63,  65,  71,  75,  79;  81, 83, 89. 

102  a;+  1,13,19,25,43;  49,55,67 
102X  +  5, 11,  23,  29,41;  65,71,95. 

('  +  05«=* 

y^  +  bbz' 
by^+llz' 
7/  +  2y«+8s» 

1 110a;  +  1,  9,  31,  49,  59;  69,  71,  81, 
)              89,  91 
110a; +  7,  13,  17,  43,  57;   63,  73, 
83,  87,  107. 

^ 


408 


Tafel  V. 


Formel. 


Quadratische  Teiler. 


Ungerade  lineare  Teiler. 


r^  +  59ef2 


3/  +  y^+    ^^' 


i^+    67  w^ 


y^  +  v^+  17^2 


t^+    71u' 


3/ +  2^^  +  24^^ 
5f/^  +  4^^?  +  15;?^ 


('-{-    79 u' 


/  +  79r 
5^^  +  21/^+16^2 

111/2 +6y^+      g^2 


118ir+l,  3,  5,  7,9;  15,  17,  19,  21, 
25;  27,  29,  35,  41,  45;  49, 
51,53,57,63;  71,  75,79,81, 
85;  87,  95,  105,  107. 


134a;  +  1,  9,  15,  17,  19;  21,  23,  25, 

29,  33;  35,  37,  39,  47,   49; 

55,  59,  65,  71,  73;   77,   81, 

83,  89,  91;  93,  103,107,121, 

123;  127,  129,  131. 

142a; +  1,  3,  5,  9,  15;  19,  25,  27, 
29,  37;  43,  45,  19,  57,  73i 
75,  77,  79,  81,  83;  87,  89, 
91,  95,  101;  103,  107,  109, 

111,  119;  121,125,129,131, 

135. 


158a; +  1,  5,  9,  ll,  13;   19,  21,  23, 

25,  31;   45,  49,  51,  55,  65; 

67,  73,  81,  83,  87;   89,  95, 

97,  99,  101;   105,  111,  115, 

117,  119;  121,  123,  125,  129, 

131;  141,  143,  151,  155. 


/2+    83rr!      y'  +  ijz  +  21z' 
3/ +2/-^+    7^2 


r^+    87«^ 


/2+    91^2 


2/2  +  87^2 

7f  +  4:yz+l'dz' 
3/ +  29/' 
lly'  +  2yz  +  Sz' 


y'  +  yz-\-23z' 


5/  +  3.//^  +  5/- 


1166a^+l,  3,  7,  9,  11;  17,  21,  23, 
)  25,  27;   29,  31,  33,  37,  41; 

49,  51,  59,  61,  63;   65,  G9, 
75,  77,  81;    87,  i?3,  96,  99, 
109;  111,  113,  119,  121,  12,-^; 
127,  131,  147,  151,  153;   11^1. 


1 174a;  +  1,  7,  13,  25,  49;  67,  91, 103, 

1  109,  115;  121,  13i»,  151,  IGIK 

174.f+  11,  17,  41,  47,  77;  89,  9.% 

101,  113,119;  131,i;i7,  I4wi, 

155. 


182j:+1,  9,  23,25,29;  43,51,53, 

79,    81;    95,    107,   113,   121, 

127;  155,  165,  179. 

182a; +  5,  7,  19,  31,33;  41,  45,  47, 

59,  73;  83,89,97,  111,  125; 

145,  167,  171. 


r 


Tafel  V-VI 


409 


J^^orxnel. 

Quadratische  Teiler. 

Ungerade  lineare  Teiler. 

/*H-      95«^ 

y^-\-95z^ 

df  +  iyz+llz' 

3y'-\-2yz-\-32^ 

lSi/  +  6y0+    8^ 

190X+  1,  9,  11,  39,  49;  61,  81,  99, 
l            101,  111;  119,  121,131,  139, 
)             149:  169,  161,  169 
1 190a; +3,  13,  27,  33,  37;   53,  67, 
J               97,  103,  107;  113,  117,  127, 
143,  147;  167,  173,  183. 

i 

j^ä+103«« 
Uy^-^2yz+    Sz" 
7/  +  6y«+165* 

206a;  +  1,  7,  9,  13,  15;  17,  19,  23, 

25,  29;  33,  41,  49,  55,  59; 

61,  63,  79,  81,  83;  91,  93, 

97,  105,  107;  111,  117, 119, 

121,  129;  131,  133,  135, 137, 

139;  141,  149,  153,  155,  159; 

161,  163,  167,169,171;  175, 

179,  185,  195,  201;  203. 

Tafel  Yl. 

Teiler   der  Formel  t^  +  2ati^,  in  welcher  a  eine  Zahl  von  der  Form 

4n  +  1  ist« 


a      Formel,     i   Quadratische  Teiler. 

Ungerade  lineare  Teiler. 

t^  -h     2  m* 

f  +  i^     ■ 

8a;  +  1,  3. 

/=*  -f-  10m'' 
/*  -f-  26«''. 

y'-i-lOz' 
2/+    6.-* 

f  +  2Gz' 
3»/*  +  iyz  +  10^- 
2/  +  13^=' 
6f-\-4yz+5z' 

40x+],     9,11,19 
40a; +7,  13,  23,  37 

1 104a;+  1,  3,  9,  17,  25;  27,  35,  43, 
1              49,  51;  75,  81 
U04a;  +  5,  7,  15,  21,31;  37,45,47, 
1              63,  71;  85,  93. 

1136a;+l,  9,  19,  25,33;  35,43,49, 

)               59,  67;  81,  83,  89,  115,  121; 

123 

136a-  +  5,  7,  23,  29,  31;  37,  39,  45, 

61,  63;  71,  79,95,109,125; 

133. 

/s  _f.  34«^ 

y*  +  34Ä* 
2y^+nz^ 

by^  +  8yz+10z- 

410 


Tafel  VI. 


Formel. 

Quadratische  Teiler. 

Ungerade  lineare  Teiler.                1 

<*  +  42w* 

1 

y'+i2e'                 lÜ8a!+    1,  25,  43,  67,  121,  163 

33/*+ 14«*              '    168« +  17,  41,  59,  83,     89,131 

6y*+    l!^              '   16805+13,  31,  55,  61,  103,  157 

2y*+21i:*              1   168X+23,  29,  63,  71,     95,  149. 

1 

fi+58u* 

y*  +  58;?* 
2/ +  29«* 

232a;  +  1,  9,  25,  33,  35;  49,  51,  57, 

59,  65;  67,  81,  83,  91,  107; 

115,  121,  123,  129,139;  161, 

169,  179,  187,  209;  219,225, 

227. 

232a; +15,  21,  31,  37,  39;   47,  56, 

61,  69,  77;    79,  85,  95,  101, 

119;  127,  133,  135,  143,  167;  ' 

159,  189,  191,  205,  213;  215,  ^ 

221,  229.                                     ' 

i^  +  liu^ 

f  +  66«* 
3y*  +  22«* 

2y*  +  33«* 
6y*+ll«* 
5y*  +  4y«  +  14«* 

10y*  +  4y«+    7«* 

264a; +1,  26,  49,  67,  91;  97,  115, 

163,  169,  235 
264a;  +  17,  35,  41, 65, 83;  107, 131, 
1              161,  227,  233. 
264a;  +  5,  23,  47,  53,  71;  119, 125,  | 

191,  221,  245 
264a;  +  7,  13,  61,  79,  85;  109,  127, 

151,  175,  205. 

2/* +  74«* 
3y*  +  42^«  +  26«* 
di/^'  +  Hyz  +  lOz^ 

2y*+37«* 
6y*  +  4y«+13«* 
18y*  +  8y«+    5«* 

1   296a;  +  1,  9,  11,  25,  27;  33,  41,  49, 

65,  67;  73,  75,  81,  83,  99; 

:)    '       107,  115,  121,  123,137;  139, 

145,  147,  155,  169;  195,  201, 

211,  219,  226;  233,  243,  249, 

275,  289;  299 
l|296a;  +  5,  13,  16,  23,  29;    31,  39, 
45,  56.  61;   69,  79,  87,  93, 

103;  109,  117,  119, 125, 133; 

135,  143,  165,  167, 183;  191, 

199,  206,  207,  237;  239,  245, 

263,  261,  277;  279. 

r 


Tafel  VI. 


411 


1     Formel.     1   Quadratische  Teiler. 

Ungerade  lineare  Teiler. 

/^-f-   82  m* 

y«  +  82^* 
23/»+41z* 

7/  +  8yz  +  142« 

• 

328a;  +  1,  9,  25,  33,  43;  49,  51,  57, 
59,  73;  81,  83,91,  105,  107; 
113,  115,  121,  131,  139;  155, 
163,  169,  185,  187;  195,  201, 
203,  209,  225;  241,  251,  267, 
283,  289;  291,  297,  305,  307, 
323. 

328a; +7,  13,  15,  29,  47;   53,  55, 
63,   69,  71;   79,  85,  93,  95, 
101;  109,  111,  117,135,149; 
151,  157,  167,  175,  181;  183, 
191,  199,  229,  231;  239,253, 
261,  263,  293;  301,  309,  311, 
317,  325. 

/*+106u* 

y'  +  lO&z" 

2y*  +  532* 
22yä!^4y«+5r* 

1424a;+  1,  9,  11,  17,  25;  43,  49,  57, 
j             59,  81;. 89,  91,  97,  99,  105; 
107,  113,  115,  121.  123;  131, 
153,  155,  163,  169;  187,  195, 
201,  203,  211;  219,  225,  227, 
241,  249;  259,  275,  281,  289, 
305;  307,  329,  331,347,355; 
361,377,  387,  395,409;  411, 
417. 
1424a; +  5,  21,  23,  31,  39;   46,  55, 
1              61,    71,    79;    85,    87,    101, 
103,  109;  111,  125,  127, 133, 
141;  151,  157,167,173,181; 
189,  191,  207,  215,  231;  239, 
245,  247,  253,  263;  277,  279, 
285,  287,  295;  341,  349,351, 
357,  359;  373,  383,  389,  391, 
397;  405,  421. 

1 


412 


Tafel  Vn. 


Tafel  VII. 

Teiler  der  Formel  fi  -\-  2  a«*,  in  welcher  a  eine  Zahl  von  der  Form 

4m  +  3  ist. 


Forme). 

Quadratische  Teiler.                   Ungerade  lioeare  Teiler.                 1 

<*+    6m* 

y*  +  6«* 

2y*  +  3«* 

24a! +1,  7 
24X+5,  11. 

y*+14«* 
2y*+    7«* 
3y*  +  4y«+6«* 

56X+1,  9,  15,  23,  25,  39 
56a; +  3,  5,  13,  19,  27,  45. 

/*+22u* 

y*+22«* 
2/+11«* 

88a;  +  1,  9,  15,  23,  25;  31,  47,  49, 

71,  81 
88a;  +  13,  19,  21,  29,  35;  43,  51, 
61,  83,  85. 

/*  +  30»* 

f  4-  30«* 

2y*  +  15«* 

5y*+    6«* 

10y*+    3«» 

120a;  +    1,  31,  49,     79 
120x-fl7,  23,  47,  113 
120a; +11,  29,  59,  101 
120a; +13,  37,  43,     67. 

/*+38«.* 
/*+46«.* 

y*+38«* 
6»/*+4y«+7«* 

2y*+19«* 

3/  +  4y«+14«* 

y*  +  46«* 
2y*  +  23«* 

5/  +  4y«+l0«* 

U52a;+1,  7,  9,  17,  23;  25,  39,  47, 
1              49,  55;  63,  73,  81,  87,  111; 

119,  121,  137 
1152a; +  3,  13,  21,  27,  29;   37,  51, 
1             53,  Ö9,  67;  69,  75,  91,  107, 

109;  117,  141,  147. 

1184a;+l,  9,  25,31,  39;  41,47,49, 

1              55,  71;  73,  81,  87,  95,  105; 

119,  121,  127,151,167;  169, 

177 

184X+5,  11,  19,  21,  37;  43,  45, 

51,  53,  61;    67,  83,  91,  99, 

107;  109,  125,  149, 156,  157; 

171,  181. 

Tafel  VII. 


413 


Formel. 

Qiiiidratiscfae  Teiler. 

Ungerade  lineare  Teiler. 

/*  -f-  62u* 

j^  +  62«* 
2y*  +  31«* 
7j^+12y«+14«* 

6y*H-    4»«+ 11«* 
3y*+    4y«+22«* 

248x4-1,  7,  9,  25,  33;  39,  41,  47, 

49,  63;  71,  81,  87,  95,  97; 

J            103,  111,  113,  121,  129;  143, 

159,  169,  175,  183;  191, 193, 

225,  231,  233 

\  248a;  +  3,  11,  13,  21,  27;  29, 37,  43, 

)              53,  61;   75,  77,  83,  85,  91; 

99,  116,  117,  123,  139;  141, 

147,  179,  181,  189;  197,203, 

213,  229,  243. 

^  _J_  70«* 

• 

y*  +  70«* 

10y*+    7«* 

5y*+14«* 

2y*  +  35«* 

280a: +1,  9,  39,  71,  79;   81,  121, 

151,  169,  191;  239,  249 
280a;  +  17,  33,  47,  73,  87;  97,  103, 

143,  153,  167;  223,  257 
280a; +19,   59,   61,  69,  101;   131, 

139,  171,  181,229;  251,269 
280a;  +  37,  43,  53, 67, 93;  107, 123, 

163,  197,  253;  267,  277. 

^8  _|_  78«* 

»*+78«* 
2y*  +  39«* 
3»*  +  26«* 
6y*+13«» 

312a;  +  1,  25,  49,  55,  79;  103,  121, 

127,  199,  217;  289,  295 
312a; +41,  47,   71,  89,  119;   137, 

161,  167,  215,  239;  281,  305 
312a; +29,  35,   53,  77,  101;    107, 

131,155,173,179;  251,269 
312a; +19,   37,  67,  85,  109;    115, 

163,  187,  229,  253;  301,307. 

f«  -f-  86m* 

y*  +  86«* 
10y»  +  4y«+    9«* 
6y*  +  43^«  +  15«* 

2y»  +  43«* 

5/  +  4y«+18«* 

3y*  +  4y«+30«* 

344x+  1,  9,  15,  17,  23;  26,  31,  41, 

47,  49;   57,  79,  81,  87,  96; 

97,  103,  111,  121,  127;  135, 

143,  145,  153,  167;  169,  183, 

185,  193,  207;  225,  231,  239, 

255,  271;  273,  279,  281,  289, 

305;  311,  337 

344a;  +  3,  5,  19,  27,  29;  37,  45,  51, 

61,  69;   75,  77,  85,  91,  93; 

j            115,  123,  125,  131,141;  147, 

149,  155,  157,  163;  171,  179, 

205,  211,  227;  235,  237,  243, 

245,  261;  277,  285,  291,309, 

323;  331,  333. 
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Tafel  VII. 


Formel.        Quadratische  Teiler. 


t^+    94  «2 


f^+102u^ 


Ungerade  ÜDeare  Teiler. 


bi^  +  9^ys  +  22^ 
10y^  +  %yz+ll^ 


y^+102f^ 
3j^+    34^ 


7,  9,  17,  25;  49,  55,  63, 
71;  79,  81,  89,  95,  97; 
111,  119,  121,  143;  145, 
159,  169,  175;  177,  183, 
209,  215;  225,  239,  241, 
249;  263,' 271,  289,303, 
335,  337,  343,  345,  353; 


376rc+l, 
65, 

103, 

153, 

191, 

247, 

319; 

361 
1376a: +  5,  11,  13,  19,  29;   35,  43, 
1  45,' 67,  69;    77,  86,  91,  93, 

99;  107,  109,  117,  123,  125; 

133,  139,  163,  171,  179;  181, 

187,  203,  211,  219;  221,  227, 

229,  245,  261;  275,  293,  301, 

315,  317;  323,  325,  339,  349, 

355;  373 


408ä;  + 1,  25,  49, 55, 103;  121, 127, 
145,  151,  169;  217,223,247, 
271,  319;  361 
408rr+23,  41,  65,71,95;  113,143, 
167,209,215;  233,311,329, 
335,  377;  401 
408ir  +  35,  53,  59,  77, 83;  101, 149, 
155,179,203;  251,293,341, 
365,  389;  395 
408«; +  37,  61,  91,  109,  133;   139, 
163,  181,  211,235;  277,283, 
301,  379,  397;  408. 
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Tafel  VUr. 


415 


Tafel  VIII. 

Enthaltend  die  trinaren  quadratischen  Teiler  der  Formel  f  +  cn^ 
nebst  den  entsprechenden  trinaren  Werten  von  c. 


Formel. 

Trinftre  qnadraldBche  Teiler. 

Trinlre  Werle 
Toa  e. 

<♦+     u* 

y«  +  2y£r  +  2«' =  (y +  «)•  +  «« 

1 

«'+  2««« 

j,«  +  2xr«=y' +  «'  +  «• 
2y»  +  2y«  +  2z»  =  (y  +  «)'  +  y»  +  «' 

1+    1 

«•+  Zu* 

1+    1  +  1 

t'+  6«» 

y'  +  2y«  +  6«'-(y +  «)»  +  ««  + 4«« 

4+    1 

«'+  6«« 

2y«  +  3«'-(y  +  «)«  +  (y-»)'  +  «' 

4+    1  +  1 

t«+  9«» 

2y»  +  2y«  +  6««  —  (y  +  «)•  +  y«  +  4«» 

4+    4  +  1 
9+    1 

«•+»0«» 

y'+10sr'«.y«  +  »«  +  9iS' 

t'+llu« 

2y«  +  2y«  +  6««  -  (y  +  2«)«  +  (y  -  «)•  +  «• 

9+    1  +  1 
9+    4 

t'+lSu» 

y»  +  18f'-y»  +  40»  +  9«» 

«*+14u» 

3y»  +  2yi5  +  6«»  =  y*  +  (y  +  2«)«  +  (y  -  «)' 

9+    4+1 

«»+17u» 

y*  +  17«»  —  y'  +  16«'  +  «» 
2y«  +  2y»+    9««  =  (y +  2«)'  + (y-«)'  +  4«» 

16+1 
9+    4  +  4 

<'+18i»« 

2y«  +  9«»  =  (y  +  2«)' +  (y  -  2«)' +  «» 

16+    1  +  1 

<'+19u« 

8y«  +  2y«  +  10«'  —  (y  +  «)'  +  y*  +  9«' 

9+    9  +  1 

«'+«li»' 

5y  +4y«  +  6«  -  |(y +  8,).^4y,  +  ^. 

16+    4  +  1 
16+    4+1 

»•+»«» 

8y»  +  U««  -  (y  +  «)»  +  (y  -  «)»  +  9«' 

9+    9  +  4 

f+46i»' 

y»  +  26««  —  y*  +  16««  +  9«« 

16+    9 

t'+86»» 

y»  +  26«'-.y'  +  ««  +  28«» 
8y«  +  2y*+   9«>-(y +  «)«  +  (y-2«)«  +  (y  +  2«)» 

26+1 
16+   9  +  1 

«'+27»« 

2y«  +  2y«  +  14««  -  (y  +  8«)«  +  (y  -  2«)»  +  «• 

26+    1  +  1 

«*+»»* 

y»  +  29««  —  y»  +  26«»  +  4«» 
6y»  +  2y«+    6«»-.(y-«)»  +  (2y  +  «)»  +  4«» 

26+4 
16+    9  +  4 

1 


416 


Tafel  Vm. 


Formel. 

Trinäre  quadratische  Teiler. 

.  _ ,         ...         _  _    ,. 

Trinftre  Werte 
Ton  c 

«*  +  30m» 

26+    4  +  1 
25+    4+1 

**  +  33u* 

2«' 4- 2«^  4- m' - 1  ä'' +  ^  +  *''' +  ^*'* 

2y  +2y.  +  17.  -|(j,  +  3,).^(y_2,).^4,. 

16  +  16  +  1 

26+    4  +  4 

<»+34u« 

y»  4-  84«'  =  y»  +  26«'  +  92» 
2y'  +  17«'  =  (y  +  2«)'  +  (y-  ?«)'  +  9«» 

25+9 
16+    9  +  9 

«*+35u» 

26+    9  +  1 
26+    9+1 

t^  +  Slu* 
**  +  38tt« 

y'  +  372*  =  y'  +  86a*  +  «« 

36+    1 

36+    1+1 
25+    9+4 

2y«  +  19««  -  (y  +  3«)«  +  (y  _  8«)«  +  «« 
3y'  +  2y«  +  13««  =  (y  — 2«)»  +  y'+(y  +  8«)'' 

e»  +  41tt« 

y*  +  41  «*  =■  y*  +  26«'  +  162' 

2y«  +  2y«  +  2U«  =  (y  +  22)»  +  (y-2)'+16«' 
6y'  +  4y«+   9«»  =  (2y +  2«)»+ (y  -  2«)»  +  «« 

26  +  16 
16  +  16  +  9 
36+    4  +  1 

«»+42u« 

"  "^    "       t  (y  +  2«)'+  (y  -  8«)»+  (y  +  r)« 

25  +  16  +  1 
25  +  16  +  1 

«'*+43tt« 
t*  +  45M» 

2y' +  2y«  +  22«' =  (y  +  82)' +  (y  -  2«)«  +  92« 

25+    9  +  9 

"^  ^"^       \(2y-«)'  +  (y  +  2«)'  +  42' 

25  +  16  +  4 
25+16  +  4 

t«+46tt» 

6y'  +  4y«  +  102«  =  {2y  +  z)'  +  y'  +  92' 

36+    9  +  1 

/*+49tt* 

6y'  +  2y2  +  IO2'  =.  4y'  +  (y  +  «)'  +  9«« 

36+    9  +  4 

49+    1 
25+16  +  9 

«*  +  60tt« 

y«  +  60«'  =  y«  +  492'  +  «» 
6y'  +  4y«  +  9««  =  (y  +  22)«+(y-2«)'+(2y  +  2)' 

«•  +  61u* 
««+53u* 

2 «' 4- 2«2 -1- 262»  - 1  y' +  (ä' +  *>' +  *^'' 

2y  +2y2  +  262  -[(^ ^  ^^y  ^^_^^y^  ^^ 

26  +  26  +  1 
49+    l  +  l 

49+4 
36  +  16  +  1 

y»  +  682'  =  y»  +  49a'  +  42« 
6y'  +  2y2  4-    9«'  -  (y  -  2«)'+  (y  -  «)'+  (2y  +  2«)' 

t»+54tt» 

2y»  +  272'  =  (y  +  «)»  +  (y  -  «)»  +  26«' 
5y'  +  2y2+U2»  =  (2y  — 2)'+(y  +  3«)»  +  «' 

25  +  25  +  4 
49+    4  +  1 
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Tafel  VIII. 
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Formel. 


Trinäre  quadratische  Teiler. 


I 


t*+57tt« 


«-+68U* 


+  ^zy  +  (if  —  3zy  +  4.z^ 
2zy  +  \ez* 


Trinäre  Werte 
Yon  c. 


y»  +  682?«  =  y»  +  49;?»  +  9z^ 


(*  +  5ytt* 


t«  +  61tt» 


2y»  +  2yz  +  30z*  =  (y  +  ^^^  +  (  y  -  ^)'  +  26«» 
6y»  +  2yz  +  10z»  -^  (y  +  8;?)«  +  (2y  -  £r)«  +      y« 


49+   4+   4 
25  +  16+16 

49+   9 


25+26+9 
49+   9+1 


y«  +  61z*  =-  y«  +  36z«  +  26z« 
öy*  +  4yÄr  +  13z^  =  4y«  +  (y  +  2z)*  +  9z* 


t*+62i4« 


3y*  +  2yz  +  21z*-(y~z)*  +  (y  +  4z)*  +  (y--2z)- 
6y*  +  4yz+llz*  =  {y  +  z)*  +  (y  +  8z)*  +  (2y-z)= 


e*+66u» 

r-+e6tt» 

i*+67M* 
«*+69u* 

(*+70ir 

«*+73u* 


t'+Uu* 


,;«4.66z*  =  (^'  +  ^^''  +  ^' 
y   +65Z   =|y«_^49^«+iez* 

9y  +8yz  +  9z  -|(y_2z)*+(2y+2z)*+(2y+z)' 


2t/*  +  3Sz*-|(2/  +  4^)«  +  (y-4z)*  +  Z« 
2y  +33Z   -|(2/  +  2z)*  +  (y-.2z)*  +  25 


25  z* 


6,/*4-llz*~l^^2/  +  ^r  +  (y-8z)*  +  (y  +  z)^ 


36  +  26 
36+16  +  9 


36  +  26+1 
59+   9+4 


64+   l 
49  +  16 
36+25  +  4 
36  +  25  +  4 


2y*  +  2yz  +  34z*  =  (y  +  4z)*  +  (y  -  3z)*  +  9z* 


6y  +2yz+14z  -  ((^^  „  ,).  ^  (^  _^  3,).  + ,,, 


51/*  4.  Uz* -1^^^  +  ")'  + ^2'-^'^'  +  ^^' 


y«  +  73z*  =»  y*  +  64z*  +  9Z- 
2y*  +  2yz  +  37z*  =  (y  +  z)*  +  y*  +  :'6z* 


y»  +  74z*  =-  y*  +  49  z*  +  26z* 
3y«  +  2yz  +  25z*  «  (y  -  3z)*  +  y*  +  (y  +  4z)* 
9y*  +  8yz  +  10z*  =  (2y  +  3z)*  +  (2y  —  z)*  +  y- 


6««  +  6t/z+14z*-!(^2/+3r)^  +  (.V-2z)*  +  (y-z)* 

6y    +6yz+14z    -[^^^_^y_^^^^_^.,^y_^^^_^.,^y 


64+  1+  1 
26  +  26+16 
49  +  16+  1 
49+16+   1 


49+   9  +  9 


64+   4+1 
49+16  +  4 

36  +  26  +  9 
36  +  25  +  9 

G4+   9 
36  +  36+1 

49  +  26 
49  +  16  +  9 
64+   9+1 

49  +  26+1 
49  +  26+1 


Lcgondro,  Zftlilentheori«  I. 


27 


418 


Tafel  VIII. 


Formel. 
**  +  77u* 

**+78u* 

Trinäre  quadratische  Teiler. 

Tön  «L 

6«'  -^  2«z  +  13^«  - 1  ö'  +  ^^>*  +  ^  -  **)'  +  ^s*' 

36  +  ^5  +  16 
64+    9+4 

49  +  25  +  4 
49  +  25  +  4 

t*+81w* 

2y«  4- 2y« -f  41«' =  (y  4- 4xr)»  +  (y  -  3«)»  +  16r» 
6y»  +  4yÄ  -f- 17«'  =  (2y  -f  «)•  +  y«  4"  16«* 

49+16  +  16 
64+16+    1 

t*  +  82u» 

y«  4-  82«»  —  y«  -f  81«»  -f  «» 
2y»  +  41«»  =  (y  -1-  4«)»  +  (y  —  4«)»  +  9«» 

81+    1 
64+    9  +  9 

t^  +  SSu* 

2y»  4- 2y « -f  42z' =  (y -f- 6«)» 4- (y  -  4«)»  4- «» 

6y»  4- 2y«  4- 14«' -  (2y -f  «)»4- (y  4- 2«)»  4- (y- 3«)» 

81+    I  +  l 
49+25  +  9 

it«+86u» 

«»4-86«»-!^'  +  ^'^'+   **' 

81+  4 

49  +  36 

t^  +  SQu^ 

2y' +  43«»  =  (y  4  3«)» -f  (y  -  8«)»  4- 26«» 
3y»  +  2y«  +  29«»  =  (y  +  8«)»  +  (y4-2«)»4-(y-4«)' 
6y'  +  4y«4-18«»  =  (2y-«)»4-(y  +  4«)'  +  «» 

36  +  26  +  35 
49+36+   r 
81+   4+  1 

*»  +  89u- 

y'  4-  89««  =  y'  +  64«»  4-  26«» 
2y»  +  2y«  +  46«' =  (y  4- 6«)' +  (y  —  4«)' 4- 4«' 
6y'  +  2y«  +  18«'  -  (2y  +  «)'  -J-  (y  _  «)'  -f  16«» 
9y'  4-  2y «  +  10«'  -  (2y  -  «)»  4-  (y  -1-  3«)'  4-  4y» 

64+26         1 
81+   4  +  4   ' 
64+IC  +  9 
49  +  36  +  4 

**+90u* 

9«'  +  6««-l-ll«»-|(^''+^')'  +  (2^-*)'+^-'>' 
9y  +6y«  +  ll«   -((j,+,,).^(2j,+,),+(2y-«)» 

64  +  26+  ) 

49+S5  +  18 

t*  +  91u* 

ioy'4-6y«+io«»=(4:+g-^:):+-; 

81+  9+1 
81+  9+1 

t»  +  93u* 

6y»  +  0y«+n«»=jg;+-):+^;,^^+;j;^,,. 

64  +  26  +  4 
64  +  25  +  4  1 

<*  +  94u- 

6y' +  2y«  + 19««  =- (2y  -  «)' -f  (y  4- 3«)» -1- 9«» 
lOy' +  8y« -1- 11«' =  (8y  4- «)' 4- (y  4- «)' 4- 9«' 

49  +  36  +  9 
81+  9  +  4 

t*  +  97u* 

y»  4-  97«»  =  y»  4-  81 «»  4-  16«» 
2y«  -f  «y  r  -1-  49««  ^  (y  +  S«)»  -f  (y  -  2«)'  4-  36«' 

81  +  16 

36  +  3G+S5 

Tafel  VIIL 
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FonneL 

Trin&re  quadratische  Teiler. 

Trlnftre  Werte 
▼on  c. 

t«+  98u« 

»y*  +  ay«  +  SS««  -  (y  +  4«)»  +  (y  -  4«)»  +  (y  +  z)* 
6y»  +  4y«  +  17««  -  y»  +  (2y  -  »)•  +  (y  +  4«)» 

64  +  26+9 
81  +  16+1 

<•+   99  u« 

2y  +2y^  +  60«  -|(y^4^).  +  (j,_,^j,^j6^. 

49  +  49+    1 
49  +  26  +  26 

t^+lOlH- 

y«  + 101 «'  -  y'  + 100»»  +  «• 
6!/*  +  *y2  +  2l«'=.l2y-«)'+(y+42r)'+4«' 
6y»  +  2y«  +  17«'  —  (y+2je)«+(y+8«)*+(2y-2«r)« 
9y'  +  8y«  +  18«'  =  (y-  2«)«+(2y+8«)»+4y' 

100+   1 
81  +  16+   4 
64  +  36+   1 
49  +  36  +  16 

t»+l(«i** 

100+   1  +  1 
49  +  49  +  4 

«•+105U» 

6y»  +  2U«- 

((2y-«)»  +  (y  +  2«)»  +  16«» 
(2y  +  «)»  +  (y-2«)»  +  16«» 
(2y  +  2«)»  +  (y-4«)»  +  «» 

l(2y-2«)»  +  (y  +  4«)»  +  «» 

64  +  26+16 

64  +  26  +  16 

100+   4+   1 

100+  4+   1 

«*+106u* 

y«  +  106«'  —  y»  +  81«»  +  26«» 
10y»+4y«  +  ll««-(y  — «)»  +  (8y  +  «)»  +  9«» 

81+26 
81  +  16  +  9 

t*+107«» 

2y«  +  2y«  +  64««  — (y  +  2«)»  +  (y  — «)»  +  49«' 
18y«  +  2y«+  6«»  -  (4y  +  «)«  +  (y  —  ««)»  +  (y  — «)' 

49  +  49  +  9 
81  +  26  +  1 

«*+iw«* 

y»  +  109«»  =  y»  +  100«»  +  9«» 
6y»  +  2y«  +  22«»  —  (y  —  8«)»  +  (2y  +  2«)»  +  9«» 

100+  9 
64+86  +  9 

<*+110i«» 

10«»  + 11«» -(('"  +  ')'  + ö' -»*>'  + '' 

lOy  +11«  -((3y_,).^(y^g^).^,, 
6y  +4y«+19«  -((2y_j.^).^(y^8«)»+(y-8«)» 

100+  9+   1 

100+   9+1 

81+26+   4 

49  +  36  +  25 

t*+113tt» 

y»  +  118«»  =•  y»  +  64«»  +  49«» 
2y»  +  2y2  +  67«»  —  (y  +  6«)»  +  (y  -  4«)»  +  16«» 
9y»  +  4y «  +  18«»  -  (2y  —  2«)»  +  (2y  +  8«)»  +  y» 

64+49 
81  +  16+16 
100+   9+  4 

<*+114u« 

2«»  +  67«»  - f  Ö^ +  '*')*  + (S' -  ^')' +  *^'* 
2y   +67«  -((y^4,),^(y_4,).^25«» 

•y  -1-»»«       {(y_6,)«  +  (y+8«)»+(y+2«)» 

49  +  49+16 
64+26+25 
64+49+   1 
64+49+   1 

t'+llöu* 

10«»+10t/«+14«»  =  |(*''  +  ''>'  +  <^  +  '')'  +  ^'' 
10y+10y«+14«  =|(3y_j.2,),  +  (y_^).^9^. 

81+26  +  9 
81  +  25  +  9 

27* 
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Tafel  VIII. 


Formel. 
t*  +  117u« 


f-  +  n8u» 


t«+121u- 


t*+122u* 


e»  +  123tt« 


/«+126U* 


e*+126tt" 


r^+129u* 


f-  +  130u* 


/-  +  131U* 


«*  +  133u* 


r-f-41S-*i 


Trinäre  quadratische  Teiler. 


92/*  +  6yif+U£;'  = 


\(2y+2z)*+(2y+zy+(y^Bzy 


Trinäre  Werto 
▼on  e. 


100  +  16  +  1 
64  +  49  +  4 


2i/»+69£r»« 
lly*+10yir+13««« 


■(y  +  2;f)»  +  (y  +  3;f)«  +  9y« 


2y*  +  2y£r+61;Sf*: 
10y»  +  6y5r+13;?*. 


y^+l22z*: 
8i/«  +  2yj?  +  4U«x 
92/*  +  4y2r+14^*: 


•(y  +  4r)«  +  (y-~3^)»  +  36xr* 
«(y+3r)«  +  9y«  +  45« 

.y«+12U«  +  £r* 
'(y-4;2r)»+(y  +  6r)=  +  y« 
.(2y  +  3^)»+(2y-^)«  +  (y-2^)» 


2y*  +  2y£r  +  62zr»  — { 


(y  +  3-5)*  +  (y  —  2^)*  +  49£r« 


y*  +  126j?«» 
6?/'  +  2y^  +  2l£:*  = 
9y«  +  2y£r+14ir«  = 


.y«+12l£:*  +  4£r« 

.(y  +  4^)«  +  (y  +  ^)«+(2y_2^)« 

K2y  +  x;)«+(2y~2£r)«  +  (y.-3;e)« 


62/'+4y^  +  26x;«  = 

2y"  +  2y5'  +  662« 
6y«  +  2yr  +  26x:* 


-I 


i(ff-.4.zy+(2y  +  Szy  +  z' 

\y'  +  {2y-\-zy  +  2bz^ 

y'  +  Ö/  +  ^)'+64;Er» 

(y  +  6^)*  +  (y-6-^r  +  4r« 
(4y»  +  (y  +  ^)»  +  2ö2r« 

l(2y -.?)»+ (y  +  3r)*+16r« 


y«+180if««j 


y*+12U«+    9z* 
y*+    81^*  +  49r* 


2y«  +  2yr  +  66r*  = 

6y*  +  2y-f  +  22£r^. 

lOy^  +  Gyz+liz*. 


.(2y+8.-)''  +  (y-3-?)'  +  (y-2r)* 
:(3y+2^)«+(y-3;?)=  +  ^« 


13y-+12yir  +  13^r«=- 


j(2y  +  3£:)*  +  9y«  +  4r' 
U3y  +  2^)*  +  4y«  +  9;j« 


2y»  +  67;e*. 

3y'^  +  2yr  +  465-  = 

öi/«  +  2yr  +  27s*  = 

lly«  +  6yr+13r*  = 


«a/  +  3-rr  +  (y-3;?)«+49£r« 
.(y  +  2r)*  +  (y-6r)«  +  (y+4r)^ 
•(.V-^)'  +  (2y  +  ;f)*  +  2ö^« 
:(8y  +  2^)«+(y-3£)«  +  y« 


100+   9  +  9 
81  +  36  +  4 


49+36  +  36 
81  +  36+   4 


121+    1 
81+25  +  16 
64  +  49+   9 

49  +  49  +  25 
121+    1+    1 


121+   4 
100+16+   9 
64  +  36  +  25 

121+   4+1 
100+25  +  1 

64  +  64+  1 
121+  4+  4 
100  +  26+   4 

64_|-49  +  16 


121+    9 
81+49 

81  +  26  +  25 

81  +  49+    1 

121+   9+    1 


81+36+16 
81  +  36  +  16 


49  +  49  +  36 

81+49+   4 

100+26+   9 

121+   9+   4 


r 
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Formel. 

Trinäre  quadratische  Teiler. 

Trinäre  Werte 
von  e. 

y»  +  137  z^  =  y*  +  121if*  +  16-5* 
2  t/*  +  2y-3  +  69-5»  =  (y  +  2^:)'  +  (y  —  2;)«  +  64-5» 
öy*  +  öy-^  +  172r*  =  (2y-2is;)*+(2y  +  3i5)«+(y+2^)« 

121  +  16 

64  +  64  +  9 
100  +  36  +  1 

<*+138u« 

11^.4.8t,.  +  14.«-|(^2/  +  ^)*+(y-2.)'  +  (y  +  3.)« 
lly  +8y.  +  14.  -  |(3y^2,),^  (^..g.^.^^y^,). 

64  +  49  +  25 
121+16+    1 

121+   9  +  9 
81  +  49  +  9 

«H139«** 

2y'+  2yir+  70^;»  =-  (y  +  6-5)»  +  (y  -  5£r)«  +  9ä* 
10y*+  2yz  + 14;5*«  (3y  +  zY  +  (y  -  2^:)«  +  9^?» 

t*+U\u* 

...»  .   A.^4.9Q..      •f(2y  +  3^)«+(y-4^)«  +  40« 
,y  +4y.+  29.  --|4y,  +  (y+2,),  +  25.« 

121  +  16+   4 
100  +  25  +  16 

t'  +  U2u^ 

lU/+2yz+  i'Sz*  =  9y«  +  (y  —  2;5)«  +  (y  +  SzY 

81  +  36  +  25 

«*+145u» 
«Hl46tt» 

,.+i45.«:=p:+;*^f+f. 

ly*  +  8l2r»  +  64Är« 
öy   -h^«^  -|(y_4^)a+(2y  +  2^)«  +  9^« 

144+    1 
81  +  64 
100  +  36  +  9 
100  +  36  +  9 

y«  +  1460«  =  t/«  +  121;5«  +  25^:« 
2y*  +  73-5«  -  (y  +  6-5)*  +  (2/ -- 6^)»  +  «» 
3y*+  2yxr  +  492;«  =  (y-  3-5)«+  (1/  -  2-5)*  +  (^+60)* 
6y*  +  4y;5  +  25-5*=:y»  +  (22/  +  3^)*  +  (y--4-5)* 
9y*+8y5+18^*  =  (2y  +  ^)*  +  (5h/-^)*  +  (y  +  42r)» 

121  +  25 

144+  1+  1 
81  +  64+   1 

121  +  16+  9 
81  +  49+16 

f'  +  Ulu- 

fi.«j-fi..j-2fi.«      (y  +  ^)'  +  (y-4^)'+(2y+3z)* 

6y+6y.  +  26.  =   (2y- .)*  +  (y  +  6.)«  +  y« 

121  +  25+1 
121  +  25  +  1 

t-+U9tt» 

y*  +  149-5«  =»  y«  +  100-5»  +  49-5» 
5y'+2yi:+30-5»=-(y+5^)»  +  (2y-22r)«  +  4f» 
6y»  +  2y£r  +  26;5*  =  (y  +  42r)»  +  (y  -  3;5)»  +  4y» 
9y»  +  4.yz  +  17-5»  =  4y»  +  (2y  _  i?)»  +  (y  +  4;5)» 

100  +  49 

144+  4+  1 
64  +  49  +  36 
81  +  64+   4 

«HlöOtt» 

u.,«+4./.-^i4.»-{(^2/  +  2.)«  +  (y-^)«+(y-3.)» 

ny  +4y.+  14.  -[^^^_,^y_^^^^^y_^_^^j^^^y 

121  +  25  +  4 
100  +  49+1 

<Hl53u« 

2iv«^2t/.4-77.»==f(2/  +  3^)»  +  (y-2^)»  +  64.» 
2y  +2y.  +  77.  -[^ ^  ^^y  _^_  ^^  _  ^^y  _^_  ^^^, 

9««  4.  17.«  -    (2y +  3.)»+(2y ~2.)«+(/-  2.)» 
''2'  -t-^'^        ^2y  +  2-5)»+(2y-3-5)»+(y+22:)» 

64  +  64  +  25 

,121  +  16  +  16 

100  +  49+   4 

100  +  49+   4 

422 


Tafel  VIII. 


Formel. 


i«  +  164u^ 


e*+155u« 


Trinäre  quadratische  Teiler. 


TOD  e« 


lOyHöy-s^+l?;?««! 


6y'+2y-2  +  262?*: 


|(2y  +  3^)«+(y-4^)'  +  (y-^)' 


144+    9+1 
81+64  +  9 


121+25+   9 
81  +  49  +  25 


««+157U* 


2/«  +  167;s«  = 
13y*+10y^  +  142*  = 


.y*  +  12l£f*  +  36ir« 
.(3y+3^)«  +  (2y-2^)»  +  ^« 


t*+158u* 


«*+161u* 


Sy*+2yz  +  63z*  = 

Qy^^4yz  +  21z*- 


•.(y  -  uy  +  (y  +  ezy  +  (y  -  zy 

.(2y-zy  +  (y.+  6zy  +  {y-zy 


121+36 
144+   9  +  4 

100  +  49  +  9 
121  +  36  +  1 


**+162w« 


r^+ 16314* 


5i/«+42/j?  + 33-81«. 
10y«+6y^+17-s*  = 


t{2y  +  2zy+{y-2zy  +  26z^ 
"i(2y-    i?)*+(t/  +  4^)«+16xr« 

1(3y  +  2^)»  +  (y-3^)«  +  4^« 


100+36  +  25 

81  +  64+16 

144+16+   1 

121  +  36+  4 


2y*+8U»« 
lly'^+lOyz+nz^' 


.(y  +  4i?)»+(t/-40)«  +  49^« 
•(!/+2;5)»  +  (3y+2£?)«  +  (y-3^)» 


64  +  49+49 
121  +  26  +  16 


2y»  +  2y^  +  82^«  =  2/*  +  (y  +  ^)«  +  8U« 


81+81+  1 


«*+165m* 


6y*+ 6^5  +  292;*  = 


(y+B£j)«  +  (y-2£r)»  +  4y« 
(y+Szy+{y^Uy  +  {2y+2zy 
(2y+Azy  +  i^^Szy+{y-2zy 
\{y  +  4zy+(y+Szy+{2y-2zy 


100  +  49  +  16 

100  +  49  +  16 
100  +  64+  1 
100  +  64+   1 


r'+166M* 


2y*  +  83^:«  = 

6y*+4y2:  +  34^*: 

i3y^+Syz+Uz^- 


^(y  +  sy  +  iy-zy  +  ^^z* 

.{2y  +  dzy  +  {y-^uy+9z* 
.(Sy  +  2zy  +  {2y-zy  +  dz* 


81  +  81+  4 

121  +  36+  9 

81  +  49+36 


«*  +  169u« 


i  «-+I70tt» 


y*+169««. 
10y^+2yz+nz^^ 


.y«  +  144^*  +  252* 
.(y  +  ^)«  +  9y«  +  160« 


144+25 
144+16  +  9 


y^+llOz* 
dy^+2yz+ldz^ 


-{ 


y«  +  169«*  +  Äf« 

y*  +  12>2^*  +  49r« 
({2y  +  3zy+{2y-3zy+(y  +  zy 
\(2y^zy+(^y  +  Szy+{y-Szy 


169+  1 
121+49 

144  +  26+  1 
81  +  64+25 


le*  +  17lt** 


22/*+  2yz+SQz^ 

% 


-{ 


(y  +  G2y  +  Q/^6zy  +  2bz^ 
iy  +  'izy  +  (y^Qzy  +  z* 

((Sy+22y+(2y+zy+{y-$sy 

[(^y-^y+iif+2zy+{2y+$zy 


121+25  +  25 
169+  1+  1 
121  +  49+  I 
121+49+   l 


F 
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Formel. 
**+173u* 

Trinäre  quadraÜBChe  Teiler. 

Trinäre  Werte 
von  c. 

y»  +  173£f*  =  y'  +  169  ÄP«  +  4j5" 

9y»+8y^  +  2U*  =  (2y-^)»  +  (y^2^)*  +  (2y+4^)« 
18y«+6y^+14^»  =  (3y-;?)«  +  (2y+3^)«  +  4;5« 

169+   4 
144  +  25+   4 
100+64+   9 
121  +  36  +  16 

t»+174u* 

6i/«4.29.««((2/-4^)'  +  (2t/  +  3.)»+(y-2.)« 
6y  +29^  "|(y  +  4^)«+(2y-3;.)«+(y+2^)« 

5y«+2y.  +  36.  -|(2y  +  3,)«  + (y- 5.)*  +  .» 

121  +  49+  4 
121  +  49+   4 
100+49  +  26 
169+   4+   1 

t»+177u' 

2y  +2y3  +  893  =i(y  +  7^).  +  (j,„  6^)» +  4^» 

64  +  64  +  49 
169+   4+   4 

t*+llSu* 

y*  +  178;5*  =  y'  +  169  ^;*  +  9«« 
2y«  +  89-5*  =  (y  +  2i?)«  +  (y-2j5)«  +  81;5» 
Uy«+6yj5+17i?>«9y*  +  (y  +  4ir)*  +  (y-5f)» 

169+   9 

81  +  81  +  16 
U4+2Ö+   9 

i»+l79tt» 
i»+181t** 

2y*  +  2y;»  +  9O3«-(y  +  5;j)«  +  (y-4Ä?)«  +  490» 
6y*+2y3+30i;>-(2y-2;)«  +  (y-2x:)»  +  (y+6^;)* 
10y«+  2yÄ  + 18;5«  =  (3y  -  xf)'  +  (y  +  4^)»  +  jp* 

81  +  49+49 
121  +  49+   9 
169+   9+   1 

y«  +  I8I0«  =  y«  +  100««  +  8lÄ* 
5y«+4y3  +  37;2;»-(2y  +  3)«  +  y»  +  36;P« 
13y*  +  2y2+142«  =  (8y-«)«  +  (2y  +  2;?)«  +  9Ä» 

100  +  81 
144  +  36+   1 
81  +  64+36 

t«+182tt« 
tHl86u* 

13y  +14.«  -U3y-23)«  +  (2y  +  33)>  +  3« 
^3^  +2y^  +  «^^       l(y-ö^)«+(y  +  63)»  +  y« 

169+   9+   4 
169+   9+   4 
100  +  81+   1 
121  +  36  +  26 

.  .   .01.  »        y«  +  169^;«  +  16i5« 
9y  +4y.+  21.  =i(2y-2.)«+(2y+.)'+(y+4.)« 

169+16 
121  +  64 
100  +  81+   4 
100+49  +  36 

3y  +62.  -|y^,).^.(y_e.)»  +  (y  +  6.)> 
lly  +2y.  +  17.  -U3y+23)«+(y-3.)«+(y-2.)» 

121+494  16 
121  +  49  +  16 
169  +  16+   1 
121  +  64+    1 
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Formel. 


e'-f  18Tt*= 


«'  +  189U« 


e*  +  190t** 


t»+193u* 


Trinäre  quadratische  Teiler. 


TrjnlTO   Wert« 

TOfi    C- 


\(y  +  Szy  +  (y  —  2zy  +  Uz*  81+  81 +  25 

J169-J-     0+   a 


2y+2y.  +  94.   -|(y  ^  7,),  +  (^  _  g,).  +  ^,, 


5y*+  2y^  +  38^* 


({2y+Szy+iy^6zy  +  4z^ 
"\{2y+2zy+(y-Szy  +  2bz^ 


169+   16+   i 
100+  64+25 

I4f/+i43/x?+i7^  ""((y-32;)»+(3y+22;)«+(2y+2^)«|121+  64+    i 


lOy*  +  19^*  = 


j(32/  +  r)*  +  (y-3-5)*  +  9^« 


y*  +  1932f*  =  2/'  +  l-^^-s^'  +  49-8;* 
2y*  +  22/2?  +  972«  =  (2/  +  Qzy  +  (y  —  bzY  +  36x;» 


i«+194u« 


««+195t** 


*«+197u« 


e*+198M* 


i«  +  20lM' 


y*  +  1942*  =  2/*  +  1692*  +  2Ö2« 


22/* +  972*  = 

32/*  +  22/^f+65«*  = 

6y*+4y2  +  332*  = 

dy*+Ayz  +  22z-' 

11 2/«+ 42/2 +182«: 


:(y+62)*  +  (2/-62)«  +  262« 

=  (y  -  62)«  +  (2/  +  52)»  +  (2/  +  22)« 
=  (22/  +  2)«  +  (2/  +  42)»  +  (2/-42)> 
=  (22/  +  32)«+(22/~32)«+(2/  +  22)> 
=  (y  +  42)«  +  (3f/-2)«  +  (2/  +  2)« 


142/«  +  22/2+l42«  = 


f(32/+22/  +  (22/~32)«+(2/  +  2^« 
(3y-22)«+(22/  +  32)«  +  (2/  +  2)« 
(3j/  +  22)«+(22/-2)«  +  (2/-32)« 

[(3y--^)2+(22/  +  32)«+(t/-22)' 


2/«  +  1972«  =»  J/«  +  1962«  +  2« 
62/«  +  22/2  +  332«  -  (2/-52)«+  (2/  +  22)«+  (22/  +  22)« 
92/'  +  22/ -J  +  222«  =  (22/  +  22)«+(22/-32)«+(2/+32)« 


100+  81+   9 
100+  81+    9 


144+  49 
121+  36  +  36 


169+  26 
144+  25  +  23 
121+  64+  y 
81+  64+ lö 
144+  49+  \ 
169+   16+   9 


169+  25+  1 
169+  26+  ) 
121+  49  +  2ä 
121+  49+ S5 

196+     1 
144+  49+   I 
100+  81  + IG 


•^  ^  1(2/ +  52)« +  (2/ -52)» +  492« 


196+     1+    I 
100+   49  +  49 


f««  +  («  +  ^)J+  100  2« 
22/>+22/2+10l2«=    ;    TIT./         .  X,   . 

^    ^     -^     ^  \y+72»  +  (2/-62)«  + 


5i/*+4</^+    412^^ 


I62« 
(22/-2r)«  +  ö/  +  6r)«  +  2« 
(2</+3f)«  +  (|/  — 4^)«+16ä*    1121+64  +  16 


100+100+  I 
169+  16+  Ifi 
196+     4+    1 
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Formel. 


<'  +  202ii' 


t=+203u* 


i*+20bu* 


i*  +  206u* 


<H209«4« 


t'  +  '^lOu^ 


t'+211i 


,^H2i;u» 


t'  +  214.it« 


Trioäre  quadratiecfae  Teiler. 


y"  +  202i:*  =  y»  +  121ir«  +  81  «> 
142/«+  12y;?r+17if» « (y  +  4^:)»  +  (2y  +  2)«  +  9y» 


^  ^    ^    ^  l(2y-82r)*+(y  +  4^)*  +  (y+3^)» 


y*  +  206«« « 


196i!*  +  9x:* 
169^*4- 36  ^f' 


'\y'  + 

5y«  +  41.«^!('2/  +  ^)'  +  (!/-2.)«  +  36.« 
^   ^  l(2y-z)*  +  (y  +  25f)«  +  36;5« 


Trin&re  Worte 
von  c. 


121+  81 
144+  49  +  9 


169+  26  +  9 
121+  81  +  1 


3y'+  2y0+692f*=.(y-42r)«  +  (y-25)«+(y  +  7;5)» 
öy*+  4y2r+42«»  =  (2y-2)»  +  (y  +  4ar)»  +  2ö«« 
6y»+  4y<?  +  352»=(t>y  +  3-j)«  +  (y  +  «)»  +  (y~6«)« 
10y«+  4y5r+21«»«(3y  +  22)*+(y-.U)»  +  Ä« 
lly«+10y.-  +  2U««(3y  +  «)«  +  (y  +  .U)«  +  (y-2if)* 


196+  9 
169+  36 
144+  36+25 
144+  36  +  25 


^^^^  l(y  +  52)«  +  (y-40)«+64«« 

10y«+2y.+21.«=(('^-^)'  +  ^2^  +  *^>'  +  ^^" 

13yHl0y.+  18.««j('^  +  ^)'  +  ('^  +  ^)^+'^^* 


6»/^  +  35^«  = 


f(2/  +  ß^)*+(2y-3^)»  +  (y+«)* 
(y-5«)«  +  (2y  +  3^)*  +  (y-«)* 
(2/  +  öz)«  +  (y-3^)«  +  (2y-.-)« 

l(y-5^r  +  (y  +  3^)«  +  (2y+^)« 


2y^+t>yj  +  lü6y'=  (y  +  4<j)«  +  (y  -  3-?)»  +  81 2» 
10y''+6yr+  22/^.=  (3y  +  2zy  +  (y    -  SzY  +  9 j'^ 


14y-+10y^-+17w«  = 


i(2y+4„')«  +  (3y     zy  +  y'» 
i(3y  +  2cr+(2y-2.')*+(y+3.-)« 


121+  81+  4 
100+  81  +  25 
169+  36+  1 
196+  9+1 
121+  49  +  36 


100  +  100+  9 
81+  64  +  64 
169+  36+  4 
144+  40+16 
144+  64+  1 
196+     9+4 

169+  25  +  16 
169+  25+16 
121+  64  +  25 
121+  64  +  25 


2y«  +  107z«  =  (y  +  IzY  +  (y  -  7.^«  +  9z« 
öy-  +  2yz  +  43z«  =  (2y  +  3z)«  +  (y  -  5z)«  +  9z« 


81+  81  +  49 
121+  81+   9 

196+   16+    1 
100+  64  +  49 

196+     0  +  9 
169+  3(>+% 
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Tafel  VIII. 


Formel. 

TriDäre  quadratische  Teiler. 

Trinäre  Werte 
Yon  c. 

100+  81  +  36 

«•  +  217M» 

I3j,.+  4y^  +  m'»r'^  +  '^^*  +  ^'^-'^^'  +  ''' 

««+218tt* 
«'  +  219tt* 

t»  +  221u* 

y«+218«»  —  y»+ 169^»+ 49«» 

3y'+22/2  +  73«»-(y+6«)»+(y-6«)«+(y+«)' 
9y'4  8y^  +  262'-(«y+3«)'+(2y+/)'+(y-4«)' 

i 
169+  49 
144+  49  +  26 
121+  81  +  16 

•'^  "^  ^            i(6y-^)'+(2y+^)'+(3y+2^)» 

121+  49  +  49 
169+  26  +  26 
169  f  49+   1 
169+  49+    1 

"'•'  ^    -^   ^              l(2y  +  Zzf  -Ky-  4^)'  +  4,' 
^^               l(3y_2*>'+(2y+8*)'  +  4z» 

196+  26 
121+100 
196+  16+   9 
121+  64+36 
169+  36+16 
169+  36+16 

i«  +  222«* 
e«  +  225t** 

*'  ^   -^  ^              l(3y-^)'+(y  +  4«)'  +  (y+2.)« 

3««  +  74«'      |(y+7^)'  +  (y-4.)«  +  (j,-3*)» 

•^   "^          "l(y-7i)«  +  (y  +  4i)«  +  (y+8«)« 

196+  26+1 
169+  49+4 
121+100+1 
121+100+1 

26y'  +  6y.  +  9.-  _  f  (^^ +2^)'+(«y-«^)»+(y+^)' 

196+  26+4 
121+100+4 

e«  +  226tt" 

y«  +  226«'  —  y»  +  225«»  +  «» 
2y»  +  113«»  —  (y  4-  4ä)»  +  (y  -  4«)»  +  8U' 
lly»+8y«  +  22*»  — (y-2«)»+(y-3«)»+(3y  +  3i)« 

225+     1 
81+  81+64 
144+  81+   1 

i*  +  227u» 

•2y»+2y«+114z»=.(y  +  8«)'+(y-7Ä)»  +  «» 
6y»+  2y«+382»=-(y+6«)»+(y+2«)»+(2y-8«)» 
18y»+10y«+U«'=.(y+3«)»+(y— 2«)»+(4y+X!)« 

225+     1+   1 
169+  49+   9 
121+  81  +  26 
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Formel. 

Trinäre  quadratasche  Teiler.                          '^^*'«  ^erte 

*                                                                                  von  c. 

e*  +  229tt» 

y'  +  229«' =- y'+a-Jöi'+l«» 
6y'  +  2yz+462«=(y  +  3«)'+(2y-«)'+36i« 
17y'+6y«+142'  =  (2y-«)'+(2y-2z)'+(3y+3«)' 

226+     4 
144+  49  +  36 
144+  81+4 

«*+230»* 

6y'  +  46.'-|^+'^^'+('^-^'^^'+^' 
l(y-6«)»+(2y+3«)'+«» 

y^  'V  -^            lfy-32)«+(2y+3^)'+(3y+2)' 

^   ^    -^    ^                 \(2y+2)»+(y+3^)'+(4y-2)' 

226+     4+    1 
226+     4+    1 
121+100+   9 
100+  81  +  49 
196+  25+   9 
169+  36  +  25 

**  +  233m"^ 

«»  +  234U* 
««  +  235tt* 
t'+237M'' 

y«  +  233z*=-y'4-169z»+64a» 
2y'  +  2y^+ll7a«  =  (y+8ü)'+(y-72)'+42' 
26y»  +  2yi  +  9«'  =  (y     .5)»+(3y-2^)»+(4y+2z)» 
18y»+2yz+13«'=-(y-2«)'+(y+3«)»+16y» 

169+  64 
226+     4+   4 
196+  36+    1 
144+  64  +  25 

26«' +9^''  ((»y-2^)'+(*y+^)*+(y+22)' 

^  "^             \(8y+22)'  +  (4y-z)»+(y-2«)' 

121+  64  +  49 
121+  64  +  49 
169+  64+    1 
169+  49+16 

.«.■+-+— js;;::;::::?:'"'"- 

225+     9+   1 
225+     9+    1 

•^^^^             l'y  +  ^)'  +  (2y~2.)«  +  (y+6^)« 
14y  +2y.  +  17.  -|(,y_^,,j,^(3y^,^).^(y^3,). 

196+  26  +  16 
196+  26  +  16 
169+  64+  4 
121+100+16 

«»  +  238U* 

•^^    ^    ^               l(3y-.)*  +  (22/  +  3.)«  +  9.« 

226+     9+   4 
121+  81  +  36 

««  +  211U* 

y«  +  24l2f*  =  i/*  +  225  ^;='  +  16-s* 

5y*+4y<J+   49-?»  -  (y  +  6-2:)*  +  (2y  -  2z)»  +  9z- 
!l02/«+6i^z+   25z»=9y*  +  (y  +  3i?)»+16z* 

225+  16 
169+  36  +  36 
196+  36+   9 
144+  81  +  16 
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Tafel  VIII. 


Formel. 


e''  +  242u^ 


i''-t-243u^ 


Trinilre  quadratische  Teiler. 


'     Trinüm  Werte 


•2*/*+ 121 2«  =  (y  4-  Qz)^  +  (y  -  ezy  +  492?* 
6,f+Ayz  +  4.1z'=^{y  +  6zr  +  (y-2zy  +  {2y~2) 
ny^+Uyz+lSz^^iiy  +  z)^  +  (y  +  U)*  +  z^ 


2y'+2yz+122z'^y''  +  {y  +  zf  +  12U* 
14y-+6//^+  182:^  =  (y  +  42()«  +  (3y-^)«  +  (2y  +  r)' 


144+  49  +  41» 
ltil>+  64+  t* 
225+    16+    l 


121+121+    1 

I6ö+  4§  +  as 


«*  +  215a= 


-    ._L.a  .       ((2y  +  3r)'  +  (y-62;)«  +  42r«       igii6+   16+  4 
*"    ^  |(2y-32)«  +  (2/  +  62)»  +  4Ä«  32Ö+    16+    4 


6r  +  2t/-3f  + 


412»  =  1 


(y-3<j)«+(y-4-5)»  +  (2y  +  42;)-   141+1 W+  l 

(2/  +  6'?)'  +  (2/-4^)*  +  4y»         '100+  81+64 

I 


2v»-l-i23.«  =  (^^  +  '^'  +  ^^^~'^'  +  '''''         m+m+ 

e«  +  o46uM  l(2/  +  7^)«  +  (y-72r  +  252»        'l96+25  +  2, 

|(2y  +  32r)«  +  (y-42f)»+252«       131 +100 +  ä! 


«*  +  249u* 


e*+250u- 


i^  +  25lM- 


22/*  +  2t/2f  +  1252'' 


■( 


(y  +  42;)*+(y-3£r)*+100;j* 
(y  +  6;?)»  +  (y-52r+    642* 


y*  +  260  J*  =  y*  +  1692«  +  81 2^ 
11  t/*+10i/2  +  252»  -  (y  -  42)*  +  t/  +  (3y  +  32)« 


100  +  100  +  49 
121+  64  +  64 

169+  81 

225+   16+  9 


2y-+2//2  +  1262*=(y  — 2)*  +  (y  +  22)*  +  12l2''  1 121  +  121+  9 

6y*+2y;ef+  422«==  (2y +  2)«  +  (y- 52)«  +  (y+42)»|  121+  8t+49 
Uy«+2//2+    182»==(3y  +  2)«  +  (2y+2r+(y-42:r|l09+  81  + 


10//H<»Z/^+   262«=(3y  +  2)«  +  y«  +  252« 


I 


225+  25+   1 


^''  +  403m-  |22y«+I»y'S  +  222«== 


((2y +32)«+(3y+32)^  +  (3y-22)^  I  t':l6  +  169+  ^ 
i(3y+22}«+(3i/+32)-+(2y-3.^r  2'Ji>  +  l6y+  ^ 


u.  a.  w, 


I 


I 


Tafel  IX. 


429 


Tafel  IX. 


Werte  des  Produkts  |  •  y  •  J-  •  -J-J- 


a,_l 


m. 

Produkt 

1 
181 

Produkt. 
0.  212108 

<ö.  ,  Produkt 

(0. 

673 

Produkt 
0. 171189 

09. 

Produkt 

3  0.  666667 

'  421 

0. 184367 

953 

0. 162925 

5 

0. 533S33 

191 

0.  210998 

431 

0.  183929 

677 

0. 170<>36 

967 

0.  162757 

7 

0.  457143 

193 

0  209904 

433 

0. 183505 

683 

0. 170686 

971 

0.  162589 

11 

0  415584 

197 

0.  208839 

439 

0.  183087 

691 

0. 170439 

977 

0. 162423 

13 

0.  383616 

199  0.207789 

443 

0.  182673 

701 

0. 170196 

983 

0.  162257 

17 

0  361051 

211 

0.  206804 

449  0.182266 

709 

0.169956 

991 

0. 162093 

19  0.342048  | 

•J23 

0.  205877 

467 

0.  181868 

719 

0. 169720 

997 

0. 161930 

23 

0.327170 

227 

0. 204970 

461 

0.  181473 

727 

0. 169486 

1009 

0. 161770 

29 

0. 315894 

229 

0.  204076 

463 

0.  181081 

733 

0. 169255 

1013 

0. 161610 

31 

0.  305704 

233 

0.203199 

467 
479 

0. 180693 

739 

0. 169026 

1019 
1021 

0.  161461 
0.  161293 

1 
37  0.  297442 

239 

0.  202349 

0. 180316 

743 

0.168799 

41  0. 290187 

241 

0. 201509 

487 

0.  179946 

751 

0. 168574 

1031 

0. 161137 

43  1  0.  283439 

251 

0.  200707 

491 

0.  179579 

767 

0. 168351 

1033 

0. 160981 

47  0.277408 

257 

0.  199926 

499 

0.  179220 

761 

0.  168130 

1039 

0.160826 

53  0.272174 

263 

0.  199165 

503 

0.  178863 

769 

0. 167911 

1049 

0.  160673 

'  59  10.267661 

■269 

0.  198425 

509 

0.  178512 

773 

0  167694 

1051 

0.  160r)20 

61,0.263176 

271 

0.  197693 

521 

0. 178169 

787 

0. 167481 

1061 

0. 160369 

1  67  0.259247 

277 

0.  196979 

523 

0.  177829 

797 

0. 167271 

1063 

0  160218 

71 10.255696 

281 

0.  196278 

541 

0. 177600 

809 

0. 167064 

1069 

0. 160068 

73 

0.  252094 
0.  248903 

283 
293 

0.  196585 

547 
557 

0. 177175 

811 

0. 166858 

1087 

0. 159921 

79 

0.194917 

0. 176867 

821 

0. 166655 

1091 

0. 159774 

83 

0.  245904 

307 

0. 194282 

563 

0. 176643 

823 

0.  166453 

1093 

0. 159628 

1  89 

0.  243141 

311 

0.  193657 

569 

0. 176233 

827 

0. 166262 

1097 

0. 159482 

97 

0. 240635 

313 

0. 193039 

571 

0. 176924 

829 

0.  166061 

1103 

0.  159337 

1  101 

0.  238252 

317 

0. 192430 

577 

0. 176619 

839 

0. 165852 

1109 

0. 159193 

103 

0  235939 

331 

0. 191848 

687 

0.  176320 

863 

0. 165658 

1117 

0. 169051 

107 

0.  233734 

337 

0.  191279 

593 

0.  175025 

857 

0. 165465 

1123 

0.  158909 

1  109 

0.  231590 

347 

0.  190728 

599 

0. 174732 

859 

0.  165272 

1129 

0.  158768 

,  113 

0. 229540 

349 

0. 190181 

601 

0.  174442 

863 

0. 165081 

1151 

0  158630 

127 

0.  227733 

363 

0.  189643 

607 

0. 174154 
0. 173870 

877 

0.  164892 

1153 
1163 

0. 158492 

131 

0.225994 

359 

0. 189114 

613 

881 

0. 164705 

0. 158356 

,  137  0.224345 

367 

0. 188599 

617 

0. 173688 

883 

0.  164518 

1171 

0. 158221 

139,0.222731 

373 

0. 188093 

619 

0. 173308 

887 

0.  164332 

1181 

0. 158087 

!  14910  221236 

379 

0.  187597 

631 

0. 173033 

907 

0. 164151 

1187 

0.  157954 

151  0.219771 

383 

0. 187107 

641 

0. 172763 

911 

0. 163972 

1193 

0.  157822 

157  0.218371 

389 

0.  186626 

643 

0. 172495 

919 

0. 163794 

1201 

0.  167691 

163 

0.  217031 

397 

0. 186156 

647 

0. 172228 

929 

0. 163618 

1213 

0. 157561 

167 

0.215732 

401 

0. 186692 

653 

0. 171964 

937 

0. 163443 

1217 

0. 157432 

;  173 

0.  214485 

409 

0. 186238 

659 

0. 171703 

941 

0.  163269 

1223 

0  157303 

179 

0.213286 

1  419 

0. 184796 

661  0.171444 

947 

0. 163096 

1229 

0.  157175 
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Tafel  X. 


Tafel  X. 

Kleinste  der  Gleichung  rc*  —  Ni^  =  +  1  genügende  Werte  von  x  und  y 
für  jede  nichtquadratische  Zahl  N  von  2  bis  1003. 


N 

x-.y 

N 

x:y 

2 

1  :  1 

45 

161  :  24 

3 

2:1 

46 

24335  :  3588 

5 

2:1 

47 

48:7 

6 

5:2 

48 

7:1   . 

7 

8:3 

50 

7:1 

8 

3:1 

51 

50:7 

10 

3:  1 

52 

649  :  90 

11 

10:3 

53 

182  :  25 

12 

7:2 

54 

485  :  66 

13 

18:5 

55 

89:  12 

14 

15:4 

56 

15:2 

lö 

4:1 

57 

151  :  20 

17 

4:1 

58 

99:  13 

18 

17:4 

59 

530  :  69 

19 

170 :  39  . 

60 

31:4 

20 

9:2 

61 

29718  :  3805 

21 

55  :  12 

62 

63:8 

22 

197  :  42 

63 

8:1 

23 

24:5 

65 

8:1 

24 

5:1 

66 

65:8 

26 

5:1 

67 

48842  :  5967 

27 

26:5 

68 

33:4 

28 

127  :  24 

69 

7775 :  936 

29 

70:13 

70 

251  :  30 

30 

11  :2 

71 

3480  :  413 

31 

1520  :  273 

72 

17:2 

32 

17:3 

73 

1068  :  125 

33 

23:4 

74 

43:5 

34 

35:6 

75 

26:3 

35 

6:1 

76 

57799  :  6630 

37 

6:1 

77 

351  :  40 

38 

37:6 

78 

53:6 

39 

25:4 

79 

80:9 

40 

19:3 

80 

9:1 

41 

32:5 

82 

9:1 

42 

13:2 

83 

82:9 

43 

3482  :  531 

84 

55:6 

44 

199  :  30 

85 

378  :  41 

r 
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N 

x:y 

N 

x:y 

86 

10405  :  1122 

132 

23:2 

87 

28:3 

133 

2588599  :  224460 

88 

197:21 

134 

145925  :  12606 

89 

500:53 

135 

244  :  21 

90 

19:2 

136 

35:3 

91 

1574  :  165 

137 

'  1744  :  149 

92 

1151  :  120 

138 

47:4 

93 

12151  :  1260 

139 

77563250  :  6578829 

94 

2143295  :  221064 

140 

71:6 

95 

39:4 

141 

95:8 

96 

49:5 

142 

143  :  12 

97 

5604  :  569 

143 

12:1 

98 

99:10 

145 

12:1 

99 

10:1 

146 

145  :  12 

101 

10:1 

147 

97:8 

102 

101  :  10 

148 

73:6 

103 

227528  :  22419 

149 

113582  :  9305 

104 

61:5 

150 

49:4 

105 

41  :4 

151 

1728148040 :  140634693 

106 

4005  :  389 

152 

37:3 

107 

962  :  93 

153 

2177  :  176 

108 

1351  :  130 

154 

21295  :  1716 

109 

8890182  :  851525 

155 

249  :  20 

110 

21:2 

156 

25:2 

111 

295  :  28 

157 

4832118  :  385645 

112 

127  :  12 

158 

7743  :  616 

113 

776  :  73 

159 

1324  :  105 

114 

1025  :  96 

160 

721  :  57 

115 

1126  :  105 

161 

11775  :  928 

116 

9801  :  910 

162 

19601  :  1540 

117 

649  :  60 

163 

64080026  :  5019135 

118 

306917  :  28254 

164 

2049  :  160 

119 

120 :  11 

165 

1079  :  84 

120 

11:1 

166 

1700902565  :  132015642 

122 

11:1 

167 

168  :  13 

123 

122  :  11 

168 

13:1 

124 

4620799  :  414960 

170 

13:1 

125 

682  :  61 

171 

170:13 

126 

449  :  40 

172 

24248647  :  1848942 

127 

4730624  :  419775 

173 

.   1118:85 

128 

577  :  51 

174 

1451  :  110 

129 

16855  :  1484 

175 

2024  :  153 

130 

57:5 

176 

199  :  15 

131 

10610  :  927 

177 

62423  :  4692 

1 
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N 

x:y 

N 

x:y 

178 

1601  :  120 

223 

224  :  15 

179 

4190210:313191 

224 

15:  1 

180 

161  :  12 

226 

15:1 

181 

1111225770:82596761 

227 

226  :  15 

182 

27  :  2 

228 

151  :  10 

183 

487  :  36 

229 

1710:  113 

184 

24335  :  1794 

230 

91  :6 

185 

68:5 

231 

76:5 

IHG 

7501  :  550 

232 

19603  :  1287 

187 

1682  :  123 

233 

23156  :  1517 

188 

4607  :  336 

234 

5201  :  340 

189 

55:4 

235 

46:3 

190 

52021  :  3774 

236 

561799  :  36570 

191 

8994000  :  650783 

237 

228151  :  14820 

192 

97:7 

238 

11663  :  756 

193 

1764132  :  126985 

239 

6195120  :  400729 

194 

195  :  14 

240 

31  :2 

195 

14:1 

241 

71011068  :  4574225 

197 

14:1 

242 

19601  :  1260 

198 

197  :  14 

243 

70226  :  4505 

199 

16266196520  :  1153080099 

244 

1766319049  :  113076990 

200 

99:7 

245 

51841  :3312 

201 

515095  :  36332 

246 

88805  :  5662 

202 

3141  :  221 

247 

85292  :  5427 

203 

57:4 

248 

63:4 

204 

4999  :  350 

249 

8553815  :  542076 

205 

39689  :  2772 

250 

4443  :  281 

206 

59535  :  4148 

251 
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1  5334022846973817148460 

802 

295496099  :  10434330 

803 

7226  :  255 

845 

12238  :  421 

804 

515095  :  18166 

846 

2143295  :  73688 

805 

1514868641  :  53392104 

847 

8193151  :  281620 

1 
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N 


848 

849 

850 
851 
852 

853 

854 
855 
856 
857 

858 

859 

860 
861 

862 

863 
864 
865 
866 
867 
868 

869 

870 
871 
872 
873 
874 
875 
876 
877 
878 
879 
880 
881 
882 

883 

884 
885 


X  :  y 

66249  :  2275 
I 1501654712948695: 
l   51536656330476 
2449  :  84 
8418574  :  288585 

194399  :  6660 
1 10379165085018  : 
l   355375843945 
1294299  :  44290 
3041  :  104 
695359189925  :  23766887823 
8118568  :  277325 
703  :  24 
(2058844771979643060124010 
1  70246877103894937291269 
3871  :  132 
541601801  :  18457740 
(358022566147312125503  : 
1  12194296994921665128 
18524026608  :  630565199 
470449  :  16005 
348345108  :  11844089 
42435  :  1442 
70226  :  2385 
3844063  :  130476 
1 60192738698751  : 
l  2041898807200 
59:2 
19442812076  :  658794555 
126003  :  4267 
62809633  :  2125784 
3725  :  126 
120126  :  4061 
10951  :  370 
241326  :  8149 
9314703  :  314356 
107245324  :  3617295 
89:3 
106316171432 : 3581882825 
19601  :  660 
{34878475759617272473442  : 
l  1173754162936357802169 
1665  :  56 
119  :4 


N 


886 

887 
888 

889 

890 
891 
892 
893 
894 
895 
896 
897 
898 
899 
901 
902 
903 
904 
905 
906 

907 

908 
909 
910 

911 

912 

913 

914 
915 
916 
917 
918 

919 

920 

921 

922 
923 


1 7743524593057655851637765  : 
l  260148796464024194850378 
469224  :  15755 
149  :ö 
1 13231974717803657215  : 
l   443786188413453504 
179  :  6 
3970  :  133 
100351  :  3360 
6091434999  :  203842100 
299  :  10 
359  :  12 
449  :  15 
599  :  20 
899  :  30 
30:  1 
30:  1 
901  :  30 
601  :  20 
451  :  15 
361  :  12 
301  :  10 
(123823410343073497682  : 
1   4111488857741309517 
102151  :  3390 
80801  :  2680 
181  :  6 
j 371832584927520: 
1  12319363142953 

151  :5 
j 515734243080407  : 
1  17068312251564 
5593  :  185 
121:4 
5848201  :  193230 
823604599  :  27197820 
4120901  :  136010 
(44816030109371 19451551263720 
l  147834442396536759781499589 
91  :3 
(2622057712835735: 
1   83104627139412 
419288307  .  13808525 
638  :  21 
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JV 

x:y 

N 

x:y 

924 

11651  :  380 

963 

962  :  21 

925 

882  :  29 

964 

{ 10085143557001249  : 
l  324820602522300 

926 

1 304560297 142335: 
\  10008472361032 

966 

14942  :  481 

927 

227528  :  7473 

966 

57499  :  1850 

928 

768555217 :  25229061 

967 

1 4649532567817485528: 
l  149518887194649693 

929 

81317086468 :  2667927065 

930 

61  :2 

968 

19601  :  630 

931 

6681448801  : 218975640 

969 

13588951  :  436540 

932 

1072400673  :  35127652 

970 

328173  :  10537 

933 

75263  :  2464 

971 

12479806786330  :  400496068813 

934 

3034565  :  99294 

972 

9863382161  :  316368130 

935 

1376  :  45 

973 

903223  :  28956 

936 

5201  :  170 

974 

488825746236216  :  16662987185124 

937 

490226695010796  : 

976 

1249  :  40 

1  16015008052621 

976 

1766319049  :  56638495 

938 

17151  :  560 

977 

7376748868  :  236003105 

939 

122695  :  4004 

978 

118337  :  3784 

940 

4231  :  138 

979 

360449  :  11520 

941 

731069390  :  23832181 

980 

61841  :  1656 

942 

106133  :  3458 

981 

158070671986249  :  5046808151700 

943 

737  :  24 

982 

8837  :  282 

944 

561799  :  18285 

983 

284088  :  9061 

945 

275561  :  8964 

984 

88806  :  2831 

946 

(46225786400145  : 
1  1470417148788 

985 

408  :  13 

986 

157  :  6 

947 

13609646362  :  439004487 

987 

377  :  12 

948 

228151  :  7410 

988 

14649450527  :  462879684 

949 

1 17468843658690: 
l  566738044393 

989 

560271688560696  :  17497618534396 

990 

881  :  28 

950 

202601  :  6570 

991 

379516400906811930638014896080: 
12055735790331359447442638767 

951 

224208076  :  7270445 

952 

11663  :  378 

992 

63:2 

953 

2746864744  :  88979677 

993 

2647  :  84 

954 

32080051  :  1038630 

994 

1136:36 

955 

2095266249  :  67800900 

996 

8835999:280120 

956 

j  76769023628799  : 
i  2482564242480 

996 

8563815  :  271038 

997 

84906  :  2689 

957 

14849  :  480 

998 

984076901  :  31150410 

958 

1 16762522330426599  : 
1   641572514048660 

999 

102688616  :  3248924 

1000 

39480499  :  1248483 

959 

960  :  31 

1001 

1060906  :  33632 

960 

31:1 

1002 

206869247  :  6536248 

962 

31:1 

1003 

9026  :  285 

Legendre,  Zahlcntheorie  I. 
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Die  Gleichung  7?  —  Nf^  =  —  1  ist  stets  auflösbar,  wenn  N  eine 
Primzahl  von  der  Form  4n  -f-  1  ist;  dasselbe  gilt  noch  für  unendlicli 
viele  andere  gerade  oder  ungerade  Werte  von  N,  Im  Falle  diese 
Gleichung  auflösbar  ist,  beziehen  sich  die  Zahlen  x  und  y^  welche  in 
der  Tafel  stehen,  immer  auf  die  Gleichung  a?  —  Ni^  -«  —  1.  Nennt 
man  diese  Zahlen  a  und  h,  so  sind  2a^  -f-  1  und  2ah  die  kleinsten 
Zahlen,  welche  der  Gleichung  oi?  —  Ni^  »>  -^  1  genügen.  Man  kann 
übrigens  leicht  auf  den  ersten  Blick  erkennen,  ob  die  in  der  Tafel 
stehenden  Zahlen  der  einen  oder  andern  von  diesen  Gleichungen 
Genüge  leisten;  es  ergiebt  sich  dies  nämlich  unmittelbar,  wenn  man 
die  Werte  von  x  und  y  auf  ihre  letzte  Ziffer  reduciert 
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Faktoren  zerlegt  werden 166 

Sehr  allgemeiner  Satz,  welcher  nach  Gauss  die  zu  entwickelnde 
Theorie  umfafst 167 
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BeziehuDg,  welche  zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichung  X  »»  o  und 
denen  der  nnbestimmten  Gleichung  ^f*""'  —  1  =  äRCn)  besteht. 
Jeder  Wert  e  =^  g^  welcher  dieser  letzteren  gendgt  und  der  primi- 
tive Wurzel  von  n  genannt  wird,  ist  derart,  dafs  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  X  ==  0  durch  die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  r ,  f^, 
f^\  r^',  . . .  f^**"  oder,  mit  Hülfe  einer  abkürzenden  Bezeichnung,  • 
durch  (1),  (g)y  (g\  (^'),  .  .  .  (flf*~*)  ausgedrückt  werden  können  .  170 
Bildung  der  Perioden,  in  welche  die  alle  Wurzeln  der  Gleichung  X»»0 
enthaltende  Periode  (n  —  1  :  1)  zerfällt. 171 

Fundamentalsatz,  durch  welchen  allgemein  das  Produkt  zweier  gleich- 
artigen d.  i.  eine  gleiche  Anzahl  von  Gliedei*n  enthaltenden  Perioden 
gefunden  wird ' 176 

Bildungsweise  der  Gleichung,  welche  die  durch  (m :  1),  (m :  g\  (m :  ^'), 
.  .  .  («1 :  g^~^)  bezeichneten  k  Perioden  von  je  m  Gliedern  zu  Wur- 
zeln hat.    Diese  Gleichung  ist  stets  von  der  Form: 

p*  +  P*-^  +  ap*-*  +  ßp^-^  H =«0 177 

Mittelst  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  kann  das  Polynom  X  in  X;  Fak- 
toren von  m*«^  Grade  zerlegt  werden,  so  dafs  die  Gleichung  X  *-  0 
vom  Grade  n— l=-m&inÄ;  Gleichungen  vom  Grade  m  zerfällt.  178 

Jede  durch  (m:a)  dargestellte  Periode  von  m  Gliedern  kann  wieder 
zerlegt  werden  in  k'  Perioden  yon  m'  Gliedern,  felis  m  =  tn'Jtf  ist, 
und  die  Gleichung  vom  Grade  k\  welche  diese  Teilperioden,  näm- 
lich (m  :  a),  (m' :  cÄ),  (m' :  «Ä*)  . . .  (m' :  cÄ*  "'^)  zu  Wurzeln  hat, 
besitzt  Eoefficienten,  die  sich  durch  die  bereits  bekannten  Wurzeln 
der  Gleichung  k^^  Grades  ausdrücken  lassen 180 

§  2.  Allgemeine  Bildung  der  Gleichung  A;^"  Grades  für  die  Werte  X;»2,  3,  4,  6  184 

Wenn  ife  =  2,  so  sind  die  beiden  Werte  von  p  gleich  — 5-  ±  -^  V— », 

2         2 

&ll8  n  von  der  Form  4*+  3,  und  gleich  — —  ±  }/n ,  falls  n  von 

der  Form  4t  +  1  ist 186 

Daraus  folgt,  dafs  allgemein  die  Funktion  4X  stets  die  Form  Y^+nZ* 
besitzt^  wenn  n  =  4t+3,  und  die  Form  Y^  —  nZ*,  wenn 
n  =  4t  +  1  ist .187 

Verschiedene  Methoden,  die  Funktionen  Y  und  Z  a  priori  zu  be- 
stimmen   187 

Für  k  z=  B  und  n  =»  3  m  -f-  1  sind  die  drei  Perioden  (m  :  1),  (m  :  g\ 
(m  :  g*)  die  Wurzeln  einer  Gleichung  dritten  Grades,  welche  nur 
durch  den  Wert  der  Primzahl  n  bestimmt  wird,  wenn  man  4  n  auf 
die  Form  a*  +  276*  bringt 191 

Diese  Gleichung  besitzt  allgemein  die  Eigenschaft,  dafs  aus  einer  Wurzel 
p  derselben  eine  andere  p'  durch  die  sehr  einfache  Formel 
^C+{Ä-C)p 
P  +  C—B 
bestimmt  wird,  und  aus  dieser  folgt  in  aualoger  Weise  die  dritte.  192 
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Der  Fall  k  =  ^  oder  n  «=  4m  -|- 1  zerföUt  in  zwei  andere,  je  nachdem 
tn  gerade  oder  ungerade  ist.  Ist  m  &»  2fi,  so  kann  man  allgemein 
die  Gleichung  vierten  Grades  bilden,  deren  reelle  Wurzeln  die  vier 
Perioden  (m  :  1),  (m  :  g),  {m  z  g*),  {tn  :  g^  sind.  D^ese  Gleichung 
besitzt   ebenfalls   die  Eigenschaft,   dafs  sich  aus  einer  gegebenen 

Wurzel  p  die  drei  andern  sehr  einfach  beBtimmen  lassen 193 

*  Der  Fall  Ä;  =»  6  oder  n  =  btn  -{•  1  endlich  besitzt  keine  so  einfache 
Lösung;  indessen  liefert  die  nähere  Untersuchung  mehrere  Be- 
dingungsgleichungen, mittelst  deren  sich  die  Gleichung  fQjiften 
Grades  bilden  läfst,  welche  die  Perioden  (m  :  1),  (m  :  ^),  (m  :  g^, 

(m  :  ^*),  (m  :  g*)  zu  Wurzeln  hat 200 

§  3.   Ämoendung  der  Theorie  auf  numerische  Beispiele 208 

Diese  Beispiele  beziehen  sich  auf  die  Werte  n  =  7,  11,  13,  17,  41.  Bei 
diesem  letzteren  Beispiele  wird  gezeigt,    wie  die  Funktion  X  in 

Faktoren  von  verschiedenem  Grade  zerfallen*  kann 226 

§  4.   Beduktiansmethode  zw  Vervollständigung  der  vorstehenden  Theorie    .  .  231 

Über  die  Hfllfsgleichung  fünften  Grades,  welche  in  dem  Falle  n=s5m-fl 
aufzulösen  ist 233 

Es  wird  die  allgemeine  Methode  für  die  Auflösung  dieser  Gleichung 
angegeben,  d.  h.  die  Art,  wie  man  die  expliciten  Werte  ihrer  Wur- 
zeln erhält,  und  dies  wird  angewandt  auf  den  Fall  n  "-  41     ...  246 

Die  Anwendung  derselben  Mejthode  auf  den  Fall  ne=41  wurde  zu  dem- 
selben Resoltate  führen,  welches  Vandermonde,  der  erste  Be- 
gründer dieser  Theorie,  in  den  Abhandlungen  der  Pariser  Akademie 
der  Wissenschaften  vom  Jahre  1771  angegeben  hat 248 

Über  die  Hülfsgieichung  siebenten  Grades,  welche  unter  der  Annahme 
n  *=»  7w  +  1  <lie  Perioden  von  m  Gliedern  zu  Wurzeln  hat    ...  248 

Dieser  zweiten  Entwicklung  der  allgemeinen  Methode  folgt  eine  dritte, 
welche  sich  auf  die  Auflösung  der  im  Falle  n  «>  3  m  -|-  1  geltenden 

Gleichung  bezieht 266 

§  6.  Verfahren,  um  zur  allgemeinen  Außösung  der  Gleichung  X^^O  zu  ge- 
langen   262 

Anstatt  nach  und  nach  die  verschiedenen  Hülfsgieichungen,  deren  Grade, 

mit  einander  multipliciert,  das  Produkt ergeben,  aufzulösen,   * 

^    \ 

ist   es   viel   einfacher,  direkt   die   Gleichung  — - — -^^  Grades  in 

2 

p  aufzulösen,  welche  an  Stelle  der  Gleichung  X  «>  o  tritt,  und 
deren  allgemeine  Formel  unter  dem  Buchstaben  {A)  angegeben  ist  263 
Die  zur  Auflösung  dieser  Gleichung  d.  h.  zur  expliciten  Bestimmung 
aller  ihrer  Wurzeln  notwendige  Analyse  wird  an  mehreren  Bei- 
spielen entwickelt,  welche  ziemlich  alle  Schwierigkeiten  vereinigen, 
denen  man  bei  andern  Anwendungen  begegnen  könnte.  Diese  Theorie 
giebt  Veranlassung,  mehrere  Reihen  von  sehr  bemerkenswerten  Sätzen 
zu  begründen,  welche  sich  auf  die  Funktionen  T  und  A  beziehen. 
Die  der  Reihe  nach  als  Beispiel  genommenen  Zahlen  sind  81, 
13,  41,  17 268-323 
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In  jedem  Falle  kann  man  durch  eine  einzige  Formel  und  ohne  Zwei- 
deutigkeit alle  Wurzeln  der  Gleichung  in  p,  die  im  allgemeinen 

dargestellt  werden  durch  2  cos ,  ausdrücken 315 

Sechster  Hauptteil. 
Beweis  verschiedener  8&tse  aus  der  unbestimmten  Analysis. 

§  1.   i»  wird  die  Aufgabe  gestdlt^  eine  gegebene  Zahl  a  in  vier  Quadrate  zu 
zerlegen,  derart,  dafs  die  Summe  ihrer  positiv  genommenen  Wurzeln 

gleich  einer  gegebenen  Zahl  b  ist 324 

Erster  Fall,   wo  eine  der  vier  Zahlen  8,  t^  u,  v  gleich  Null  ist.    Be- 

*  dingung  für  die  Möglichkeit  der  Lösung 325 

Zweiter  Fall,  wo  keine  dieser  Zahlen  gleich  Null  ist.  Alsdann  ist 
4a  — &'  die  Summe  dreier  Quadrate,  und  somit  darf  die  Zahl  4a  — 6' 

nicht  von  der  Form  4*(8n  + '^)  sein 327 

Unter  dieser  Bedingung  ist  die  Auflösung  immer  möglich.  Damit  sie 
jedoch  durch  positive  ganze  Zahlen  gegeben  werde,  muTs  6  zwischen 
den  Grenzen  |/4a  und  y3a  —  2  —  1  liegen.  Indessen  giebt  es  auch 
Fälle,  in  welchen  man  die  Lösung  in  positiven  ganzen  Zahlen  erhält, 
obwohl  b  unterhalb  der  Grenze  y3a  — 2  —  1  liegt 329 

Diese  Untersuchung  liefert  eine  neue  Erweiterung  der  beiden  ersten 

Fälle  des  Satzes  übe|:  die  Polygonalzahlen * 332 

§  2.  Beweis  des  Fefmtxf sehen  Satzes  über  die  Polygonalzahlen  und  einiger 

andrer  analoger  Sätze 332 

Nach  einigen  vorbereitenden  Sätzen  wird  bewiesen:  1)  Jede  ganze  Zahl, 
welche  gröfser  ist  als  60  m -f- 21,  ist  die  Summe  von  m-\-2  Poly- 
gonalzahlen von  der  Ordnung  f»-|-2,  von  denen  m  —  2  entweder 
gleich  Null  oder  gleich  der  Einheit  sind;  2)  Dasselbe  gilt  für  jede 
ganze  Zahl,  welche  kleiner  ist  als  60  m -|- 21 339 

Diese  beiden  Sätze  enthalten  den  allgemeinen  Format 'sehen  Satz  in 
sich,  aber  mit  einer  Einschränkung,  welche  demselben  eine  grofse 
Präcision  und  Eleganz  verleiht,  dafs  nän^ich  unter  den  m-{-2  von 
Format  geforderten  Polygonal  zahlen  stets  m  — 2  sich  befinden,  die 
man  gleich  Null  oder  gleich  1  zu  setzen  hat 342 

Man  kann  ferner  beweisen,  dafs,  nachdem  eine  gewisse  für  jede  Ord- 
nung der  Polygonalzahlen  leicht  anzugebende  Grenze  überschritten 
ist,  jede  gegebene^  Zahl  in  vier  oder  höchstens  in  fünf  Polygonal- 
zahlen zerlegbar  Ist 343 

Beispiel  für  die  Zahl  6484,  die  in  vier  Oktogonalzahlen  zerlegbar  ist.  846 
§3.    Über  die  Gleichung  x^  +  y'' +  z^  ^  0 348 

Die  Unmöglichkeit  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aus  den  folgenden  drei 
Sätzen: 

1)  Wenn  diese  Gleichung  möglich  sein  soll,  so  mufs  eine  der  Zahlen    . 

X,  y,  z  durch  3  teilbar  sein. 

2)  Diejenige  der  Unbestimmten,  welche  gerade  ist,  ist  zugleich  durch 

3  teilbar. 


X  InhaltsyeiifieichniB  zam  zweiten  Bande. 

Seite 

3)  Wenn  eine  der  Unbestimmten  gleichzeitig  dnrch  2"*  nnd  3*  teilbar 
ist,  so  läfst  sich  die  Gleichung  in  eine  andere  verwandeln,  in  wel- 
cher die  entsprechende  Unbestimmte  nnr  durch  S"""*  teilbar  ist. 
Man  gelangt  also  durch  wiederholte  Transformationen  su  einer 
Gleichung,  in  welcher  keine  Unbestimmte  durch  3  teilbar  ist,  und 

die  somit  nach  dem  ersten  Satze  unmöglich  ist 349 

§  4.    Über  die  Gleichung  ä*  +  y*  +  ^*  =  ^ 362 

Wenn  diese  Gleichung  lösbar  wäre,  so  könnte  man  daraus  eine  unend> 
liehe  Reihe  anderer  Gleichungen,  die  ebenfalls  lösbar  wären,  her- 
leiten, nnd  dies  würde  yoraussetzen,  dafs  die  Zahlen  x,  y,  z  aus 
einer  unendlichen  Menge  von  Faktoren  bestehen.  Die  angenommene 
Lösung  könnte  also  nur  durch  Zahlen  von  unendlicher  Grölse. ge- 
geben werden    • , 365 

§  5.   Einige  Sätze  am  der  Äncdysis  nebst  neuen  Formeln  für  die  WinkeUeilung  359 

Ausgehend  yon  dem  Satze  in  Artikel  510  wird  bewiesen: 

1)  ist  n  eine  Primzahl  von  der  Form  4m  -|-  1  und  setzt  man 

(f+gVn'y^fP  +  ngQVa:, 
so   können  die  Polynome  P  und  Q  auf  die  Form  X"  — nY*  ge- 
bracht werden 360 

2)  Ist  n  eine  Primzahl  von  der  Form  4w  +  3  und  setzt  man 

so  kann  man  die  Polynome  P  und  Q  je  in  zwei  rationale  Faktoren 

zerlegen,  so  dafs  man  hat  P^'ÄB,  Q^CD.    .  *. 361 

Diese  Sätze,  auf  die  n*®  Potenz  von  cos  9  +  V^^  sin  9  angewendet, 

geben  das  Hülfsmittel,  um  allgemein  das  Polynom: 

«_i           n(n~-l)(n  — 2)         -__3       .   _ 
neos"     ^9 ^    ^.g.3 ^cos**    .>sin>9  +  ..., 

welches  gleich  — ; — —  ist,  in   zwei  Faktoren  zu  zerlegen.    Diese 
sm  9 

Faktoren  drücken  sich  stets  linear  durch  die  Cosinus  der  geraden 
Vielfachen  von  9  aus,  wenn  n  von  der  Form  4m-f-l,  und  durch 
die  Sinus  der  ungeraden  Vielfachen  desselben  Winkels,  wenn  li 
von  der  Form  4m-)- 3  ist 363 

Daraus  ergiebt  sich  die  einfachste  Gleichung,  welche  man  für  die  Tei- 
lung des  Kreisumfanges  in  n  gleiche  Teile  erhalten  kann    .    ...  375 
§  6.   Neuer   Beweis  des  Beciprocitätsgesetzes ,  welches  zwischen   zwei   Prim- 
zahlen besteht 330 

Es  ist  dies  der  einfachste  unter  allen  bekannten  Beweisen  dieses  Fun- 
damentals^tzes. 

Anhang. 

Abschnitt  I. 
Neue  Methode  zur  näherungsweisen  Auflösung  der  Qleichungeu. 

Grenzen  der  reellen  Wurzeln 384 

Definition  der  gleichförmig  verlaufenden  Funktionen  (fonctions  omales)    .  .  ^ 
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Auflösung  der  homalen  Gleichung  C'^tp^x) *  .  387 

Yerfahren,  um  die  gröfste  positive  Wurzel  einer  gegebenen  Gleichung  zu 

finden 390 

Verfahren,  um  die  andern  positiven  Wurzeln  derselben  Gleichung  zu  finden  393 

Zweite  Methode  für  die  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen 395 

Bestimmung  der  gröfsten  Wurzel 400 

Bestimmung  der  kleinsten  Wurzel 402 

Über  den  Durchschnitt  einer  beliebigen  Geraden  mit  der  glelchfömig  ver- 
laufenden Kurve  y  =  qp(a;) 404 

Zweite  Art,  die  kleinste  Wurzel  zu  bestimmen 406 

Wenn  die  gröfste   oder  die  kleinste  Wurzel  bekannt  sind,   alle  andern  zu 

bestimmen 408 

Grenzen  für  die  reellen  Gröfsen,   welche  bei  den  imaginären  Wurzeln  als 

Moduln  auftreten 411 

Form  der  Gleichung,  welche  in  dem  Falle  imaginärer  Wurzeln  aufzulösen  ist  412 

Formeln  zur  Correction  der  durch  eine  erste  Annäherung  erhaltenen  Werte  416 

Xennt  man  zwei  konjugierte  imaginäre  Wurzeln  und  bildet  man  den  reellen 

Faktor  zweiten  Grades,  welcher  der  gegebenen  Gleichung  genügt^  so 

kann  man  die  Gleichung  n— 2^>^  Grades  aufstellen,  welche  alle  andern 

Wurzeln  enthält 417 

Bemerkung    zur  YervoUständigung   der  Auflösung   der   homalen  Gleichung 
e=q>(x) 419 


Abschnitt  11. 

Über  einige  Gtleiohungen^  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs 

sich  durch  eine  bekannte  Wurzel  alle  übrigen  rational 

bestimmen  lassen. 

Als  Beispiel  wird  ein  sehr  einfaches  Gesetz  angenommen,  das  zwischen  zwei 
aufeinanderfolgenden  Gliedern  der  Reihe  bestehen  soll 421 

Über  den  allgemeinen  Ausdruck  einer  beliebigen  Gleichung  und  die  Bedin- 
gung dafür,  dafs  die  Reihe  der  Wurzeln  in  sich  zurückkehrend  sei  .    .  423 

Entwicklung  für  die  Gleichungen  dritten  Grades     .    .   .* 426 

Allgemeine  Form  der  Gleichung  dritten  Grades,  bei  welcher  sich  durch  eine 
bekannte  Wurzel  die  beiden  andern  rational  bestimmen 427 

l^a  diese  Form  drei  unbestimmte  Gröfsen  enthält,  so  kann  sie  angewendet 
werden  auf  jede  gegebene  Gleichung  dritten  Grades.  Es  ergiebt  sich 
*  daraus  ein  sehr  einfacher  Beweis  für  die  Reellität  der  drei  Wurzeln  im 
irreduciblen  Falle ', 428 

Entwicklung  für  die  Gleichungen  vierten  Grades.  Die  Methode  kann  nur 
auf  Gleichungen  angewendet  werden,  die  sich  unmittelbar  in  zwei  Glei- 
chungen zweiten  Grades  zerlegen  lassen 430 

Entwicklung  fSr  die  Gleichungen  fünften  Grades.  Das  auf  die  einfachste 
Form  gebrachte  Resultat  bietet  unendlich  viele  Gleichungen  dar,  welche 
fünf  reelle  Wurzeln  haben,  obwohl  ihre  EoefGcienten  zwei  beliebig  ange- 
nommene unbestimmte  Gröfsen  enthalten ' 433 
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Es  wiyl  ein  numerisches  Beispiel  gegeben,  in  welchem  eine  durch  die  ge- 
wöhnliche Methode  gefundene  Wurzel  dazu  dient,  die  vier  andern  rational 
zu  bestimmen n 437 

Direkte  Methode,  welche  zu  der  den  Ausdruck  der  fünf  Wurzeln  darstellen- 
den allgemeinen  Formel  führt.  Anwendung  dieser  Methode  auf  dasselbe 
numerische  Beispiel 438 

Allgemeine  Untersuchung  über  die  Gleichungen  n*^  Grades,  deren  Warzeln 
eine  in  sich  zurückkehrende  Reihe  bilden,  in  welcher  jedes  Glied  eine 
rationale  Funktion  des  vorhergehenden  ist.  Es  wird  gezeigt,  dals,  wenn 
n  eine  Primzahl  ist,  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichung  stets  durch 
eine  Formel  gegeben  wird,  welche  implicite  alle  Wurzeln  enthält.    .   .  450 
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Vierter  Hauptteil. 
Verseliiedene  Methoden  nnd  Untersncliüngen. 

§  1. 
Sätze  über  die  Potenzen  der  ZaUen. 

Die  Methode,  von  der  wir  sogleich  verschiedene  Anwendungen 
geben  werden,  verdient  eine  besondere  Beachtung,  insofern  sie  bis 
heute  die  einzige  ist,  vermittelst  welcher  man  gewisse  negative  Sätze 
über  die  Potenzen  der  Zahlen  hat  beweisen  können.  Diese  Methode 
geht  darauf  aus  zu  zeigen,  dafs,  wenn  die  Eigenschaft,  deren  Bestehen 
verneint  wird,  bei  grofsen  Zahlen  stattfände,  dieselbe  bei  den  kleineren 
Zahlen  ebenfalls  gelten  würde.  Ist  dieser  erste  Punkt  festgestellt,  so 
ist  der  Satz  bewiesen;  denn  wenn  das  Gegenteil  stattfinden  sollte,  so 
mOfste  eine  Reihe  von  abnehmenden  ganzen  Zahlen  ins  Unendliche 
verlängert  werden  können,  was  einen  Widerspruch  enthält  Fermat 
hat  zuerst  diese  Methode  in  einer  seiner  Anmerkungen  zum  Diophant 
angegeben,  in  der  er  beweist,  dafs  der  Flächeninhalt  eines  in  ganzen 
Zahlen  ausgedrückten  rechtwinkligen  Dreiecks*)  keiner  Quadratzahl 
gleich  sein  kann^  Euler  hat  sodann  Weitere  Anwendungen  von 
dieser  Methode  und  eine  sehr  klare  Auseinandersetzung  derselben 
gegeben  im  zweiten  Teile  seiner  „Elemente  der  Algebra". 

324. 
Säte  1.    Der  Flächeninhalt  eines  in  ganzen  Zahlen  aus- 
gedrückten  rechtwinkligen  Dreiecks  kann   keiner  Quadrat- 
zahl gleich  sein. 

*)  Drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit,  dafs  das  Quadrat  der  grofsten  von 
ihnen  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  beiden  andern  ist,  nennt  man  ein 
rechtwinkliges  Dreieck.  Als  Beispiel  kann  man  die  Zahlen  3,  4,  5,  die  Zahlen 
&,  12,  13  und  unendlich  viele  andere  anführen.  Anm.  d.  Verf. 

Legendre,  Zahleniheorie  U.  1 
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Da 

ist,  so  können  die  drei  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  offenbar 
durch  die  drei  Zahlen  a^  +  6*,  a*  —  6*,  2 ab  dargestellt  werden;  es 
ist  dies  der  allgemeine  Ausdruck,  welchen  auch  die  direkte  Auflösung 
der  Gleichung  a;*  =  y^  +  0^  ergeben  haben  würde  (No.  17).  Diese 
drei  Zahlen  könnten  mit  einem  gemeinschaftlichen  Faktor  ^  molti- 
pliciert  werden;  jedoch  sehen  wir  von  diesem  Factor,  weil  er  für 
unsem  Zweck  ohne  Nutzen  ist,  ab  und  nehmen  deshalb  an,  dafs  a 
und  b  prim  zu  einander  seien.  Denn  sind  die  drei  Seiten  eines  Drei- 
ecks durch  d"  teilbar,  so  läfst  sich  der  Flächeninhalt  durch  d^  teilen; 
ist  also  dieser  Flächeninhalt  gleich  einer  Quadratzahl,  so  wird  er  es 
auch  noch  sein,  wenn  man  ihn  durch  den  Faktor  d'*  dividiert. 

Dies  vorausgeschickt  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Flächeninhalt 
des  betreffenden  Dreiecks  A  nennen: 

A  =  ab  (a*  —  6^). 
Da  nun  die  Faktoren  a  und  b  zu  einander  prim  sind,  so  werden  sie 
auch  zu  a^  —  6*  prim  sein;  wenn  demnach  Ä  eine  Quadratzahl  sein 
soll,  so  mufs  jeder  der  Faktoren  a,  b,  a^  —  6*  eine  solche  sein.  Ist 
also  a  =  m^,  b  =  «^  so  bleibt  noch  zu  bewirken,  dafs  auch  a^—V 
oder  m^  —  n*  eine  Quadratzahl  werde. 

Diese  Gröfse  m*  -—  n*  ist  das  Produkt  der  beiden  Faktoren  m*-|-i»* 
und  m?  —  n^  Nun  sind  aber  m  und  n  prim  zu  einander,  weil  a  und  h 
relative  Primzahlen  sind;  ferner  mufs  die  eine  von  ihnen  gerade,  die 
andere  ungerade  genommen  werden.  Denn  wären  sie  alle  beide  un- 
gerade, so  würden  es  auch  a  und  b  sein,  und  es  würden  somit  die 
drei  Seiten  o*  +  6*,  a*  —  6*,  2  ab  den  gemeinsamen  Teiler  2  besitzen, 
was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Polglich  sind  die  Faktoren  m*-|-»' 
und  m^  —  n*  prim  zu  einander,  und  daher  mufs  ein  jeder  von  ihnen, 
weil  ihr  Produkt  eine  Quadratzahl  sein  soll,  ebenfalls  eine  Quadrat- 
zahl sein. 

Setzen  wir  demgemäfs  m^  +  v?  =P^f  ^^  —  w*  =  ä^  so  erhalten  wir: 
w*  +  2*  =  ^*  wild  2«*  +  g*  =  !>*• 
Wenn  somit  der  Flächeninhalt  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  eine 
Quadratzahl  ist,  so  kann  man  zwei  Quadrate  g*,  n*  von  solcher  Be- 
schaffenheit finden,  dafs  jede  der  beiden  Gröfsen  g*  -f-  nr  und  g*  -f-  2n* 
eine  Quadratzahl*)  wird. 

*)  Die  Stelle  Fermat*8,  welcher  wir,  nnr  mit  Hinznfugang  der  mm 
besseren  Verständnis  und  zar  VeryolIstandigtiDg  des  Beweises  erforderlichen  Ent- 
wickluDgen,  ziemlich  genan  folgen,  hat  nachstehenden  Wortiant: 
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Da  nun  p^  =  g^  +  2n^  ist,  so  mufs  (No.  143)  p  von  der  Form 
f^  4"  ^^  sein.     Der  Gleichung 

q^  +  2n«  =  {r  +  ^g'f 
genügt  man  aber,  wenn  man 

setzt,  wodurch  man  ** 

n  =  2fg 
erhält,   und    zwar  besitzt  diese  Lösung,  wie  man  sich  mittelst  der 
Formeln  in  No.  17   überzeugen  kann,  jede  nur  wünschenswerte  All- 
gemeinheit.   Man  hat  also  nur  noch  der  Gleichung  g^  +  w*  =  ^*  ^^ 

„Si  area  triangnli  esset  qnadratus  darentnr  diio  qnadrato-qtiadrati  quornm 
differentia  esset  quadratas:  Unde  seqnitur  dari  dno  quadrata,  quorum  et  summa 
et  differentia  esset  qnadratus.  Dator  itaque  numems  compositns  ex  quadrato  et 
duplo  qnadrati  aequalis  qnadrato,  ea  conditione  nt  quadrati  eum  componentes 
faciant  quadratum.  Sed  si  numerus  qnadratus  componitur  ex  quadrato  et  duplo 
alterins  quadrati,  ejus  latus  similiter  componitur  ex  quadrato  et  duplo  quadrati, 
üt  facillime  possumus  demonstrare. 

Unde  concludetur  latus  illud  esse  summam  laterum  circa  rectum  triangnli 
rectangnli  et  unum  ex  quadratis  illud  componentibus  efBcere  basem  et  duplum 
quadratum  aequari  perpendiculo. 

Illud  itaque  triangulum  rectangulum  conficietur  a  duobus  quadratis  quorum 
gamma  et  differentia  emnt  quadrati.  At  isti  duo  quadrati  minores  probabuntur 
primis  quadratis  suppositis  quornm  tam  summa  quam  differentia  faciunt  qua- 
dratum. Ergo  si  dentur  duo  quadrata,  quorum  summa  et  differentia  faciant 
quadratum,  dabitur  in  integris  summa  duorum  quadratomm  ejusdem  naturae 
priore  minor.  Eodem  ratiocinio  dabitur  et  minor  ista  inventa  per  yiam  prioris 
et  semper  in  infinitum  minores  invenientur  numeri  in  integris  idem  praestanteB 
quod  impoBsibile  est,  quia  dato  numero  quovis  integro  non  possunt  dari  infiniti 
in  integris  illo  minores."    Fermat'sche  Ausgabe  des  Diophant  Seite  339. 

Anm.  d.  Verf. 
D.  h.  Wenn  der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  eine  Quadratzahl  ist,  so  giebt 
es  zwei  Biquadrate,  deren  Differenz  eine  Quadratzahl  ist.  Daraus  folgt,  dafs  es 
zwei  Quadratzahlen  giebt,  deren  Summe  und  Differenz  ebenfalls  Quadratzahlen 
sind.  Es  giebt  daher  auch  eine  aus  einem  Quadrate  und  dem  Doppelten  eines 
Quadrates  zusammengesetzte  Zahl,  welche  gleich  einem  Quadrate  ist,  wobei  die 
beiden  jene  Zahl  bildenden  Quadrate  überdies  die  Bedingung  erfüllen,  dafs  ihre 
Summe  eine  Quadratzahl  giebt.  Wenn  aber  ein  Quadrat  gleich  der  Summe  aus 
einem  Quadrat  und  dem  Doppelten  eines  anderen  Quadrates  ist,  so  ist  die  Seite 
desselben  ebenfalls  gleich  der  Summe  aus  einem  Quadrat  und  dem  Doppelten 
eines  andern  Quadrates,  wie  sich  leicht  beweisen  läJst. 

Hieraus  schliefst  man,  dafs  jene  Seite  die  Summe  der  Katheten  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  ist,   und  zwar  stellt  das  einzelne  Quadrat,  welches  in  dem 
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genügen,  und  diese  geht,  wenn  man  darin  die  gefundenen  Werte  von 
q  und  n  einsetzt,  in  f^  +  ^9^  =  ^^  über. 

Diese  Gleichung,  welche  möglieh  sein  mufs,  wenn  der  Flächen- 
inhalt Ä  eine  Quadratzahl  ist,  zeigt  ein  neues  rechtwinkliges  Dreieck 
an,  welches  aus  der  Hypotenuse  m  und  den  beiden  Katheten  f^  und  2g^ 
gebildet  ist.  Da  nun  der  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  gleich  f^j^ 
und  somit  gleich  einer  Quadratzahl  ist,  so  folgt  daraus,  dab  man. 
wenn  der  Flächeninhalt  des  gegebenen  rechtwinkligen  Dreiecks  gleich 
einer  Quadratzahl  ist,  mit  Hülfe  dieses  Dreiecks  immer  ein  kleineres, 
aber  nicht  verschwindendes  Dreieck  finden  kann,  dessen  Flächeninhalt 
ebenfalls  gleich  einer  Quadratzahl  ist. 

325. 

Um  sich  ein  Urteil  über  die  Kleinheit  dieses  zweiten  recht- 
winkligen Dreiecks  im  Vergleich  zu  dem  ersten  bilden  zu  können, 
mufs  man  den  Wert  von  A  durch  fund  g  ausdrücken.    Nun  findet  man: 

A  =  K  -  «')  «»*"'  =  4/^V*  (/*  -  ^ff  in  +  2&y  (/•*  +  4g*). 
Ferner  kann  f*  —  2g*  nicht  kleiner  als  1  sein,  und  überdies  ist  stets: 

(f'  +  2g'y>8r</\    r  +  4g'>4r9'. 

Mithin  ist  der  Flächeninhalt  A  >  128  f^g\  Wird  demnach  f^g%  wel- 
ches der  Flächeninhalt  des  zweiten  Dreiecks  ist,  mit  A'  bezeichnet, 
so  hat  man: 


A'  <)/ 


A 
128* 


Wenn  somit  ein   rechtwinkliges  Dreieck  in  ganzen   Zahlen  existiert, 
dessen   Flächeninhalt   gleich    einer   Quadratzahl   ist,   so   giebt   es  zu 

Ausdruck  jener  Seite  vorkommt,  die  eine  Kathete,  das  doppelte  Quadrat  die 
andere  Kathete  dar. 

Es  wird  daher  jenes  rechtwinklige  Dreieck  mittelst  zweier  Quadratsahleo 
gebildet,  deren  Summe  und  Differenz  Quadratzahlen  sind.  Diese  beiden  Qoadiatr 
zahlen  sind  aber,  wie  man  beweisen  kann,  kleiner  als  die  zuerst  angefionuneiieD 
Quadratzahlen,  deren  Summe  und  Differenz  Quadratzahlen  darstellten.  Wenn  es 
also  zwei  Quadratzahlen  giebt,  deren  Summe  und  Differenz  ebenfisills  Quadrat- 
zahlen  sind,  so  giebt  es  unter  den  ganzen  Zahlen  auch  zwei  andere  Quadrat- 
zahlen von  derselben  Beschaffenheit,  welche  kleiner  sind  als  die  ersteren.  Aos 
demselben  Grunde  giebt  es  wieder  noch  zwei  andere,  welche  kleiner  sind  als 
die  auf  die  vorige  Weise  gefundenen,  und  so  findet  man  unter  den  ganzen  Zahleo 
bis  ins  Unendliche  hin  immer  kleinere  Zahlen,  welche  dasselbe  leisten.  Dies  ist 
aber  unmöglich,  da  es  nicht  unendlich  viele  ganze  Zahlen  geben  kann,  welche 
kleiner  sind  als  eine  beliebige  gegebene  ganze  Zahl. 
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gleicher  Zeit   ein   rechtwinkliges   Dreieck,   dessen   Flächeninhalt  A' 

kleiner  als  1/ und  ebenfalls  gleich  einer  Quadratzahl  ist;  jedoch 

kann  dieser  Flücheninhalt  nicht  gleich  Null  sein,  da  keine  der  Zahlen 
f  und  g  verschwinden  kann,  ohne  dafs  -4  =  0  würde. 

Aus  demselben  Grunde  kann  man  aber  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck,  dessen  Flächeninhalt  Ä'  durch  eine  Quadratzahl  ausgedrückt 

wird,  ein  drittes  Dreieck  ableiten,  dessen  Inhalte"  kleiner  als  1/ 

'  '  r    128 

und  ebenfalls  gleich  einer  Quadratzahl  ist,  und  so  ins  Unendliche 
weiter.  Dies  enthält  aber  einen  Widersj/ruch,  da  eine  Reihe  ab- 
nehmender ganzer  Zahlen  A,  A\  -4",...,  auch  wenn  dieselben  keine 
Quadratzahlen  wärÄi,  nicht  ins  Unendliche  verlängert  werden  kann* 
Mithin  giebt  es  kein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Flächeninhalt 
durch  eine  Quadratzahl  ausgedrückt  wird. 

Zusatz.  Derselbe  Beweis  zeigt,  dafs  die  Formel  w*  —  n*  keine 
Quadratzahl  darstellen  kann,  ebenso  wenig  die  Formel  f^'^4(f*y 
es  müfste  denn,  was  evident  ist,  in  der  ersten  w  =  w  oder  w  =  0,  in  der 
zweiten  f  oder  g  gleich  0  sein. 

Man  kann  ferner  daraus  schliefsen,  dafs  die  Gleichung 
^  +  y*=22?^  unmöglich  ist,  ausgenommen  den  Fall  x==y.  Denn 
aus  dieser  Gleichung  würde  folgen: 

Wie  wir  aber  soeben  gesehen  haben,  kann  die  linke  Seite  keine 
Quadratzahl  sein. 

326. 

Satz  2.  Die  Summe  zweier  Biquadrate  kann  keine  Qua- 
dratzahl sein,  wofern  nicht  eins  derselben  gleich  Null  ist. 

Ist,  falls  dies  möglich  ist,  a^  -{-h^  =^(?j  so  müssen  zunächst  die 
Gleichungen  gelten: 

Ferner  beachte  man,  dafs,  weil  a  und  h  als  relative  Primzahlen 
vorausgesetzt  werden  können,  p  und  q  gleichfalls  prim  zu  einander 
sind,  und  dafs  sie  auch  nicht  alle  beide  ungerade  sein  können;  denn 
wäre  letzteres  der  Fall,  so  würden  a  und  h  alle  beide  gerade  sein. 
Man  darf  jedoch  auch  nicht  p  gerade  und  q  ungerade  annehmen,  weil 
alsdann  p^  —  q^  von  der  Form  4fc —  1  sein  würde,  welche  Form  das 
Quadrat  a?  nicht  besitzen  kann.     Demnach  mufs  p  ungerade  und  q 
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gerade  sein,  und  daher  setze  man,  um  der  Gleichung  b^  =  2pq  zu 
genügen,  p  =  w^,  q  =  2n^.  Werden  diese  Werte  in  die  andere  Glei- 
chung a^  =  p^  —  ^  eingesetzt,  so  ergiebt  sich: 

w*  —  4n*  =  a*. 
Da  diese  letztere  Gleichung  ausdrückt,  dafs  das  Quadrat  m^  gleich  der 
Summe  der  beiden  andern  Quadrate  4n^,  a^  ist,  so  besteht  die  einzige 
Art,  ihr  zu  genügen,  darin,  dafs  man 

setzt.  Aus  der  Gleichung  v?  =  fg^  in  welcher  /*  und  <j  prim  bu  ein- 
ander sein  müssen,  ergiebt  sich  aber  f=^a^^  g  =z  ß^^  und  vermöge 
dieser  Werte  geht  die  Gleichung  m^  =/"-'+ ^'-^  über  in: 

a*  +  /3*  =  m«.  * 

Wenn  demnach  zwei  Biquadrate  a*,  6*  existieren,  deren  Summe 
gleich  einer  Quadratzahl  ist,  so  giebt  es  zu  gleicher  Zeit  zwei  andere, 
viel  kleinere  Biquadrate  a*,  /3*,  deren  Summe  ebenfalls  gleich  einer 
Quadratzahl  ist. 

327. 

Um  sich  eine  Vorstellung  von  der  Kleinheit  der  letzteren 
Biquadrate  im  Vergleich   zu  den  ersteren  zu  bilden,  leite  man  aus 
den  vorhergehenden  Werten  die  folgenden  ab: 
a  =  a*  —  ß^ 

h  =  2aß  Vä^^\ 
Hieraus  ergiebt  sich: 

mithin: 

a'  +  ß^  <  Va*  +  V\ 

Jerne^r  bemerke  mau,  dafs  weder  a  noch  ß  gleich  Null  sein  kauD,  weil 
sich  daraus  &  =  0  ergeben  würde,  welchen  Fall  wir  ausgeschlossen 
haben. 

Wenn  es  demnach  eine  Quadratzahl  c*  giebt,  welche  gleich  der 
Summe  zweier  Biquadrate  ist,  so  erhält  man  aus  ihr  eine  zweite 
Quadratzahl  c'^,  welche  ebenfalls  die  Summe  zweier  Biquadrate  dar- 
stellt, und  deren  Grundzahl  c  kleiner  als  j/c",  aber  verschieden  von 
Null  ist.  Aus  demselben  Grunde  erhält  man  aus  der  Quadratzahl  c 
eine  dritte  c '*,  welche  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  und  deren  Grund- 
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zahl  c"  kleiner  als  |/?,  aber  verschieden  von  Null  ist,  u.  s.  w.  Dies  ent- 
hält aber  einen  Widerspruch,  da  eine  Reihe  ganzer  Zahlen  c,  c',  c"---, 
von  denen  jede  kleiner  als  die  vierte  Wurzel  aus  der  vorhergehenden 
und  von  Null  verschieden  ist,  nicht  ins  Unendliche  fortgesetzt  werden 
kann.  Mithin  kann  sich  unmöglich  eine  Quadratzahl  in  zwei  Biquadrate 
zerlegen  lassen. 

Zusatz.     Derselbe  Beweis  zeigt,   dafs    die   Formel   m*  —  47i* 
keine  Quadratzahl  darstellen  kann,  wofern  nicht  n  =  0  ist 

328. 
Satz  3.     Die    Formel  x^  4~  ^2^    kann    keine    Quadratzahl 
darstellen,  wofern  nicht  y  =  0  ist. 

Denn  wäfe  a^'\'2y^  =  ß^,  so  müfste  mau  zunächst  setzen: 
0'=p'  +  2q%     x'=^p'  —  2q\     y^==2pq. 
Sodann  folgt  aus  der  Gleichung  a^  =  p^  —  2q^^: 

X  «s  m^  —  2n^,    2)  =  m^  +  2w*,    q  =  2mn. 
Werden  diese   Werte  in  die  Gleichung  y*  =  2pq  eingesetzt,  so  er- 
giebt  sich: 

y»  =  4m w  {m^  +  2w^). 
Um  dieser  Gleichung  zu  genügen,  beachte  man,  dafs  die  Zahlen 
m  und  n  prim  zu  einander  sind;  denn  hättcu  sie  einen  gemeinschaft- 
lichen Teiler,  so  würden  p  und  q  und  somit  aiich  x  und  y  ebenfalls 
einen  solchen  haben,  was  man  nicht  anzunehmen  braucht.  Wenn  dem- 
nach f^n{m^  4"  2w^)  eine  Quadratzahl  ist,  so  mufs  jeder  der  drei 
Faktoren  m,  n,  m^  +  2«^  eine  Quadratzahl  sein.  Ist  also  w =/^,  n  =  (f, 
so  bleibt  nur  noch  zu  bewirken,  dafs  auch  /*  +  20^  eine  Quadratzahl  sei. 
Diese  Formel  hat  eine  der  gegebenen  ähnliche  Gestalt;  dieselbe 
ist  aber  oiFenbar  in  viel  kleineren  Zahlen  ausgedrückt,  da  a::^  +  2y'^>2)* 
und  somit  • 

p  oder  /^+  2^  <  yx^  +  2y* 

ist.  Im  Übrigen  ist  keine  der  Zahlen  f  und  g  gleich  0;  denn  wäre 
dies  der  Fall,  so  würde  y  gleich  0  werden,  was  wir  ausgeschlossen 
haben.  Wenn  es  daher  eine  Quadratzahl -4^  von  der  Form  a?*  +  2y* 
giebt,  so  läfet  sich  daraus  eine  zweite  Quadratzahl  Ä^  herleiten,  welche 
dieselbe  Form  besitzt,  und  deren  Grundzahl  A  <  j/GT  ist  Aus  dem- 
selben Grunde  aber  folgt  aus  der  Quadratzahl  Ä^  eine  dritte  Ä'^ 
von  derselben  Form,  u.  s.  f.  Nun  kann  aber  eine  Reihe  abnehmen- 
der ganzer  Zahlen  -4,  Ä,  Ä'*-*  nicht  ins  Unendliche  fortgehen;  mit- 
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hin  ist  es  unmöglich,  dafs  die  Formel  jf^  +  2y*  eine  Quadratzabl  dar- 
stelle, es  müfste  denn  j/  =  0  sein. 

Zusatz.  Aus  diesem  Satze  folgt,  dafs  auch  x^  —  8y*  keine  Qua- 
dratzahl sein  kaim.  Denn  hätt«  man  x^  —  8^  =  !?,  so  würde  daraas 
folgen,  dafs  je?*  +  2  i^xyf  gleich  dem  Quadrate  (a?*  +  8y*)*  wäre,  was 
nur  stattfinden  kann,  wenn  j/  =>  0  ist. 

329. 

Satz  4.  Keine  Trigonalzahl,  mit  Ausnahme  von  1,  ist 
ein  Biquadrat. 

Ist,  falls  dies  möglich  wäre,  —x  {x  -\-  1)  =  y^   oder   x{x  -{-  1) 

=  2^,  und  setzt  man  y^=mn^  wo  m  und  n  zwei  unbestimmte  Zahlen 
sind,  so  läfst  sich  diese  Gleichung  nur  auf  eine  der  beiden  folgenden 
Arten  zerlegen: 

rc  =  2m*  a;  +  l=2w* 

und  diese*  geben  entweder  1  =  w^  —  2w*  oder  1  =  2m*  —  w*. 

Die  zweite  Kombination  ergäbe  w**  —  w*  =  (m*  —  1)*,  eine  Glei- 
chung, welche  unmöglich  ist,  da  die  linke  Seite  die  Form  jp*  —  g* 
besitzt,  und  .diese  keine  Quadratzahl  darstellen  kann,  aufser  in  dem 
evidenten  Falle  m  =  \  =  x. 

Die  erste  Kombination  ergiebt  die  Gleichung  1  +  2w*  =  n*,  welche 
ebenfalls  unmöglich  ist,  weil  nach  dem  vorhergehenden  Satze  die 
linke  Seite  keine  Quadratzahl  sein  kann.  Mithiu  ist  keine  Trigonal- 
zahl aufser  1  ein  Biquadrat. 

330. 

Satz* 5.  Die  Summe  oder  Differenz  zweier  Kuben  kann 
keinem  Kubus  gleich  sein. 

Ist,  falls  dies  möglich  wäre,  rc^  +  y*  =  jet*,  so  kann  man  wie 
gewöhnlich  annehmen,  dafs  die  beiden  Zahlen  x  und  y  prim  zu  ein- 
ander sind.  Alsdann  sind  auch  y  und  z  und  ebenso  x  und  z  zu  ein- 
ander prim.  Dies  vorausgeschickt,  sind  von  den  drei  Zahlen  x^  y,  s 
stets  zwei  ungerade  und  eine  gerade.  Sind  x  und  y  die  beiden  un- 
geraden, welche  man  immer  auf  dieselbe  Seite  der  Gleichung  bringen 
kann,  und  setzt  man: 

x±y  =  2p,    x  +  y  =  2q, 
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oder: 

x  =  p  +  q,   ±y=^p  —  qy 

so  erhält  man  nach  Einsetzung  dieser  Werte: 

Ferner  beachte  man,  dafs,  weil  p-^-q  und  p  —  q  ungerade  sein  müssen, 
die  eine  der  beiden  Zahlen  p  und  q  gerade^  die  andere  ungerade  sein 
mufs,  so  dafs  also  p*  +  3  g*  stets  ungerade  ist.  Da  aber  2p  (p*  +  3  g*) 
ein  Kubus  sein  soll,  so  mufs  offenbar  2p  durch  8  teilbar  und  somit 
p  gerade  und  g  ungerade  sein.  Jetzt  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, je  nachdem  p  durch  3  teilbar  ist  oder  nicht. 

331. 

Erster  Fall.    Ist  p  nicht  durch  3  teilbar,  so  sind  die  Faktoren 
2p  und  p**  +  3g*  prim  zu  einander,  und  es  mufs  somit  jeder  von  ihnen,, 
wenn  ihr  Produkt  ein  Kubus  ist,  ebenfalls  ein  solcher  sein.    Ist  dem- 
nach j)*  +  3g*  =  r^,   so   ist  r  von   der   Form   m*  +  3^*   und   man 
kann  setzen: 

P  +  (/  /^^3  =  (»>*  +  ^^  V-  3)^ 
Dies  giebt: 

p  =  m^  —  Omw* 
g  =  3m*w  —  3w^ 
Diese  Werte  genügen  der  Gleichung  p*  +  3g*  =  r^;  sie  besitzen 
aber  auch  alle  erforderliche  Allgemeinheit,  wovon  man  sich  durch 
direkte  Auflösung  dieser  Gleichung  überzeugen  kann.  Es  bleibt  daher 
nur  noch  zu  bewirken,  dafs  2p  oder  2m(m  +  3n)(w  —  3n)  ein 
Kubus  werde.  Nun  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  die  drei  Faktoren  dieses 
Ausdrucks  prim  zu  einander  sind,  und  somit  jeder  von  ihnen  ein 
Kubus  sein  mul's.     Ist  demnach: 

m  +  3w  =«  a^,    7n  —  3n  ==  ¥,    2m  =  c^, 

so  erhält  mau: 

a«  +  6«  _  ^ 

Wenn  also  die  Gleichung  x^  +  y^  =  s'^  in  ganzen  Zahlen  möglich 
ist,  so  sieht  man,  dafs  auch  die  Gleichung  a^  +  ^^  =  ^;  welche  der 
ersteren  ähnlich,  aber  in  viel  kleineren  Zahlen  ausgedrückt  ist,  mög- 
lich sein  mufs. 

Nun  giebt  die  Substitution  der  vorstehenden  Werte: 
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oder: 

mithin: 

Geht  man  also  von  der  Gleichung  a:*  +  y*  ==«  ;e?^  zu  der  trans- 
formierten Gleichung  a^  +  6*  =  c*  über,  so  ist  die  Zahl  c,  welche 
durch  /  dargestellt  werden  kann^  viel  kleiner  als  0,  Aus  demselben 
Grunde  erhält  man  aus  dem  Kubus  c*  oder  /*  einen  dritten  Kubus 
y^  von  der  Beschaflfeuheit,  dafs  /'  bedeutend  kleiner  ist  als  s,  und 
so  weiter  ins  Unendliche.  Eine  Reihe  abnehmender  ganzer  Zahlen 
2,  /,  e'y..  kann  aber  unmöglich  ins  Unendliche  fortgehen.  Mithin 
kann  die  Formel  2p(p^  +  ^i^)  ^^  ^^^  Falle,  wo  p  nicht  durch  3  teil- 
bar ist;  keinen  Kubus  darstellen. 

332. 
Zweiter  Fall.    Istjp  durch  3  teilbar,  und  setzt  man  p  =  3r,  so 
geht  die  Formel  2p  (p^  +  3ä^)   über  in  18r(g*  -|-  3r^).    Da  nuu  die 
Faktoren  18r  und  q^  +  3r^  prim   zu  einander  sind,  so  mufs  jeder 
von  ihnen  ein  Kubus  sein.     Setzt  man  also: 

oder: 

wodurch  sich 

ergiebt,    so    hat    man     nur     noch    zu    bewirken,     dafs    18 r   oder 
21  '2g{f'{-  g)(f — g)  ein  Kubus  werde.     Daraus  folgt  wie  oben: 

/•+i/  =  o»,    f-g  =  b\    2g  =  i?, 
und  somit: 

a»  -  6»  =  (?, 

Man  sieht  also,  dafs,  wenn  der  Kubus  ^  gleich  der  Summe  oder 
DifiFerenz  zweier  Kuben  3(?  +  y^  ist,  es  einen  anderen  viel  kleineren 
Kubus  (?  giebt,  welcher  gleichfalls  die  DifiFerenz  zweier  Kuben  a^  — 6'ist 

Ich  sage,  dafs  c^  viel  kleiner  ist  als  e^\  in  der  That  geben 'die 
vorstehenden  Werte: 

z  ==  3a6c  (a«  -  a^h^  +  &«), 
und  somit: 
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Daraus  schliefst  man  wie  im  ersten  Falle,  dafs^  wenn  p  durch 
3  teilbar  ist,  2j?(p^  +  3(2'*)  kein  Kubus  werden  kann.  Mithin  ist 
die  gegebene  Gleichung  ay^  +  y^  _,  ^  j^  'eXY^n  Fällen  unmöglich,  es 
mufste  denn  eine  der  unbestimmten  Gröfsen  gleich  Null  sein. 

333. 

Satz  6.  Die  Gleichung  a? '\- 'if  =  2^'' ^  ist  unmöglich  für 
jeden  Wert  von  w. 

In  dieser  Gleichung,  in  welcher  m,  um  nicht  auf  den  vorher- 
gehenden Fall  zurückzukommen,  eine  durch  3  nicht  teilbare  Zahl  be- 
deuten soll,  müssen  die  Zahlen  x  und  y  und  ebenso  z  ungerade  sein. 
Femer  ist  die  linke  Seite  das  Produkt  der  beiden  Faktoren  a?  +  !/ 
und  m?  —  xy  '\'  y^y  welche  nur  3  als  gemeinschaftlichen  Teiler  haben 
können.  Wir  müssen  demnach  zwei  Fälle  unterscheiden,  je  nach- 
dem z  durch  3  teilbar  ist  oder  nicht. 

Ist  erstens  z  durch  3  teilbar,  so  zerlegt  sich  die  gegebene 
Gleichung  notwendig  in  zwei  andere,  wie  folgt: 

ir  +  j/  =  2'»32.a3 
x^  —  xy  '\-y^  =  3r^, 
und  es  ist  £f  =  3ar,  wo  r  prim  zu  3a  ist. 

Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

oder: 

e-^)'+3(i±i)'-H, 

und  hieraus  sieht  man,  dafs  r,  welches  stets  eine  ungerade  Zahl  ist, 
von  der  Form  f^  +  ^9^  sein  mufs.     Setzt  man  also: 

und  ferner: 

{f  +  gV^^^  -=  F  +  G  y^^d , 
SO  erhält  man: 

r3  =  F^  +  3G^ 
und  aus  der  obigen  Gleichung  folgt: 

\{x-y)^F,      \{x  +  y)=G. 

Es  ist  aber: 
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mithin: 

In  dieser  Gleichung  muls  f/  durch  2"^~^  teilbar  sein,  denn  es  ist 
f^  —  g*  eine  ungerade  Zahl,  weil  p  +  Sg^  eine  solche  ist.  Da  ferner 
die  drei  Paktoren  g,  f-^-g,  f — g  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben,  so  mufs  die  vorstehende  Gleichung  in  drei  andere  zerfallen, 
nämlich : 

(7  =  2"-ia»,    f+g  =  ß\    f-g  =  f, 
aus  deuen  folgt; 

also   eine   Gleichung,   welche    der   gegebenen   ähnlich    und    aus    viel 
kleineren  Zahlen  gebildet  ist. 

Ist  zweitens  z  nicht  durch  3  teilbar,  so  zerfallt  die  ge- 
gebene Gleichung  in  die  beiden  folgenden: 

a;  +  y  =  2«a^ 
x^  —  xy  +  y^=^  r*, 
wobei  z  =  ar  und  r  prim  zu  a  vorausgesetzt  ist. 
Wird  die  letzte  Gleichung  auf  die  Form 

gebracht,  so  sieht  mau,  dafs  r  von  der  Form  p  +  ^9^  sein  mufs.    Seist 
man  daher  wie  im  ersten  Falle: 

r  =  r  +  39*, 

so  erhält  man: 

^^F^  +  3G^ 
und  daraus  folgt  die  Lösung: 

x  +  fj=^2F,    x  —  y-=2G. 
Es  ist  aber: 

F  =  /(/^- V), 
mithin: 

2'«-ia^  =  /(/'^  — V). 

Da  die  drei  Faktoren  der  rechten  Seite  /',  /  +  3r/,  f — Sg  prim  zu 
einander  sind,  und  /"*  —  dg^  stets  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  kann 
diese  Gleichung  nur  bestehen,  wenn  man  hat: 

f-2—'a>,     f+3g-f,    f-Sg-f, 
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and  zwar  setzt  dies  a  =  aßy  voraus,  wo  die  drei  Zahlen  a,  ß,  y 
prim  zu  einander  sind.     Hieraus  ergiebt  sieh  die  Gleichung: 

ß^  +  f  =  2"»a», 
welche  der  gegebenen  ähnlich,  und  in  welcher  a,  ebenso  wie  a,  nicht 
durch  3  teilbar  ist. 

Da  sich  in  beiden  Fällen  die  gegebene  Gleichung  auf  eine  Glei- 
chung reduciert,  welche  dieselbe  Form  besitzt,  aber  aus  viel  kleineren 
Zahlen  gebildet  ist,  und  da  diese  Rechnung  unendlich  oft  wiederholt 
werden  kann,  so  folgt  daraus,  dafs  diese  Gleichung  unmöglich  ist, 
auTser  wenn  z  =  0,  oder  auch  is  =  l  und  zugleich  w  =  1  ist. 

334. 
Aus  den  beiden  vorhergehenden  Sätzen  folgt,  dafs  die  Gleichung 
ar^  -\-  y^  ==  Az^ 

unmöglich  ist  für  die  Werte  ^  =  1,  2,  4,  8,  16,...  Es 
würde  sich  mittelst  derselben  Methode  leicht  beweisen  lassen,  dafs 
sie  für  die  Werte  -4.  ==  3,  5,  6  und  unendlich  viele  andere 
ebenfalls  unmöglich  ist.  Wäre  aber  -4  =  7,  so  würde  man  der  Glei- 
chung ic*  +  y3  =  7;?®  ofiFenbar  genügen  können  durch  die  Werte  x  =  2, 
y  ==  — -  1,  0  ==  l.  Ebenso  würde  die  Gleichung  a;'  -|-  y^  =  9^  be- 
friedigt werden  durch  die  Werte  fl;==2,  y  =  l,  ;8i=l.  Wir  werden 
später  zeigen,  dafs  bei  dieser  Art  von  Gleichungen  eine  bekannte 
Losung  genügt,  um  unendlich  viele  andere  daraus  abzuleiten. 

335. 
Satz  7.    Keine  Trigonalzahl,   aufser   1,  ist  gleich  einem 
Kubus. 

Denn  nehmen  wir  an,  dafs    -   rr(a:+ 0  =y^  oder  a;(a;-}- l)  =  2y^ 

sei,  und  setzen   wir  y  =  ww,   wo  f»  und  n  zwei  zu   einander  prime 

Zahlen  sind,  so  läfst  sich  diese  Gleichung  nur  auf  eine  der  beiden 
folgenden  Arten  zerlegen: 

1  +  .r  =  2w»  ^        1  +  a;  =  w* 

(^^  x=    n\  ^^^  r  =  2m^ 

und  diese  geben: 

n«  +  1  =  2m\ 

Nach  dem  vorhergehenden  Satze  kann  diese  Gleichung  nur  be- 
stehen ,    wenn  «  =  1   ist.      Mit    Ausnahme   der   beiden  Fälle  x  =  0 
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und  X  =  l  kann  es  also  keine  Trigonalzahl  geben,  die  gleich  einem 
Kubus  wäre. 

Die  Gleichung  -    x  (x  -\-  l)  =^  y'^    läfst    sieh    auf    die    Form 

8y^  +  1  =  ^^  bringen;  mithin  ist  diese  Gleichung  unmöglich,  aufser 
in  den  Fällen  y  =  0  und  y  =  l. 

336. 

Satz  8.  Die  Gleichung  a:^  +  2  =  y^  besitzt  nur  die  eine 
Lösung  X  ==ö,  y  =  3.     (Fermat'sche  Ausg.  d.  Dioph.  S.  320.) 

Wenn  nämlich  diese  Gleichung  stattfände,  so  müfste  y  von  der 
Form  p^  '\-  2q^  sein;  man  müfste  demnach  setzen: 

wodurch  man  erhielte: 

1  =  3i,*g  -  2(f, 
mithin: 

q=l,    p=l,     y  =  3,     x==[y. 

337. 
Satz  9.    Die  Gleichung  a^  +  4:  =  y^  besitzt  nur  die  beiden 
Lösungen  x  =  2,  y  =  2  und  a;  =  11,  y  =  5. 

Denn  da  y  von  der  Form  p^  +  q^  sein  mufs,  so  hat  man  zu 
setzen : 

X  +  2  Y=ri  =  (p  +  g  ]/=!)». 
Dies  giebt: 

2  =  3p^q  —  q\ 

Dieser^  Gleichung  kann  man  aber  nur  genügen  durch  die  Werte 
p  =  \^  q  '=  l,  oder  durch  die  Werte  j?  =  1,  g  =  —  2,  und  diese 
ergeben  die  beiden  erwähnten  Lösungen. 

Bemerkung.  Wir  haben  in  diesem  Paragraphen  bewiesen, 
dafs  die .  Gleichung  a;*  +  y^  =  j&^,  ferner  die  Gleichung  a;^+y*  =  ^ 
und  umsomehr  die  Gleichung  rr*  +  y*  =  £f*  unmöglich  ist  Fermat 
hat  aufserdem  behauptet  (Ausg.  d.  Dioph.  S.  61),  dafs  allgemein  die 
Gleichung  rc"  +  y**  =  ;8?"  unmöglich  ist,  wenn  n  gröfser  ist  als  2. 
Hierüber  findet  man  unten  im  sechsten  Hauptteile  einige  Unter- 
suchungen. 


r 


§  2.  Sätze  über  die  Auflösung  der  Gleichung  x^—h^^^ay  in  ganzen  Zahlen.    15 


§  2. 

Satze,  die  Auflösung  der  Gleichung  a^  —  b  =  ay  in.  ganzen  Zahlen 

betreffend. 

338. 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  durch  a;  =  -Ö-  befriedigt  wird,  so 

wird  sie  allgemeiner  befriedigt,  wenn  man  a;  ==  #  +  a^e?  setzt,  wo  z 

eine  unbestimmte  Zahl  bedeutet.     Nun  giebt  es  in  der  Reihe,  deren 

allgemeines  Glied  d'  -^  az  ist,    immer  ein  Glied,   welches   zwischen 

—  Y  ^  ^^^  ~\~  Y  ^  l^^g*-)  ^^^  kann  daher  dieses  Glied  als  eine 
Losung  oder  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  betrachten.  Die 
Aufgabe  besteht  darin,  alle  derartige  Lösungen  oder  Wurzeln  zu  finden, 
welche  die  gegebene  Gleichung  haben  kann.  Im  Folgenden  geben 
wir  verschiedene  Sätze,  welche  diesem  Zwecke  dienen,  für  den  Fall, 
dafs  a  eine  Primzahl  ist;  sodann  betrachten  wir  den  Fall,  wo  a  eine 
zusammengesetzte  Zahl  ist. 

339. 
Satz  !•    Die  Gleichung  rc*»  —  b  =  3K(a),*)  in  welcher  a  eine 
Primzahl  und  6  eine  durch  a  nicht  teilbare  Zahl   bedeutet, 

o— 1 

ist  nur  möglich,  sobald  &  *"  —  1  =  9Ji(a)  ist,  wobei  co  den 
gemeinschaftlichen  Teiler  von  n  und  a  —  1  darstellt,  Ist 
diese  Bedingung  erfüllt,  so  besitzt  die  gegebene  Gleichung 
o  Lösungen,  welche  in  der  Geichung  x^  —  b^=^{a)  ent- 
halten sind,  wobei  ä  die  kleinste  der  Gleichung  Tcn  —  (p(a —  1) 
=  o  genügende  positive  ganze  Zahl  ist 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  auflösbar  ist,  so  erhält  man,  mit 
Weglassung  der  Vielfachen  von  a,  a;"  =  &;  zugleich  ist  nach  dem 
Fermat'schen  Satze  (No.  129)  a?""^  =  1.  Da  die  beiden  Zahlen  n 
und  a  —  1  den  gemeinschaftlichen  Teiler  cd  haben,  so  kann  man 
leicht,  wenn  man  n  =w'ci,  a  —  1  =  acj  setzt,  zwei  andere  positive 
Zahlen  ä  und  9  von  der  Beschafienheit  finden,  dafs 

jcn  —  (pa  =  1 
isi    Nun  folgt  aus  den  Gleichungen  a;'»'«=  6,    a;«'^  ==  1: 

*)  Der  abgekürzte  Ausdrnck  2Sl(a)  bezeichnet  ein  Vielfaches  von  a. 

Anm.  d.  Verf. 
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also: 

oder: 

Daraus  erkennt  man^  dafs  die  gegebene  Gleichung  nur  co  Losungen 
besitzen  kann  (No.  132)^  und  damit  sie  diese  Lösungen  auch  wirk- 
lieb besitze,  müssen  die  beiden  Gleichungen: 

mit  einander  in  Übereinstimmung  stehen.  Nun  geben  aber  diese 
letzteren : 

mithin  mufs  fc*  ==  1  oder 

6«  -  i  =  3K(a) 

sein.  Diese  Bedingung  ist  die  einzig  notwendige;  jedesmal  wenn  sie 
erfüllt  ist,  besitzt  die  gegebene  Gleichung  co  Lösungen,  welche  in  der 
Gleichung  x*^  —  h^  =  3R(a)  enthalten  sind.  Man  überzeugt  sich  aber, 
dafs  diese  Gleichung  wirklich  o  Lösungen  besitzt,  wenn  man  be- 
achtet, dafs  x'^  —  b^  einen  Faktor  von  x^'^  —  h^'^,  was  auf  j;**-*  — 1 
+  dB  hinauskommt,  darstellt. 

Man  bemerke,  dafs  man,  wenn  in  der  gegebenen  Gleichung  fi 
gröfser  ist  als  a  —  1,  von  diesem  Exponenten  die  Vielfachen  ?od 
a  —  1  abziehen  und  nur  den  positiven  Rest  beibehalten  kann.  In 
der  That  läfst  rr"""-^  bei  der  Division  durch  a  den  Rest  1,  mithin  läfst 
^(a  — i)fn-f«  ijgj  jgj.  Division  durch  a  denselben  Rest^  wie  a;*. 

340. 

Aus  dem  vorigen  Satze  folgt,  dafs,  wenn  n  und  a  —  1  prim 
zu  einander  sind,  die  Gleichung  x^  —  6  =  9R(a)  immer  eine 
Lösung  hat,  welches  auch  b  sein  möge.  Ist  alsdann  n  die 
kleinste  positive  Zahl,  welche  der  Gleichung  jcn  —  g)  (a —  1)  =  1  ge- 
nügt, so  ist  diese  Lösung  a;  —  ft'*. 

Allgemein  gewährt  dieser  Satz  den  Vorteil,  dafs  er,  im 
Falle  die  gegebene  Gleichung  auflösbar  ist,  zu  gleicher  Zeit  an- 
giebt,  wieviel  Lösungen  sie  besitzt,  und  welches  die  ein- 
fachste Gleichung  ist,  welche  alle  diese  Lösungen  liefert 
In  der  reducierten  Gleichung  ist  der  Exponent  von  x  immer  ein 
Teiler  von  a —  1;  mithin  hat  man  nur  noch  die  Lösungen  der  Gleichung 
x"*  —  &  =  9R(a)  unter  der  Voraussetzung  zu  finden,  dafs  n  ein  Teiler 
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von  a  —  1  ist.  Es  ist  aber  leicht  zu  ^ehen,  dafs^  wenn  einer  der 
Werte  von  x  bekannt  ist^  man  sie  alle  erhält ,  indem  man  den  be- 
kannten Wert  mit  den  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  rc*  —  1 
=  9){(a)  multipliciert.  Es  ist  daher  vor  allem  nötig,  dafs  wir  uns 
mit  der  Auflösung  dieser  letzteren  Gleichung  beschäftigen. 

341. 
SatB  2.     Es  sei  die   Gleichung  x^  —  l  =  3R(a)   gegeben, 
in  welcher  a  eine  Primzahl  und  n  ein  Teiler  von  a  —  1,  also 
a  —  l  =  an  ist.     Alsdann  ist: 

1)  x  =  n^\  wo  u  irgend  eine  durch  a  nicht  teilbare  Zahl  ist. 

2)  Ist  -Ö-  ein  Wert  von  Xj  so  ist  auch  d-^  ein  solcher, 
welches  auch  der  Exponent  m  sein  möge.  » 

3)  Ist  die  Zahl  d'  von  der  Beschaffenheit,  dafs  -Ö-*  — 1, 
wo  V  einen  Primteiler  von  n  bedeutet,  nicht  teilbar  ist  durch 
a,  80  enthält  die  Formel  X'^d'^  a-lle  Lösungen  der  gegebenen 
Gleichung,  und  zwar  sind  dieselben  1,  -ö-,  -ö-*,...,  ^^—^  oder 
die  Reste,  welche  bei  der  Division  dieser  Gröfsen  durch  a 
übrig  bleiben. 

4)  Es  giebt  nicht  nur  mehrere  Zahlen  -Ö-,  welche  diese 
Eigenschaft     besitzen,     sondern    ihre    Anzahl    ist    gleich 

»(l— --]^1 — "7/(1 — 7^)  -  ' 'f  wo  V,  V,  v'y...  die  verschie- 
denen Primzahlen  sind,  welche  in  n  aufgehen. 

Setzt  man  nämlich  erstens  x  «=  w%  so  hat  man: 
a?«  —  1  =  M«*  —  1  =  M«-i  —  1, 
also  eine  Gröfse,  die  stets  durch  a  teilbar  ist. 

Ist  zweitens  rc  =» -Ö-,  so  erhält  man  mit  Weglassung  der  Viel- 
fachen von  a:  -Ö-»««  1.  Setzt  man  also  x^=>d'^,  so  erhält  man  ebenfalls: 

a?"  — -0'"»«=  1, 
welches  auch  m  sein  möge. 

Da  drittens  die  gegebene  Gleichung  n  Lösungen  haben  mufs, 
so  liefert  die  Formel  a;  =  '9'"»  alle,  wenn  es  in  der  Reihe  1,  -Ö-,  -Ö**, 
^,...  -d"*—^  keine  zwei  gleichen  Glieder  giebt  (wobei  immer  die  Viel- 
fachen von  a  weggelassen  werden).  Setzt  man  aber  -Ö-^  =  ^,  so  folgt 
daraus  d'^  =  1,  wo  d  gleich  ^  —  l  oder  gleich  A  —  /i*  und  somit  kleiner 
als  n  ist.  Da  nun  bereits  ^^^  =  1  ist,  so  erhält  man,  wenn  man 
mit  €  den  gemeinschaftlichen  Teiler  Ton  6  und  n  bezeichnet  und  die 
Gleichung  ny  ~-  60  =^  a  auflöst, 

Legeudre,  ZüliitiuUieori«  11.  2 
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Die  linke  Seite  redueiert  sich  wegen  -fr«  =  1  auf  1;  die  rechte  Seite 
wegen  -d-«' =  1  auf  ^']  mithin  hätte  man: 

^'  =  1. 
Ist  n  =  sn  und  n  <=  n"v,  wo  v  eine  Primzahl  ist^  so  hat  man  wegen 
d'*  =  1  auch: 

n 

^•«"  =  1  oder  d''^  =  1. 
Diese  Gleichung  ist  aber  unmöglich^  weil  unser  Satz  voraussetzt,  dafs 

n 

die  Gröfse  d'^  —  1  nicht  durch  a  teilbar  sein  darf.     Mithin  enthält 

die  Formel  x  «=»  d'^  alle  Losungen  der  gegebenen  Gleichung  in  sich. 

Ist  viertens  v  einer  der  Primteiler  von  n,  so  giebt  es  auch 

n 

nur  —  Werte  von  d-,  för  welche  -9*  *  =  1  ist,  ebenso  wie  es  nur  n 

der  Gleichung  rc**  —-  1  =  SR  (a)  genügende  Werte  von  x  giebt  Unter 
den  n  Werten,  welche  -ö*  in  der  Gleichung  -d**  =  1   besitzen   mufs, 

n 

giebt  es  daher  n ,  für  welche   'd*^  nicht  gleich  1  ist.   Macht  man 

denselben  Schlufs  hinsichtlieh  der  anderen  Primfaktoren,  aus  denen  n 

bestehen    kann,    so   folgt,    dafs  es  n  (l j  ( 1 ,j(l  —  ,,]... 

Werte*)  von  -ö*  von  der  Beschaffenheit  giebt,  dafs  keine  der  Grofsen 

n  n  n 

^~^  —  1,  ^*'  —  1,  -ö^""  —  1, . . .  durch  a  teilbar  ist 

342. 

Wenn  demnach  n  eine  Prinusahl  ist,  so  braucht  man  nur 
einen  von  1  verschiedenen  Wert  von  x  zu  haben;  wird  dieser  Wert 
^  genannt,  so  enthält  die  Formel  x  =  ^^  alle  Werte  von  x. 

Ist  n  eine  Potens  einer  Primzahl  i/,  so  darf,  wenn  der  der 
Gleichung  a:"=  1  genügende  Wert  a;=='9'  die  vollständige  Lösung  dieser 

Gleichung  liefern  soll,  ^"^  nicht  gleich  -f*  I  s^ii^-   Alsdann  ist  j;  >=^*. 
Ist  endlich,  wie  man  stets  annehmen  kann,  n  von  der  Form 
v"v(^v"y ...j  so  setze  man: 

V"  =  (l,       V^  =  ^,       V   Y  =  ll  ,... 

und  löse  jede  der  Gleichungen 


I 


*)  Die  Anzahl  der  Werte  von  &  ist  dieselbe,  wie  diejenige  der  Zahlen, 
welche  kleiner  als  n  und  prim  zu  n  sind.    (Einleitung,  Artikel  XV.) 

Anm.  d.  Ver£ 
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x^—l  =  m(a),  a;^-l  =  aR(a),  a:A'"  -  l  =  aR(a),... 
für  sich  auf.  Sind  rr  =  A»",  a;  =  X\  x  =  A""», ...  die  vollständigen  Lö- 
sangen  dieser  Gleichungen,  so  behaupte  ich,  dafs,  wenn  man'9'  =  AA' A"... 
setzt,  die  Formel  a?  =  -&"*  die  vollständige  Lösung  der  gegebenen  Glei- 
chung ist.  Von  diesem  Hülfsmittel  kann  man  Gebrauch  machen, 
falls  man  nicht  sofort  mittelst  der  Formel  x  =  u^'  auf  die  Zahl  d^ 
gekommen  ist,  welche  alle  Losungen  giebt. 

343. 
Erstes  Beispiel 

Es  sollen  die  sieben  Werte  gefunden  werden,  welche  x  in  der 
Gleichung  a?'  ~  1  =  3)1(379)  haben  kann. 

Da  379 —  1  =  7-54  ist,  so  hat  man  ir  =  M^,  wo  u  eine  beliebige 
durch  379  nicht  teilbare  Zahl  ist.  Ist  u  =  2,  so  erhält  man,  indem 
man  der  Reihe  nach  die  Vielfachen  von  379  wegläfst: 

n«  =  64,     «1«  =  — 73,     M«*  =  23,     m*8=150,     w»*— 125. 
Mithin  ist  o;  =  125,  und  da  der  Exponent  7  eine  Primzahl  ist,   so 
sind  alle  Werte  von  x  in  der  Formel  x  =  125*"  enthalten,  und  diese 
liefert  die  sieben  Zahlen: 

1,     125,    86,     138,     -184,     119,    94. 
Da  der  kleinste   Wert  von  x  gleich  86  ist,  so  sieht  man,  dafs  es 
überaus  langwierig  gewesen  wäre,  wenn  man  die  Werte  von  x  durch 
Probieren  hätte  suchen  wollen,  indem  man  nach  und  nach  x  =  +  l, 
+  2,4:3,...  setzte. 

344. 
Zweites  BeispieL 

Ist  die  gegebene  Gleichung  x^  —  1  =  $01(379),  so  kann  man  nach 
No.  342  die  Gleichungen  0^  —  1=  2R(379)  und  rc'  -  1  =  3»  (379) 
auflosen.  Da  diese  x=  180***  und  x=  125*"  als  vollständige  Losungen 
besitzen,  so  erhält  man  daraus  als  die  vollständige  Losung  der  ge- 
gebenen Gleichung:  a;  =  (180  •  125)"*  =  139"*.  Nun  läfst  aber  das 
Quadrat  von  139  bei  der  Division  durch  379  den  Rest  —  8;  folglich 
hat  man  einfacher  x  =( —  8)"*. 

Dieselbe  Gleichung  hätte  unmittelbar  nach  dem  ersten  Teile  des 
Satzes  2  ergeben:  x  =  u\  Ist  w  =  2,  so  hat  man  x  =  64,  und  da 
3  und  7  die  Primteiler  von  n  =  63  sind,  so  mufs  man  nachsehen, 
ob  nicht  etwa  64*^  und  64*  den  Rest  +  1  geben.     Nun  findet  man 
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aber,  dafs  diese  Potenzen  nicht  den   Rest  +  1  lassen;   mithin  wäre 
64"*  ebenfalls  die  vollständige  Lösung  derselben  Gleichung  gewesen. 

345. 

Satz  3,  Ist  die  Gleichung  a;*"  +  l  =  SDl(a)  gegeben,  in 
welcher  a  eine  Primzahl  und  4w  ein  Teiler  von  a  —  1  ist, 
so  löse  man  zunächst  die  Gleichung  o?*" —  l=ÜR(a),  welche 
stets  möglich  ist,  auf.  Ist  x^=%^  die  vollständige  Losung 
dieser,  so  behaupte  ich,  dafs  die  vollständige  Lösung  der 
gegebenen  a;  =  '&*'  +  ^  ist,  wo  %  eine  beliebige  Zahl  bedeutet 

Denn  da  %^  ein  beliebiger  Wert  von  x  in  der  Gleichung 
a;***  —  1  =  9K(a)  ist,  so  ist  auch  ^^^  ein  beliebiger  Wert  von  %  in 
der  Gleichung  a;*"  —  l=3K(a).  Es  bleiben  daher  die  ungeraden 
Potenzen  von  ^  als  Auflösung  der  Gleichung  a?***  -j-  1  ==  9K(a)  übrig. 

346. 
Beispiel. 

Es  sei  die  Gleichung  a:^^  +  1  =  9K(433)  gegeben,  welche  auf- 
lösbar ist,  weil  433  —  1  durch  36  geteilt  die  gerade  Zahl  12  als 
Quotienten  ergiebt. 

Um  diese  Gleichung  aufzulösen,  bedienen  wir  uns  der  Gleichung: 

a;'2~l=aR(433). 

Dieselbe  ergiebt  x  =  w^.     Ist  u  =  5,  so  erhält  man  u^  oder  x  gleich 

37.    Wird  dieser  Wert  -O-  genannt,  so  hat  man  ^^  =  -^1^  ^*==  198. 

Mithin  ist  d^  dem  zweiten  und  dritten  Teile  des  Satzes  2  zufolge  die 

vollständige  Lösung  der  Gleichung  x"^^  —  1=9R(433),  und  somit 

^**  +  ^  diejenige  der  gegebenen  Gleichung  x^  -\-  1  =$01(433).    Die 

sechsunddreifsig  Lösungen,  welche  sich  daraus  ergeben,  sind  folgende: 

a;=372«  +  i=  +  37,    +8,        +127,     +203,    +    79,     +99, 

+     2,     +140,     +159,     +128,     +133,     +216, 

+  35,     +148,    +    32,    +    75,    +    54,     +117. 

Dieselben  Werte  würden  einfacher  in  der  Formel  a:  =  2** +  ^  ent- 
halten sein. 

347. 
Satz  4.     Es    sei    die   Gleichung  a;»--6  =  3ro(a)  gegeben, 

in  welcher  6*"  =  +  1  und  m  ein  Teiler  von ist. 

Sind  dann  1)  m  und  n  prim   zu   einander  und   sucht  man 
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die  positiven  Zahlen  tc  und  g?  von  der  Beschaffenheit,  dafs 
xn — 9»»  =  1  ist,  so  erhält  man  x^^'b^y,  wo  y  irgend  eine 
Wurzel  der  GleicHung  y~  —  (+ 1)^  =  5W  (a)  bedeutet. 

2)  Haben  m  und  n  einen  gemeinsohaftliohen  Teiler  o  und 
ist  n  =  w'cj  und  7cn  —  q)m  =  1,  so  erhält  man  x°'=  b^y  oder 
x°* — b^y  =  3R{a),  wo  y  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung 
y«  —  (+  1)^  =  5K(a)  bedeutet. 

Setzt  man  nämlich  in  dem  zweiten  Falle  x^=  b^y,  so  hat  man: 
a;»'*"  oder  rc"  =  6*»  y«  =  6i  +  9"«(4-  l)y  ==  b. 

Der  erste  Fall  ist  im  Übrigen  eine  Folge  des  zweiten. 

Dieser  Satz  bietet  bereits  eine  grofse  Anzahl  von  Fällen,  in 
denen  man  unmittelbar  die  Gleichung  x^  —  &  =  3R(a)  auf  die  Form 
a?"  -f-  1  =  SD?  (a)  zurückführen  kann.  Er  zeigt  zu  gleicher  Zeit  un- 
endlich viele  andere  Fälle  an,  in  denen  die  Gleichung  ä;"  —  6  =  3R(a) 
von  selbst  in  n  Gleichungen  von  niedrigerem  Grade  x"  —  b'^y  =  3R(a) 
zerfallt. 

348. 
Erstes  Beispiel. 

Die  gegebene  Gleichung  sei  a;^  +  49  =  3Ä  (223).  Dieselbe  ist 
losbar  (nach  Satz  1),  weil  ( —  49)''*  =  1  ist.  Da  die  Zahlen  3  und 
74  prim  zu  einander  sind,  so  erhält  man  nach  dem  vorhergehenden 
Satze: 

o;  =  (-  A^)^y  =  -  66y, 
wo  y  eine  Wurzel  der  Gleichung  y*  —  1  =  SR  (223)  ist. 

Man  beachte,  dafs,  wenn  die  Gleichung  rc^  +  7  =  9Ji(223)  ge- 
geben wäre,  eine  ihrer  Wurzeln,  wie  leicht  zu  sehen,  x=ß  sein  würde. 
Hieraus  folgt  aber  für  die  Gleichung  a^  +  49  =  SR  (223)  der  Wert 
a;  =  T-  36.  In  der  That  sind  die  drei  Wurzeln  dieser  letzteren  a;  =  —  36, 
-66,    102. 

Ist  allgemein  a  eine  Lösung  der  Gleichung  rc*  —  6  =  9R(a),  so 
ist  a*  eine  Lösung  der  Gleichung  x^ — 6*  =  3R(a). 

349. 
Zweites  Beispiel. 

Ist  die  Gleichung  a;«  +  20  =  3«  (61),  in  welcher  6  =  -  20  ist, 
gegeben,  so  mufs  zunächst,  wenn  diese  Gleichung  möglich  sein  soll 
(No.  339),  mit  Weglassung  der  Vielfachen  von  61,  6^®  =  1  sein.  Nun 
findet  man  aber  6^  =  —  1   und  somit  6^^  =  1;   mithin  ist  die  Glei- 
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chung  möglich.  Da  fenier  die  Exponenten  6  und  5  prim  zu  ein- 
ander sind;  so  erhält  man  unserm  Satze  zufqlge  x  =  —  20y  und 
y«  +  1  =  gK(61).  Die  Gleichung  y"  —  1  =  SK(61)  besitzt  aber  als 
vollständige  Lösung  j^  =  29^-,  mithin: 

a;=- 20.29«»  +  i=:30.13<. 
Die  sich  hieraus  ergebenden  Zahlen  sind  +  7,  +  24,  +  30. 

350. 
Drittes  BeispieL 

Ist  die  Gleichung  x^^  —  5  =  SK(601)  gegeben,  so  findet  man 
6^=  —  1.  Da  jedoch  10  und  6  den  gemeinschaftlicher  Teiler  2  be- 
sitzen, so  setze  man,  dem  zweiten  Teile  des  Satzes  zufolge,  x^  =  i*y 
und  y^  —  1  =3» (601).  -  Diese  Gleichung  giebt  y  =  (—  169)*.  Mithin 
läfst  sich  die  gegebene  Gleichung  in  fünf  andere  Tom  zweiten  Grade 
zerlegen,  und  zwar  sind  diese: 

x^  -  120  =  3»  (601),    a;«  -  154  =  3R(601),    x^  +  183  =  3»  (601), 

c^  —  276  =  m  (601),    x^  -  234  «  a»  (601). 

Jedoch  ist  diese  Zerlegung  von  geringem  Vorteil,  da  man  nur  einen 
Wert  von  x  zu  haben  braucht,  den  man  sodann  mit  den  Wurzeln  der 
Gleichung  y^^  —  1  «=3K(601)  zu  multiplicieren  hat  Man  kann  also 
nur  eine  dieser  Gleichungen  nehmen,  und  zwar  ergiebt  sich  aus  der 
.dritten,  welche  mit  ,der  Gleichung  a:*  +  28^  =  3K(601)  übereinstimmt^ 
am  leichtesten  ein  Wert  von  x  (No.*187). 

351. 

Satz  5.  Es  sei  die  Gleichung  x^  —  6  =  ÜR(a),  in  welcher 
5«  =  1  und  a  ein  Teiler  von  "^  ist,  aufzulösen.  Ist  ah- 
dann  x  =  d'"^  die  vollständige  Lösung  der  Gleichung 

a;«"  — l  =  aR(a), 
und  setzt  man,  da  b  eine  der  Zahlen  a-»,  -ö-^'»,  '^%...  ^(•-»)" 
sein  mufs,  6  =  0'^%  so  wird  die  vollständige  Lösung  der  ge- 
gebenen Gleichung  y  =  d-^^  +  f*  sein. 

Dieser  Wert  von  x  giebt  nämlich,  welches  auch  der  Wert  von 
m  sein  möge,  x*  =^h.  Man  hat  daher  nur  zu  zeigen,  dafs  sich  h 
stets  unter  den  Zahlen  -ö-",  O**",...  vorfindet.  Da  nun  #"•  die  voll- 
ständige Lösung  der  Gleichung  a?**"  —  1  =  3Ä(a)  ist,  so  ist  ^"•"  die- 
jenige der  Gleichung  x^  —  1  =  3R(a),  und  da  6"  =  1,  so  ist  offen- 
bar h  eine  der  durch  d'^^  dargestellten  Zahlen. 
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Dieses  Verfahren,  die  Gleichung  a;*  —  6  =  9Ä(a)  aufzulösen,  ist 
keiner  Ausnahme  ui^terworfen.  Indessen  kann  es  mehr  oder 
weniger  langwierig  sein,  den  Wert  b  in  der  Reihe  d'^y  d'^^,.,.  aufzu- 
suchen, und  nur  wenn  die  Zahl  m  nicht  sehr  grofs  ist,  ist  dasselbe 
Tollstandig  durchführbar.    Wenn  die  Gleichung  b*^  ^^  1  sich  aus  der 

Gleichung  6*    s=  —  1  ergäbe,  so  hätte  man  6  nur  in  der  Reihe  d'^ 
•Ö"'",  ^^", . . .  aufzusuchen. 

352. 
Beispiel. 

Ist  die  Gleichung  a;^^  —  5  =  SK(601)  gegeben,  die  wir  bereits 
in  No,  350  behandelt  haben,  und  die  nur  in  Faktoren  zweiten  Grades 
zerlegt  werden  konnte,  so  erhält  man,  wenn  die  Vielfachen  von  601 
weggelassen  werden,  6  =  5,  6^  =  —  1,  6^*  =  1,  und  somit  o  =  12. 
Nun  ist  die  vollständige,  mit  Hülfe  des  Satzes  2  gefundene  Lösung 
der  Gleichung  x^^  —  1  =-  3» (601)  die  folgende:  a?  =  (-  140)"»,  und 
somit  besitzt  die  Gleichung  a;^*  —  1 = 3R  (601)  die  Lösung  x={— 140)*»'* 
oder  120^*.  Folglich  mufs  6  in  der  Formel  120-"  enthalten  sein,  wenn 
man  für  (i  eine  ungerade  Zahl  annimmt.  Es  ergiebt  sich  aber,  dafs 
man  dazu  ft  =  5  setzen  mufs.  Mithin  ist  die  vollständige  Lösung 
der  gegebenen  Gleichung  x  =  { —  MO)^-*"^**»  oder  x  =  214 -(leO)"»» 
Die  sich  hieraus  ergebenden  Werte  sind  +214,  +106,  +116, 
+  229,  +  237. 

353. 
Hat   man   eine   Zahl  '9'.  von   der  Beschaffenheit   gefunden,   dafs 
^"^  —  b  durch  die  Primzahl  a  teilbar  ist,   so   ist   es   leicht   einen 
Wert  von  x  zu  finden,  so   dafs  x^  —  b  durch  eine  beliebige 
Potenz  a"  dieser  Primzahl  teilbar  wird. 

Es  sei  nämlich  ^^  —  6  =  Jfa.    Setzt  man  dann  erstens 
ic  =  -ö-  +  Äa, 
und  bestimmt  man  Ä  und  M  durch  die  Gleichung 

80  ist  offenbar  a;*  —  6  teilbar  durch  a^. 
Setzt  man  zweitens 

^'  =  ^  +  ^a,    a;  =  ^'  +  ^'a% 
nnd  bestimmt  man  Ä  und  M"  durch  die  Gleichung 

so  ist  die  Gröfse  x^  —  b  teilbar  durch  a*. 
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Setzt  man  drittens 

'^"  =  ^'  +  A'a\  a:  =  -^^  +  Ä"a\ 
und  bestimmt  man  Ä"  undJlT"  durch  die  Gleichung 

so  ist  das  Binom  a?"  —  6  teilbar  durch  a^ 

In  dieser  Weise  fährt;  man  fort,  bis  x*  —  b  teilbar  ist  durch  a*; 
und  wenn  a  kein  Glied  der  Reihe  2,  4^  8^  16,...  wäre,  so  sieht  man 
leicht,  welche  Änderung  man  bei  der  letzten  der  unbestimmten  Glei- 
chungen Torzunehmen  hätte.  Ist  z.  B.  a  <=  7,  so  nehme  man  statt 
der  dritten  Gleichung  M''  +  n-d-''^-^"  =  c^M"'  die  folgende: 

M"  +  »^"«-«^"  =  a^M"] 
alsdann  wird  a;"  —  6  für  den  Wert  x  =^  d'"  + -4"a*  durch  a'  teil- 
bar sein. 

Anmerkung.  Ist  der  Exponent  n  teilbar  durch  a,  so  kann  es 
vorkommen,  dafs  irgend  eine  der  Gleichungen,  welche  zur  Bestim- 
mung von  Ä,  Ä\  J.",..  dienen,  unmöglich  wird.  Dies  wäre  alsdann 
ein  Beweis  dafür,  dafs  x*  —  b  nicht  durch  a'  teilbar  sein  kann. 

354. 
Soll  jetzt  x""  —  B  durch  irgend  eine  zusanunengeBetite 
Zahl  J. ««  a"6^cy. ..,  in  welcher  a",  6/*,  c^,...  die  auf  irgendwelche 
Potenzen  erhobenen  Primfaktoren  sind,  teilbar  sein,  so  mufs  man 
nach  dem  Vorhergehenden  die  Zahlen  A,  ft,  i/, . . .  so  bestimmen,  dafs 
die  Gröfsen 

X*  — B       (*1~^       y*  — B 
a«      '  6^    "^  c^       '••• 

ganze  Zahlen  werden,  und  sodann  die  Gleichungen 

a;  =  A  +  a«;8f  =  ft  +  6/*/  =  v  +  cyz'  =  . . . 
mit  einander  kombinieren.     Auf  diese  Weise  erhält  man  alle  Wert« 
von  X,  welche  kleiner  als  --  A  sind,  und  für  welche  x^  —  B  durch  A 

teilbar    wird,    oder    alle    Werte,    welche    allgemein    der    Gleichung 
a;»  —  JB  c=s  Ay  genügen. 

Wäre  die  Gleichung  Cx^  —  JB  =  Ay  aufzulösen,  so  kann  man 
annehmen,  dafs  C  und  A  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben 
(denn  hätten  sie  einen  solchen,  so  könnte  man  ihn  durch  Division 
wegBchafifen).  Ist  daher  Cft  —  Av  =  1,  und  setzt  man  y  =  f^y  —  vx*, 
so  geht  die  aufzulösende  Gleichung  über  in  x*  •—  B^  =  Ay\  Die- 
selbe ist  somit  auf  den  bereits  behandelten  Fall  zurückgeführt 
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§3. 
Auflösung  der  Gleichung  a;^  +  o  =  2"*y, 
355. 
Wir  haben  bereits  in  No.  191  gesehen,  dafs,  wenn  man  die  ein- 
fachsten Fälle,  in. denen  m  nicht  gröfser  als  2  ist,  ausscheidet,  diese 
Gleichung  für  jeden  Wert  von  m  auflösbar  ist,  falls  a  die  Form 
—  1  +  8«  besitzt.    Ein  Verfahren,  zur  allgemeinen  Auflösung 
dieser  Gleichung  zu  gelangen,  besteht  in  Folgendem. 
Wir  betrachten  zunächst  die  bekannte  Reihe: 

ai         nIT  ^        I        1  1»1        o      I       1'1*3       q       •l'l'3'5       A      t 

und  bemerken,  dafs  die  Eoefficienten  derselben,  wenn  sie  auf  ihren 
einfachsten  Ausdruck  gebracht  werden,  die  folgenden  sind: 

^f     2>    ~2»"'    ~2*^^    ~2^'     2*'     2^''^    2^'**'^ 

SO  dafs  also  ihre  Nenner  nichts  anderes  sind  als  Potenzen  von  2, 
deren  Exponenten  nach  einem  bestimmten  Gesetze  zunehmen.  Um 
diese  Eigenschaft;  zu  begründen,  kann  man  setzen: 

Erhebt  man  sodann  beide  Seiten  ins  Quadrat,  so  erhält  man  zur  Be- 
stimiflung  der  Eoefficienten  Ä,  B,  C,...  die  Gleichungen: 

2^=    1 
2JB  =  -  ^« 

2C 2ÄB 

2D 2äC-B^ 

u.  s.  w. 
Hieraus  erkennt  man,  dafs  sich  jeder  Eoefficient  mit  Hülfe  der 
vorhergehenden  bestimmt,  ohne  dafs  ein  anderer  Nenner  als  2  auf- 

M 
träte.    Es  mufs  demnach  jeder  Eoefficient  von   der  Form  —r-  sein, 

WO  M  eine  ganze  Zahl  ist. 

356. 
Um  jedoch  das  Gesetz  dieser  Eoefficienten  noch  besser  her- 
vortreten zu  lassen,  und  um  zugleich  den  E:xponenten  der  Potenz  von 
2,  welche  den  Nenner  derselben  bildet,  zu  bestimmen,  nehmen  wir 
den  allgemeinen  Ausdruck  des  Koefficienten  von  z'^y  welcher  ist: 
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-^  2. 4. 6.8. .        2n" 

Da  alle  Glieder  des  Nenners  dieser  Gröfse  gerade  sind,  so  erhält  man 
wenn  man  beiderseits  mit  2*  multipliciert: 

l.l.3.6...(2n  — 3) 


2«JV: 


1.2-3-4'.        n 


Multipliciert  man  noch  beide  Seiten  mit  2  •  4  •  6  •  •  •  (2n  —  4),  so  ist 
das  Produkt: 

2^iV^(2>4»6>>>[2n  — 4])=:=:|^^^  ••^^^-^^ 

Oflfenbar  «reduciert  sich  die  rechte  Seite  auf  (w  +  1)  (n  +  2)  ■  •  •  (2«  —  3) 

die  linke  auf  2«»-«JV(l  .2.3..  [n  — 2]);  mithin  hat  man: 

22«-2xr^    (n+l)(n+2)....  (2n-3) 
1  .  2  .  3  •  .  .  .      (n  —  2)    ' 

Multipliciert  man  beide  Seiten  nach  einander  mit  n  und  2ii  — 2 
so  wird: 

5>a«-2.,Ar__    n(nH-  l)(u  +  2)...  (2n-3) 

Diese  beiden  Gröfsen  müssen  aber  ganze  Zahlen  sein,  da  bekannt- 
lich der  Biomialformel  zufolge  allgemein  die  Gröfse 

^•^'  +  l)-(c  +  2)--(c+m-  1) 
i  •  2  •  3 m 

eine  ganze  Zahl  ist.     Setzt  man  also: 

2^^-^nN=E,      2««-«(2n  —  ^2)  N=  E\ 

so  erhält  man: 

22«-i 

Hieraus  ersieht  man^  dafs  der  Eoefficient  N  des  Gliedes  Nz*  zum 
Nenner  nur  die  Potenz  2**""^  oder,  falls  n  eine  ungerade  Zahl  ist, 
eine  niedrigere  Potenz  von  2  haben  kann. 

Um  diesen  Nenner  in  allen  Fällen  zu  bestimmen,  mufs  man  zu 
der  ersten  Formel 

1.1 .3.5....  (2n—  3) 


N- 


•4.6. 8 2n 


zurückkehren.  Man  sieht,  dafs  in  dem  reducierten  Werte  von  N  der 
Nenner  nichts  anderes  ist,  als  die  gröfste  Potenz  von  2,  welche  in 
dem  Produkte  2  *  4  •  6  •  •  •  2n  oder,  was  auf  dasselbe  hinaaskommt) 
in  dem  Produkte    1  •  2  •  3  •  •  •  2n  aufgeht     Wir   haben   aber  früher 


r 


§  3.    Auflösung  der  Gleichung  a:*  -f  a  =2"»y.  27 


(Einleitung  No.  XYIIl)  den  allgemeinen  Ausdruck  dieser  Potenz  an- 
gegeben; derselbe  ist  2*'*~*,  wenn  v  die  Anzahl  der  Glieder 
2«-f-2/*  +  2y  +  --  bedeutet^  deren  Summe  gleich  der  Zahl  2n  ist. 

357.     . 

Um  zur  Auflösung  der  Gleichung  a;*  +  a  =  2^y,  in  welcher 
a  =  —  1  +  8 «ist,  zurückzukehren,  entwickeln  wir  Yl  +  8a  in  der- 
selben Weise  wie  1/1  +  ;^  in  eine  Reihe.     Dies  giebt: 

pri^io«        ^1112^*^         2-4—  2-4-6  2-4-6-8  ^     **    -I- 

Ein  beliebiges  Glied  dieser  Reihe  lafst  sich  darstellen  durch  ^•2^" a^ 
Da  nun  N  ein  Bruch  ist,  welcher  zum  Nenner  höchstens  die  2w  —  1** 
Potenz  von  2  besitzt^  so  verwandeln  sich  offenbar  sämtliche  Glieder 
dieser  Reihe  in  ganze  Zahlen,  welche  durch  höhere  und  höhere 
Potenzen  von  2  teilbar  sind. 

Wir  denken  uns  jetzt  diese  Reihe  nur  soweit  fortgesetzt,  als 
ihre  Glieder  nicht  durch  2^'~^  teilbar  sind,  und  setzen  unter  dieser 
Annahme: 

d=l  +-  2»a  —  —2^a^  +  ^-^  2^«^  —  ^ '  ^ '  ^ '  ^  2^^aH 

■^-L-2  2-4-^2-4-6  2-4-6-8-^ 

Der  Ausdruck  *&*  -j-  ^  oder  'd**  —  (1  +  8  a)  kann  alsdann  nur  aus 
Gliedern  bestehen,  welche  durch  2"^  teilbar  sind.  Setzt  man  also 
a;  =  0-,  so  genügt  man  der  Gleichung  o?*  +  a  =  2^y.  Demnach  ist 
die  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichung: 

Um  z.  B.  die  Gleichung  a;*  +  15  =  2^®y  aufzulösen,  setze  man 
-{- a  9=  2  d.h.  man  setze,  wenn  oben  das  untere  Zeichen  genommen 
wird,  a  =  2  und  behalte  von  der  Reihe  nur  die  Glieder  bei,  welche 
nicht  durch  2^  teilbar  sind.     Dadurch  erhält  man: 

^=1  -  ^  .2*  —  -^ -2» --^-2^2  =  1  —  23- 2^  —  3. 2«. 

Mit  Weglassung   der   Vielfachen   von   2^   reduciert    sich    das   Glied 

-  3  .  2«  auf  -  2«  oder  2'-^  —  2»  =  2».     Demnach  hat  man: 

^  =  1  —  8  —  32  -f  256  =  217, 

und  allgemein: 

X  =  512a;'  +  217. 
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§4. 

Methode  znr  Aufsuchimg  des  quadratischen  Teilers,  welcher  das 
Produkt  von  mehreren  gegebenen  quadratischen  Teilern  enthalt 

358. 
Aufgabe  L     Wenn  zwei  quadratische  Teiler  A,  A'    einer 
und  derselben  Formel  t^-^-ati^  gegeben  sind,  so  soll  mau  den 
quadratischen  Teiler  suchen,  welcher   ihr  Produkt  A£i    in 
sich  enthält. 

Wir  unterscheiden  zwei  Fälle,  je  nachdem  die  gegebenen  Teiler 
die  gewöhnliche  Form  py^  +  2  qyjs  +  r^  oder  die  Form  py^  +  qyz  -f-  r  jp*, 
in  welcher  die  Koefficienten  ungerade  Zahlen  sind,  besitzen. 
Erster  Fall.    Ist 

A=py^  +  2qy0  +  r^^     A'  - py'  +  2g'yV  +  //«, 
80  nehmen  wir  an,  dafs  die  Koefficienten  jp  und  p'  prim  zu  einander 
seien,  oder  dafs  sie  wenigstens  durch  eine  passende  Vorbereitung  zu 
relativen  Primzahlen  gemacht  worden  seien.     Setzt  man  sodann: 

py  +  q0'-=x,     py'  +  qB=x, 
so  erhält  man: 

jpA  =  a^  +  a^^    p  t^  =  x^  +  a/*, 

mithin:  

pp  At^  =  {xx  +  azzY  +  a  (xs  +  xzf. 

Da  aber  das  Produkt  AA'  in  einem  quadratischen  Teiler  der 
Formel  t^  +  aw*  enthalten  sein  soll,  und  da  ferner  dieses  Produkt, 
allgemein  betrachtet,  das  besondere  Produkt  pp  in  sich  schUefsen 
mufs,  so  kann  man 

AA'  =ppY'  +  2ipYZ+  i>Z^ 
ppif  —  q)^  =  a 
setzen,  wodurch  man  erhält: 

pp  AA'=  (pp'  Y  +  ipZy  +  aZK 

Vergleicht  man  diesen  Wert  mit  dem  vorhergehenden,  so  ergiebt  sich: 

pp'Y+  q)Z'='  xx'  +  azif 

2'=  a;/ +  x'z. 

Setzt  man  für  a  seinen  Wert  pp'if  —  g?^,  so  geht  die  erste  dieser 

beiden  Gleichungen  über  in: 

ppY=  (x  +  9^)  {x  —  fpz)  +ppt00', 
und    substituiert    man    wieder    für  x,  x    ihre  Werte   py  -{-qg  xmi        ^ 
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jP'y'  ~("  4^ y  so  erhalt  man,  nachdem  man  durch  'p'p   dividiert  hat: 

Dieser  Ausdruck  mufs  eine  ganze  Zahl  sein  unabhängig  von  den 
Werten  von  z  und  /;  demnach  müssen  ^"^^   und   ^  T  ^  ganze  Zahlen 

sein.    Ist  daher: 

9,  =|,n  +  g  =i)'w'  +  g  ,        (a) 
so  kann  man  stets,  weil  p  und  jp'  prim  zu  einander  sind,  n  und  t»' 
mittelst  der  Gleichung 

bestimmen.    Man  erhält  auf  diese  Weise  den  Wert  von  9,  und  dieser 
ergiebt  eine  ganze  Zahl  für 

^  =  -5^4^. 

vv 
Denn  da  man  9  =  pw  +  g  und  g*  +  a  =  jpr  hat,  so  ist  9^  +  ^  t^'l" 
bar  durch  p,  und  da  ebenso  g>  =pn  +  ?'  'i^*!  2*  +  ^t  =  jp'r    ist, 
so  ist  auch  9*  +  a  teilbar  durch  jp' .     Es  mufs  demnach,  weil  p  und 
p  prim  zu  einander  sind,  9*  +  a  durch  p  p  teilbar  sein. 

Sind  die  Zahlen  n^  n,  q),  ij;  auf  die  eben  angegebene  Weise 
bestimmt,  und  setzt  man: 

Y=(y±  m)  {y  —  n'/)  +  ^;er/ 
Z=xd  +  xe  =  (py  +  gjEf)^'  =F  (py  +  3'/)^, 
so  erhält  man  das  gesuchte  Produkt: 

AA'  =ppY^  +  2q>YZ+  ^Z«. 

£&  ist  daher  dieses  Produkt  in  einem  neuen  quadratischen  Teiler  der- 
selben Formel  t^  +  au^  enthalten. 

359. 

Es  ist  zu  bemerken,  dafs  die  betrachtete  Aufgabe  wegen 
des  doppelten  Vorzeichens  +  in  der  Gleichung  (a)  im  Allge- 
meinen zwei  Lösungen  besitzt.  Sie  kann  aber  deren  nicht 
mehr  wie  zwei  haben.  Man  kann  nämlich  die  Zahlen  p  und  p  als 
relative  Primzahlen  voraussetzen;  wie  beschaffen  femer  der  quadra- 
tische Teiler,  welcher  AA'  enthält,  auch  sein  möge,  er  ist  stets  von 
der  Form  ppy^  +  2ipyz  +  ^;8f*,  wobei  9*  +  ^  =pp'il}  ist.  Da  aber  die 
Zahlen  p  und  p'  prim  zu  einander  sind,  so  giebt  es  nur  zwei  Werte 

von  9,  welche  kleiner  als  \cpp   sind,  und  für  welche  9^  +  0  durch 
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pp  teilbar  ist.  Mithin  giebt  es  nur  höchstens  zwei  verschiedene 
quadratische  Teiler ,  welche  das  Produkt  AA'  enthalten.  Ich  sage 
höchstens^  weil  in  einigen  besonderen  Fällen  die  beiden  quadratischen 
Teiler;  wenn  sie  auf  den  einfachsten  Ausdruck  gebracht  werden,  in 
einen  einzigen,  der  dann  AA'  in  zwei  verschiedenen  Verbindungen 
enthalten  würde^  zusammenfallen  können.  Dies  mufs,  wie  wir  dief^ 
an  einem  Beispiel  sehen  werden,  der  Fall  sein,  wenn  die  Formel 
fi  +  ^.^**  Jiur  einen  einzigen  quadratischen  Teiler  enthält,  welcher  den 
linearen,  pp   enthaltenden  Formen  entspricht 

360. 

Zweiter  Fall.  Ist  die  Zahl  a  von  der  Form  8w  +  3,  und  somit 
der  als  ungerade  vorausgesetzte  quadratische  Teiler  A  von  der  Form 
p^  +  3y^  +  ^^;  ^^  welcher  die  Koefficienten,  p,  q,  r  ungerade  Zahlen 
sind  und  Apr  —  q^  =  a  ist,  so  kann  man  die  vorhergehende  Ent- 
wicklung ebenfalls  benutzen,  um  das  Produkt  AA'  zu  erbalten. 
Denn  da 

2A  =  2pf  +  2qy0  +  2r0',      2A'  =  2p  y^^  +  2qyz  +  2/ 5- 

ist,  so  hat  man  in  den  gefundenen  Formeln  nur  2p  und  2r  an  die 
Stelle  von  p  und  r  zu  setzen.  Man  erhält  daher  zur  Bestimmung 
von  w  und  vi  die  Gleichung: 

pn  —  pvi  =  -  {q  +  q),  (6) 

aus  welcher  man  die  Werte  von  9  und  ^  herleitet,  nämlich: 

m'  4-  a 

9  =  2i)w  +  g,       V'  =  ^^^^^-    ♦ 
Setzt  man  sodann: 

Z  =  {2py  +  qzy  +  (2i>'y'  +  q^')^, 
so  erhält  man: 

4A  A'  =  41)/ F^  +  29  FZ  +  *Z^. 

Nun  sieht  man  aber,  dafs  Z  stets  gerade  ist,  und  dafs  man  somit 
2Z  an  die  Stelle  von  Z  setzen  kann.    Ist  also  wiederum: 

Y=(if  +  nz)  (y'  -  riz)  ±  i>ed 
Z  «  pye  +p'y'e  +  yö  +  ^ee, 
so  wird  das  gesuchte  Produkt: 

A  A'  =  pp  r*  -\-<pYZ+  i>Z*. 
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361.    • 
Erstes  Beispiel. 
I  Es  seien  die  beiden  Formeln  gegeben: 

A=  Ui/+  lOyz  +  2U* 
j  A'=    9y*+    2yV+30/«. 

Dieselben  stellen  zwei  quadratische  Teiler  der  Formel  t^  -f-  269w*  dar. 
Um  das  Produkt  AA'  durch  eine  Formel  von  derselben  Beschaffenheit 
auszudrücken^  bemerke  ich,  dafs  man^  da  die  Eoefficienten  14  und  9 
!  prim  zu  einander  sind,  ohne  irgendwelche  Vorbereitung  die  Formeln 
von  No.  358  auf  dieses  Beispiel  anwenden  kann.    Setzt  man  also: 

|)=14,      g  =  5,     y=9,      q  =  l, 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

14n  +  5  =  9n  +  1, 

und  diese  liefert  zwei  verschiedene  Resultate,  je  nachdem  man  das 
obere  oder  untere  Zeichen  nimmt 

1)  Wählt  man  das  obere  Zeichen,  so  erhält  man: 
w  =  3,      »=4,      9  =  37,      ^=13. 

Setzt  man  demnach: 

^  =     yy'  +  ^^y'  —  4y/  +  ^/ 
Z=Uy0—9yz  +  4zis\ 

so  wird  das  gesuchte  Produkt: 

AA'  =  126  Y«  +  74  TZ  +  13ZI 

2)  Wählt  man  das  andere  Zeichen,  so  findet  man: 
w  =  l,      n=2,      9  =  19,      ^  =  5. 

Setzt  man  demnach: 

Y=^yi/  —  ^^—  2y/  —  30Z 
Z^  Uye  -\-9sfy'  +  6z0, 

so  wird  dasselbe  Produkt  auch  gleich: 

-  AA'=126r2  +  38r^  +  5^^ 

Will  man  nun  diese  Produkte  auf  den  einfachsten  Ausdruck 
zuröckführen,  so  mufs  man  in  dem  ersten  Falle  Z  *=  U — 2Y,  in 
dem  zweiten  Z  =  Ü  —  4  T  setzen.  Dadurch  ergeben  sich  schliefslich 
die  folgenden  beiden  Resultate: 
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J7  =    2yy[  +  (Syz  —  ^y  z  +  Qzz 

^=    yy  +  ^y^  —  4y/  +  zz' 

l  AA'  =  13  f/^  +  22  Crr  +  30  Y^ 
U  =  4tyy  +  5yz  +  6y/  —  6zz 
^  =    yy'  —    y  ^  —  2y/  —  3j?/ 

l  A  A'  =  5  ü^  —  2  ?7r  +  54  Tl 


n 


362. 
Zweites  BeispieL 
Es  seien  jetzt  die  beiden  zu  der  Formel  fi  -{-  \63u*  gehörenden 
Teiler 

A  =  y«  +  y«  +41«« 

gegeben.  Um  ihr  Produkt  in  ähnlicher  Weise  auszudrQcken,  benutzen 
wir  die  Formeln  in  No.  360;  dieselben  ergeben  die  folgenden  beiden 
Resultate: 

Y=yy'  +  zy'  +  Alzz 

(1)  Z=^yz'-yz 
AA'=  Y^+  YZ+4\Z^ 

Y=yf/-^41zz 

(2)  Z^yz'  +yz  +  zz 
AA'=  7^+  YZ  +  4\Z\ 

In  beiden  Fällen  ist  das  Produkt  von  derselben  Form  wie  die 
beiden  Faktoren;  und  in  der  That  kann  es  nicht  von  einer  anderD 
Form  sein,  da  die  Formel  f*+163w*  nur  einen  einzigen  quadratischen 
Teiler  haben  kann. 

'        363. 
Aufgabe  2.     Es    soll    das  Produkt   zweier   gleichen   qua- 
dratischen Teiler 

^=i>y^  +  2gy^  +ri? 

^'=py'+2qyz  +  r0^ 
gefunden  werden. 

Mittelst  einer  Transformation  konnte  man  diese  Aufgabe  auf  die 

vorhergehende  zurückführen;  indessen  ist  es  einfacher,  sich  zur  direkten 

Auflosung  des  folgenden  Verfahrens  zu  bedienen. 

Ist 

py'^qz  =  X,     py'  +  qz  =  x, 
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so  erhält  man: 

!  A Ay  =  {x^  +  üb") {x'^  +  az^)  =  {xx  ±  aBsSJ  +  a(a;/  +  ;dzf. 

Wenn  man  von  den  doppelten  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  das 
obere  nimmt  und  sodann  die  Werte  von  x^  x  und  a  einsetzt^  so  wird: 

XX  +  azJ  =p^yy  +  pq{yss  +  yz)  +  przz, 
und: 

xz  —  xz  =  p{yii  —  y'z). 

Hieraus  folgt,  nachdem  man  durch  ^  dividiert  hat: 

A A'  =  {pyy  +  qyz  +  qy  z  +  rzzj  +  a(f//  —  yzf. 

.  Dies  ist  der  erste  Wert  des  Produkts  AA';  derselbe  ist  von  der 

j  Form  f  -f"  ötM^. 

Um    einen    zweiten    Wert   dieses    Produktes    zu    erhalten, 
setzen  wir: 

A  A' = 1)2  r^  +  2<p  r;?  +  ^z«, 

und  wie  gewöhnlich: 

p^^  —  (p^  =  a. 
Dann  ist: 

A  Ay  =  o«  r  +  cpzy  +  az\ 

Vergleicht  man  daher  diesen  Wert  mit  dem  ersten,  so  erhält  man: 

2r=  a;/  +  X  z 
p^Y  +  ipZ  =  XX  +  azz\ 
und   setzt  man  in  diese  letztere  Gleichung  den  Wert  von  n,   sowie 
die  Werte  von  a?,  x   und  Z  ein,  so  ergiebt  sich: 

Soll  lUso  Y  unabhängig  von  jedem  besonderen  Werte  von  z  und  z' 

eine  ganze  Zahl  sein,  so  müssen  ^— -^  und  - — —  ganze  Zahlen  sein, 

woraus   man   erkennt,    dafs   von   den   doppelten  Vorzeichen  nur  das 
untere  zu  nehmen  ist.     Setzt  man  daher  (f  =  q  -i- pn,  so  wird: 

r  =  (y  — -  nz)  (y'  —  nz)  —  tisz 

Z  =  p(\jd  +  yz)  +  2qzz. 

Es   ist  jedoch  noch  n  derart  zu  bestimmen,  dafs  ^  eine  ganze  Zahl 
ist.    Nun  ist  aber: 

,/,  —   ^  +  y*  _  Py  — g'  +  (g  +  pn)»  _  r  +  2gn     ,      2 

^-     ^.     —  -y  -      p       -r^- 

Sucht  man  also  die  kleinsten  Werte  von  m  und  w,  welche  der  Gleichung 

r  ^=^pm  —  25fw 

Legendre,  Zahlentheorie  II.  8 


I 

! 

I  V-'     ■  ^         /   X-'      ■  y 
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genügen;  so  sind  alle  Bedingungen  erfüllt.     Man  erhält  dann: 

und  das  gesuchte  Produkt  ist  in  seiner  zweiten  Form: 
AA'  =  p^T^  +  2(pYZ+nfZ\ 

364. 

Die  Gleichung  r=|)m  —  2gn,  in  welcher  m  und  n  die  un- 
bestimmten Gröfsen  sind^  ist  immer  auflösbar,  sobald  p  und  2q  prim 
zu  einander  sind;  sie  ist  es  ebenfalls,  wenn  p  und  2q  einen  gemein- 
schaftlichen Teiler  0*  haben  und  r  gleichfalls  durch  <&  teilbar  ist 
Dieser  Fall  ist  jedoch  wenig  beachtenswert  oder  vielmehr  vollständig 
auszuscheiden,  da  alsdann  die  Formel  py^  -f-  2qyg  +  rn^  nur  durch  ^ 
teilbare  Zahlen  darstellen  könnte. 

Schliefslich  konnte  auch  der  Fall  eintreten,  dafs  p  und  q  einen 
gemeinsamen  Teiler  d'  haben,  der  nicht  zugleich  ein  Teiler  von  r  ist 
Alsdann  würde  die  Gleichung  r  =  pm'-'2qn  unmöglich  sein. 
Dies  findet  in  den  beiden  folgenden  Fällen  statt: 

Erstens  wenn  a  durch  #,  aber  nicht  durch  d^  teilbar 
ist;  denn  alsdann  würde  zwar  j>  in  fi -{- au^  aufgehen,  aber|)*  konnte 
nur  dann  ein  Teiler  dieser  Formel  sein,  wenn  man  annimmt,  daCs  t 
und  u  nicht  prim  zu  einander  sind. 

Zweitens  wenn  p  und  q  einen  gemeinsamen  Teiler  9 
haben  und  die  Zahlen  p  und  a  durch  d^  teilbar  sind;  denn 
alsdann  konnte  die  Gleichung  pr  —  g^  «=  a  stattfinden,  ohne  dafs  r 
durch  •&  teilbar  wäre.  In  diesem  Falle  könnte  man  durch  eine  ein- 
fache Transformation  des  Teilers  py^  +  ^iV^  +  ^^  ^er  Schwierigkeit 
vorbeugen,  oder  man  könnte  vielmehr,  da  dieser  Teiler  alsdann  die 
Form  pd'^i^  +  2q^yz  +  rz^  besitzt,  während  die  Formel,  in  welcher 
er  aufgeht,  t^  +  ad^u^  ist,  y  an  die  Stelle  von  d'y  und  u  an  die 
Stelle  von  d'U  setzen.  Dadurch  würde  man  p'y^  +  2q'yz  +  r^  ab 
Teiler  von  i^  +  ^'^^  erhalten.  Dieser  letztere  Fall  bietet  aber  keine 
Schwierigkeiten  mehr. 

365. 
Ist  die  Zahl  a  von  der  Form  8n  +  3,  und  sind  somit 
^  =  pf  +  qy^  +  rz^ 
^'  =  py^+qy^+rz^ 
die   gegebenen   quadratischen  Teiler,   so  findet  man  auf  eine  der 
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Yorigen   ähnliche  Weise  zwei  Formen  des  Produkts  AA'.     Die 
erste  sich  unmittelbar  darbietende  ist: 

wobei  man  hat: 

Um  die  zweite  Form  zu  erhalten,  hat  man  die  kleinsten  der 

Gleichung 

r  =pm  —  qn 

genügenden  Werte  von  m  und  n  zu  suchen.     Setzt  man  sodann  die 
Eonstanten 

9  =  g  +  2pn,      ^  =  w  -f-  w*; 
and  die  Unbestimmten 

r  —  (y  —  nz)  {y  —  n/)  —  if^zz 

Z  =  p(ysf  +  y'ß)  +  q,zz\ 
so  erhält  man: 

AA'— i^^r^  +  (pYZ  +  tl;Z\ 

366.. 

Offenbar  begreift  die  soeben  gelöste  allgemeine  Aufgabe  als  be- 
sonderen Fall  diejenige  unter  sich,  bei  welcher  es  sich  darum  handelt^ 
das  Quadrat  eines  gegebenen  quadratischen  Teilers  zu  finden. 
Alsdann  aber  kann  das  Produkt  nur  eine  einzige  Form  haben; 
denn  da  in  diesem  Falle  yz'  —  y'^ei  «=  0  ist,  so  besitzt  der  erste  Wert 
von  AA'  nicht  die  Form  eines  quadratischen  Teilers. 

Allgemein^  da  man  das  Produkt  zweier  gegebenen,  gleichen 
oder  ungleichen,  Faktoren  durch  eine  Formel  derselben  Art,  welche 
ebenfalls  ein  quadratischer  Teiler  ist,  ausdrücken  kann,  so  folgt 
daraus,  dafs  man  stets  einen  quadratischen  Teiler  finden 
kann,  welcher  gleich  dem  Produkte  von  mehreren  gegebenen 
quadratischen  Teilern  ist. 

Kommt  es  einem  nur  auf  die  Form  der  Produkte  an,  ohne  dafs 
man  sich  um  die  Werte  der  in  ihnen  enthaltenen  unbestimmten 
Grofsen  kümmerte,  so  wird  die  Aufgabe  bedeutend  einfacher,  da  man 
nur  mit  den  Eoefficienten  zu  rechnen  hat,  und  diese  nur  eine  be- 
schränkte Zahl  von  Verbindungen  gestatten. 

Bezeichnet  man  also  z.  B.  mit  Ay  B,  C,  D,  , . .  die  verschiedenen 
quadratischen  Teiler,   welche  einer  gegebenen  Formel  t^  +  au^  zu- 
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gehören ;  SO  suche  man  nach  den  angegebenen  Prinzipien,  welches 
die  Formen  der  verschiedenen  Produkte  zu  je  zweien  AAj  AB,  AC, 
BBj  ...  sein  müssen.  Findet  man,  dafs  das  Produkt  AB  zu  gleicher 
Zeit  von  der  Form  C  und  von  der  Form  D  sein  kann,  so  schreibe  man: 

und  ebenso  bei  den  andern.  Nun  ist  ersichtlich,  dafs  man,  wenn  die 
Produkte  zu  je  zweien  gefunden  sind,  daraus  leicht  die  Produkte  m 
je  dreien,  zu  je  vieren  u.  s.  w.  ableiten  kann.  Man  findet  daher  all- 
gemein die  verschiedenen  Formen  des  Produkts,  welches  durch  Mul- 
tiplikation beliebig  vieler  quadratischer  Teiler  entsteht 

Bei  dieser  Bezeichnung  empfiehlt  es  sich,  BB  von  W 
zu  unterscheiden.  Der  Ausdruck  BB  bezeichnet  das  Produkt 
zweier  B  gleichen  quadratischen  Teiler,  in  denen  jedoch  die  un- 
bestimmten verschieden  sind;  der  Ausdruck  B^  bezeichnet  das  Quadrat 
des  Teilers  B  und  setzt  somit  voraus,  dafs  die  beiden  Faktoren  B 
und  B  sowohl  in  ihren  Koefficienten  wie  in  ihren  Unbestimmten  über- 
einstimmen. Dieser  Umstand  bewirkt  eine  Beschränkung  im  Resultat; 
denn  wie  wir  eben  gesehen  haben,  besitzt  B^  nur  eine  einzige  Form, 
während  BB  deren  zwei  hat.  Ein  gleicher  Unterschied  zeigt  sich 
bei  den  Ausdrücken  BBB,  B^B,  B^  und  anderen  ahnlichen.  Wir 
müssen  daher  notwendig  untersuchen,  welcher  Form  eine  behebige 
Potenz  eines  gegebenen  quadratischen  Teilers  entspricht.  Dies  ist 
der  Gegenstand  der  nächstfolgenden  Aufgabe. 

367. 

Aufgabe  3.  Wenn  ein  quadratischer  Teiler  A  der  Formel 
f  +  au^  gegeben  ist,  so  soll  man  den  quadratischen  Teiler 
derselben  Formel  finden,  durch  welchen  sich  die  Fotens  A' 
ausdrücken  läfst 

Erster  Fall.'    Der  gegebene  Teiler  sei: 

und  es  werde,  um  jede  Schwierigkeit  zu  vermeiden,  vorausgesetzt, 
dafs  dieser  Teiler  derart  vorbereitet  sei,  dafs  der  Koefficient  |)  eine 
Primzahl  ist,  welche  nicht  in  a  aufgeht. 

Zunächst  kann  man  beweisen,  dafs  es  nur  einen  einzigen  qua- 
dratischen Teiler  giebt,  in  welchem  A~  enthalten  sein  kann.  Denn 
welches  auch  der  A"  enthaltende  quadratische  Teiler  sein  möge,  er 
mufs  jp"  enthalten.    Nun  haben  wir  aber  bereits  gezeigt  (No.  234j, 
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dafs,  wenn  p  eine  Primzahl  ist^  die  Potenz  p*  nur  zu  einem  einzigen 
quadratischen  Teiler  gehören  kann.  Mithin  giebt  es  auch  nur  einen 
einzigen  quadratischen  Teiler,  welcher  A**  enthält. 

Nachdem  dies  festgestellt  ist,  erhält  man,  weil  pr  =  q^  -{-  a  ist, 
und  wenn  allgemein 

gesetzt  wird: 

(g»  +  a)»  =  ß»r'»  =  F^  +  aG\ 

Ich  behaupte  nun,  dafs  G  und  ^  prim  zu  einander  sind;  denn  wäre 
G  durch  p  teilbar,  so  müfste  der  letzteren  Gleichung  zufolge  auch 
F  durch  p  teilbar  sein.     Es  ist  aber: 

und  wenn  man  die  Vielfachen  von  p  wegläfst,  so  erhält  man: 
a  =  —  q^   und 

Demnach  müfste  q  und  somit  auch  a  durch  p  teilbar  sein,  was  gegen 
die  Voraussetzung  ist. 

Da  also  G  und  p  prim  zu  einander  sind,  so  kann  man  setzen: 
F^^ifG+p'^H, 
wobei  q>  und   H  unbestimmte  Zahlen  sind.     Setzt  man  nun  diesen 
Wert  in  die  Gleichung  p*r"  «=  JF^  +  a6f*  ein,  so  folgt  daraus,  dafs 
?)*  +  a  durch  p"*  teilbar  ist  und  dafs  man  somit 

9*  +  a  =  2)*^ 
setzen  kann. 

Nachdem  man  auf  diese  Weise  die  Gröfsen  (p  und  ^  bestimmt 
hat,  erhält  man  den  quadratischen  Teiler  jp^Y*  +  2^  FZ  +  ^Z^, 
welcher  zur  Formel  t^  +  au^  gehört,  weil  p'^tl;  —  9*  =  a  ist  Dies 
ist  derjenige  Teiler,  welcher  allgemein  die  Potenz  A"  enthält,  weil 
die  Zahl  p*  in  ihm  enthalten  ist;  wir  müssen  jedoch  noch  zusehen, 
wie  sich  Y  und  Z  als  Funktionen  von  y  und  js  bestimmen. 

Es  sei  also: 

A^=p-  Y'  +2q>YZ+  i;Z^ 


oder: 
Ferner  ist: 


A-p-  =(p-Y+  tpZf  +  aZ\ 
Ap  =  (py  +  qzy  +  azK 
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Setzt  man  also: 

py-\-qz    =x, 

SO  erhält  man: 

X«  +  aZ^  =  (x^  +  as?)\ 

Dieser  Gleichung  genügt  man  aber  allgemein,  wenn  man 

X  +  Zy^^  =  (a:  +  i?  l/^^" 
nimmt.     Daraus  folgt: 

n(n~l)(n-2)(n-3)(n~4)  ^„_5^a-5 

Der  Wert  von  Z  ist  bereits  durch  eine  ganze  Funktion  von  x  und  z 
oder  durch  eine  von  y  und  j?  ausgedrückt.  Was  Fanlangt,  so  hat  man: 

Nun  ist  aber: 

X^  —  q>^Z^  =  X^  +  aZ'  -  p-fZ^  =i>»(A"  -  ^Z«). 

Mithin  mufs  X*  —  q>^Z^  durch  p^  teilbar  sein.  Aus  der  Gleichung 
j)»^  -^  (p^  =  a  erkennt  man  aber,  dafs  q)  nicht  durch  p  teilbar  sein 
kann,  weil  sonst  gegen  unsere  Voraussetzung  auch  a  durch  p  teilbar 
wäre.  Man  kann  auch  nicht  annehmen,  dafs  Z  allgemein  durch  p 
teilbar  sei;  denn  sonst  würde  auch  X,  sowie  auch  cx^  +  aß^  durch  p 
teilbar  sein,  man  würde  daher  nach  Weglassung  der  Vielfachen  von  p 
az^  =  —  x^  haben,  und  dieser  Wert  würde,  in  den  von  X  eingesetzt, 
ergeben: 

Es  müfste  daher  jp  in  o;  und  folglich  in  »  aufgehen.  Dies  kann  aber 
nicht  der  Fall  sein,  da  y  und  z  beliebige  unbestimmte  Zahlen  sind 
Da  nun  also  die  Grofse  X*  —  9*Z*  durch  j)"  teilbar  ist,  und 
ihre  beiden  Faktoren  X  +  ^-Z",  X  —  q>Z  nicht  p  als  gemeinschaft- 
lichen Teiler  haben  können,  so  folgt  daraus,  dafs  der  eine  von  diesen 
Faktoren  durch  p^  teilbar  ist.  Und  da  das  Zeichen  von  y  willkürlich 
ist,  so  kann  man  annehmen,  dafs  X — q>Z  denjenigen  der  beiden 
Faktoren  darstellt,  welcher  sich  durch  p""  teilen  läfst.  Mithin  ist  der 
Wert  von  Y  als  Funktion  von  y  und  0  ausgedrückt  eine  ganze  Zahl, 
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welches  auch  y  and  js  sein  mögen.  Es  ist  dahe»  der  so  bestimmte 
quadratische  Teiler  p»  r*  +  2^  YZ  +  ^Z*  gleich  der  n^  Potenz  des 
gegebenen  Teilers  py^  +  2qyg  +  r^K 

368. 
Zweiter  Fall.    Die  gegebene  Formel  sei: 
A  =  i>y*  +  qyjs  +  rss^, 
wobei  |>,  g,  r  ungerade  Zahlen  sind  uncj  4pr  —  j^  «=  a  ist. 

Man  bereite,  wenn  es  nötig  ist,  diese  Formel  ebenfalls  derart 
vor,  dafs  der  EoefQcient  p  eine  Primzahl  ist.  Ferner  kann  man 
ebenso  wie  oben  beweisen ,  dafs  es  nur  einen  einzigen  quadratischen 
Teiler  giebt,  welcher  die  gesuchte  Potenz  A"^  enthalten  kann. 

Stellt  man  diesen  Teiler  durch  die  Formel  p''T^-\- (pYZ-^-tZ^ 
dar,  so  mufs  sein: 

Ap^ip  =  y«  -j-  a. 

Da  nun  bereits  4pr  =  g*  +  a  ist,  so  werden,  wenn  man 

setzt,  die  Zahlen  F  und  G  stets  ganze  Zahlen  sein  (No.  65),  weil, 
wenn  a  von  der  Form  8«  +  3  ist,  —  a  die  Form  4n  +  1  besitzt. 
Zu  gleicher  Zeit  hat  man: 

und  somit:   ' 

(^|-)"=-l>-r-=i(F^  +  aG«). 

Ebenso  wie  oben  kann  man  aber  beweisen,  dafs  F  und  G  prim  zu 
einander  sind  oder  nur  den  gemeinsehaftlichen  Teiler  2  besitzen 
können.    Man  kann  also  setzen: 

^=^6?  +  2i>»JB, 
d.  h.  man  kann  immer  die  ungerade  Zahl  g>  <.p^  derart  bestimmen, 

dafs —  eine  ganze  Zahl  ist.    Wird  dieser  Wert  von  F  in  die 

Gleichung  4|>»f"  =  J?^  -f.  aG^  substituiert,  so  folgt  daraus,  dafs 
—  —  eine  ganze  Zahl  sein  mufs.    Ist  daher: 

9^  +  a  =  4jp"^, 
so  hat  man  offenbar  mit  Hülfe  der  Gröfsen  q>  und  ^  den  quadratischen 
Teiler,  welcher  ß"  enthält,  vollständig  bestimmt,  und  zwar  ist  derselbe: 
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Ich  behaupte  nun^  daXs  dieser  Teiler  allgemein  A'  enthält^  so 
dafs  man 

|)» Y^  +  (pYZ  +  i;Z^  ^  A^  =  (ptf  +  ayz  +  rz^y 
setzen  kann.     Dies  ist  unmittelbar  ersichtlich,  wenn  man  aus  dieser 
Gleichung  ganzzahlige  Werte  für  Y  und  Z  ableiten  kann,   welches 
auch  die  Unbestimmten  y  und  0  in  der  gegebenen  Formel  sein  mögen. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  erhält  man  aber: 

Ist  für  den  Augenblick: 

2py    -\-qs    =x, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

X'  +  aZ''  =  4({x-+  i«-)", 

und  dieser  genügt  man  allgemein,  wenn  man 

(^a:  +  -l.]/=r^)"  =  i-X  +  |z/^« 

setzt.  Man  weifs,  dafs  die  aus  dieser  Gleichung  sich  ergebenden 
Zahlen  X  und  Z  stets  ganze  Zahlen  sind.  Es  bleibt  daher  nur  noch 
zu  beweisen  übrig,  dafs  auch  Y  eine  ganze  Zahl  ist.    Nun  ist: 

2pT=X-9Z, 
und 

substituiert  man  in  der  zweiten  für  a  seineu  Wert  4^*^  —  qr,  so 
erhält  man: 

Femer  beweist  man  wie  oben,  dafs  die  Faktoren  X  —  (pZ,  X-\'(pZ 
keinen  andern  gemeinsamen  Teiler  als  2  haben.  Da  nunX^  —  ^*^' 
durch  !>'»  teilbar  ist,  so  mufs  einer  der  Faktoren  X  —  q)Z,  X  +  (pZ 
durch  p"^  teilbar  sein,  und  da  man  das  Vorzeichen  von  <p  nach  Be- 
lieben wählen  kann,  so  kann  man  durch  X  —  g)Z  denjenigen  der 
beiden  Faktoren  darstellen,  welcher  durch  p*  teilbar  ist.  Derselbe 
ist  zu  gleicher  Zeit  durch  2j>'*.  teilbar,  weil  (p  ungerade  ist.    Mithin 

ist   die  Gröfse    F  = —   stets   eine  ganze  Zahl  oder  vielmehr 

2p"  ° 

eine  ganze  Funktion  der  unbestimmten  Gröfsen  y  und  J3.    Es  stellt 

daher  die  Formel  p""  Y^  +  tpYZ  +  ^Z^  allgemein  die  n^  Potenz  der 

gegebenen  Formel  py^  +  qyz  +  ra^  dar. 

Bemerkung.    Will  man  einfach  wissen,  zu  welcher  Fora  i^^ 


r 


§  4.    Aufsachung  des  qaadr.  Teilers,  welcher  das  Produkt  u.  s.  w.        41 

quadratischen  Teiler  die  n^  Potenz  eines  gegebenen  quadratischen 
Teilers  A  gehört  ^  so  reduciert  sich  die  Rechnung  darauf^  die  Eoef- 
ficienten  g)  und  ty  so  wie  es  in  den  beiden  Fällen  gezeigt  worden,  zu 
bestimmen.  Sodann  bringt  man  die  die  angegebene  Potenz  enthaltende 
Formel  p^^  +  2ipyg  +  t^  oder  (falls  a  von  der  Form  8»  +  3  ist) 
die  Formel  p^y^  +  (pyjs  +  rlf0^  auf  den  einfachsten  Ausdruck. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  in  den  Produkten  der  Grofsen  A,  B,  C,  . . . 
(No.  366)  die  Glieder,  welche  Potenzen  dieser  Grofsen  enthalten,  zu 
bestimmen. 

369. 
Erstes  BeiBpiel. 

Die    gegebene   Formel    sei   t^ -{- 4lu\ 
Teiler  derselben  sind: 

B  =  2y^  +  2yz  +  2lz^  E^ 

G=by^  +  &yz+\0^ 
Multipliciert  man  zwei  Teiler  mit  einander,  z.  B.  C  und  D  (indem 
mau  die  Unbestimmten  in  einem  derselben  durch  Striche  unterscheidet), 
so  findet  man  (No.  358),  dafs  das  Produkt  (72),  nachdem  es  auf  den 
einfachsten  Ausdruck  gebracht  ist,  gleichzeitig  die  Form  D  und  die 
Form  E  besitzt.  In  analoger  Weise  findet  man  die  andern  nach- 
stehenden Resultate;  dieselben  enthalten  die  Formen  der  Produkte 
von  zwei  Teilern  gleicher  oder  ungleicher  Art  in  allen  möglichen 
Verbindungen.  Hinzugefügt  sind  ferner  die  Quadrate  dieser  selben 
Teiler,  und  zwar  berechnet  mittelst  der  Formeln  in  No.  363  oder 
mittelst  der  Formeln  in  No.  367: 


Die    fünf  quadratischen 

■  3y'  +  2yz  +  Uz^ 
6y'  +  2ys+    lz\ 


A^  =  A 
B'^A 
C'^B 


AA  =  A 
AB^B 
AG  =  C 
AD^D 
AE  =  E 


BB^A 
BG  =  C 
BD=E 
BE  =  D 


GG=^ 


GD 


BD- 


DE' 


(c 


EE'^ 


Hieraus  leitet  man  die  Form  des  Produkts  beliebig  vieler  Teiler 
ab.  Dabei  können  in  demselben  Potenzen,  welche  höher  als  die 
zweite  sind,  und  deren  Wert  mittelst  der  Formeln  in  No.  367  be- 
stimmt wird,  vorkommen.  Z.  B.  sind  die  Produkte  dreier  gleichen 
Teiler: 
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AAA=^    AA^    A 

(AD 
DDD-[        - 

D 

BBB=    AB^    B 

D 

^^^       \BC-\C 

\  ^^     "^^ 

E 

E 

iAE 

EE  JE  =    ^ = 

\CE 

D 

E. 

Wie  man  hieraus  sieht,  reduciert  sich  das  Produkt  BBB  auf 
die  einzige  Form  B,  das  Produkt  GCC  reduciert  sich  auf  zwei  yer- 
schiedene  Arten  auf  die  Form  (7,  das  Produkt  DBB  auf  zwei  ver- 
schiedene Arten  auf  die  Form  B  und  auf  eine  Art  auf  die  Form 
E  u.  8.  w.  Falls  die  drei  Faktoren  identisch  wären,  würden  sich  die 
Produkte  auf  eine  einzige]  Form  reducieren,  und  zwar  wurde  sein 
(No.  367):    A^  =  A,    B^==^B,    C'^C,    B^^E,    E^  =  D. 

370. 
Zweites  BeispieL 
Wir  betrachten  noch  die  Formel  fi  +  89 w*,  welche  die  folgenden 
sieben  quadratischen  Teiler  besitzt: 
A=      j^  +  2y^  +  90;8r« 

C  =    9y2  +  2y0  +  10^* 

B=18y^  +  2y0+    5^* 
Verbindet   man  diese  Teiler  zu  je  zweien  durch  Multiplikation, 
so  erhalt  man  die  folgenden  Resultate,  zu  denen  noch  die  Quadrate 
eben  dieser  Teiler  hinzugefügt  sind: 


E=7y^  +  6yz+  Us' 
F=3y'  +  2y0  +  5O2^ 
G=6y^  +  2y0  4'  15;?*. 


A*  =  A 
B*-=A 

AA  =  A 
AB  =  B 

BB  =  A 
BC  =  B 

— (^ 

— {^ 

— 1^ 

C^  =  B 

AG  '=C 
AB^B 

BB=C 
BE=E 

— {^ 

MF-\l 

E*=B 

AE  =  E 
AF  =  F 

BF=G 
BG=F 

IF 

— 1^ 

EO-l 

G*  =  C 

AG  =  Q 

\E 

CF^    „ 

(F 

— 1^ 

A 
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Hieraus  leitet  man  leicht  die  Formen  der  Produkte  beliebig 
vieler  Teiler  her,  wenn  man  nur  für  Potenzen,  welche  hoher  als  die 
zweite  sind,  die  in  No.  367  bestimmten  Formen  nimmt.  Will  man 
z,  B.  alle  Formen  der  Produkte  Ä^B,  B^C,  C^D,  •  •  •  haben,  so 
findet  man: 

LI'B^  C 

Hc 


i*C  =  C 


B*C  =  C 
B*D  =  D 
B»E=E 
B'F=F 


(PA'=^  B 
G*B=>  C 


C*B 


C*E: 


C''F  =  [ 


D^C 


B'E^ 


B^F^ 


B'G  = 


E*A'=B 
E*B='A 
E'C=-'B 
EW='C 
E^E  =  E 
WF^-G 
E*G^F 


F*A' 

=  C 

F>B  = 

=  B 

^"-{i 

F*B' 

(B 

F*E= 

IF 

F'F= 

p 

~\f 

F^G== 


G*A=  C 
G*B=  B 

G^C 


M 


G^B 


-I 


ß»jE;= 


G«jP  = 


Ö«G  = 


Mit  Hülfe  dieser  Entwickelungen  kann  man  sofort  erkennen,  welches 
die  Kombinationen  sind,  die  eine  bestimmte  Form  hervorbringen 
können.  So  sieht  man  z.  B.,  daTs  A  in  gleicher  Weise  aus  den  sieben 
Kombinationen  A*A,  B'A,  C'B,  B^B,  E*B,  F'C,  G^C  hervorgeht, 
so  dafs,  wenn  die  Gleichmig  t*  +  89m*  =  x'x'  aufzulösen  wäre,  die- 
selbe sieben  Lösungen«haben  wQrde. 

Da  man  A^  =  A,  B'=B,  C^=G,  B'^A,  E^^^E,  F^  =  E, 
&=  E  gefunden  hätte,  so  folgt  hieraus  ebenso,  dafs  die  Gleichung 
y*  +  89«*  =  jp*  zwei  Lösungen,  die  Gleichung  ly*  -\-Qye-\- 14«*  ==  a? 
deren  drei,  die  Gleichung  iSy*  +  2ys  +  5«*  =  a?  nur  eine  Lösung 
besitzt,  und  ebenso  bei  den  andern. 


B 
G 
F 
G 
E 
F 
E 
Q. 


§5. 
GanzzaUlge  Auflösung  der  Gleichung  jLy*  +  Myz  +  Ns^  =  6«,  in 
welcher  a  das  Produkt  von  mehreren  unbestinunten  Zahlen  oder  deren 

Potenzen  ist. 

371. 

Ist  LN —  -YM*=a,  falls  Jlf  eine  gerade  Zahl,  oAenA^LN — M^^a, 

falls  M  eine  ungerade  Zahl  darstellt,  so  sieht  man  leicht,  dafs  die 
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linke  Seite  der  gegebeneu  Gleichung  ein  quadratischer  Teiler  der 
Formel  ^  +  au^  ist,  und  dafs  diese  Gleichung  selbst  nach  Multipli- 
kation mit  L  oder  4i  die  Form  f  +  au^  ==  cä,  wo  c  gleich  Lh  oder 
gleich  ALI)  ist,  annimmt.  Daraus  folgt,  dafs  jeder  Faktor  von  % 
in  der  Formel  t^-\-av^  aufgehen  mufs  und  demzufolge  durcli 
einen  quadratischen  Teiler  dieser  Formel  sich  darstellen 
läfst.  Hieraus  und  aus  der  im  vorhergehenden  Paragraphen 
entwickelten  Theorie  leiten  wir  die  allgemeine  Auflosung 
der  in  Bede  stehenden  Gleichung  her;  zunächst  aber  ist  es 
zweckmäfsig,  die  rechte  Seite  von  dem  konstanten  Faktor  c  zu  befreien. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  t^  +  aw*  =  c%  die  Zahlen  t  und  « 
zu  einander  prim  voraus,  so  müssen  auch  u  und  c  prim  zu  einander 
sein.  Man  kann  alsdann  t^^nu-^-cx  setzen  und  erhält,  nachdem 
man  diesen  Wert  substituiert  und  sodann  durch  c  dividiert  hat: 

"^^  w*  +  2nux  +  CO?  =  jc. 

Da  nun  u  und  c  prim  zu  einander  sind,  so  mufs  n^  -\-  a  durch  c  teil- 
bar sein,  und  setzt  man  n^  -{-  a^^^  mc,  so  wird: 

mu^  +  2nux  +  cx^  =  x, 
eine  Gleichung,  deren  rechte  Seite  von  dem  konstanten  Faktor  c  be- 
freit ist,  und  deren  linke  Seite  ebenfalls  ein  quadratischer  Teiler  der 
Formel  i^  +  ^^^  ^st,  weil  man  mc  ^  n^  ^=  a  hat. 

Man  hat  daher  so  viele  solcher  Gleichungen  aufzulösen,  als  es 
Werte  von  n  giebt,  die  kleiner  als  --  c  und  so  beschaffen  sind,  dafs 
n^  -f-  a  durch  c  teilbar  wird.  # 

Es  sei 

die  Gleichung  oder  eine  der  Gleichungen,  welche  noch  zu  lösen  sind.  Da 
die  linke  Seite  ein  quadratischer  Teiler  der  Formel  t^'\-au^  ist,  so  mufs 
man  zunächst  alle  quadratischen  Teiler  dieser  Formel,  welche  durch  die 
Buchstaben  A,  B,  C,  D,  . , .  bezeichnet  sein  mögen,  suchen.  Alsdann 
bestimme  man,  da  tc  nach  Voraussetzung  das  Produkt  von  mehreren 
unbestimmten  Zahlen  ist,  nach  den  angegebenen  Methoden  alle  For- 
men, auf  welche  sich  das  Produkt  it  unter  der  Voraussetzung  reduciert, 
dafs  die  unbestimmten  Zahlen  durch  die  Buchstaben  A^  B,  C,D,"' 
dargestellt  seien,  indem  man  alle  möglichen  Kombinationen  durch- 
geht und  beachtet,  dafs  verschiedene  Unbestimmten  durch  denselben 
Buchstaben  bezeichnet  werden  können.  ,  Hiernach  sondere  man  unter 
allen  diesen  Formen  diejenigen  ab,  welche  als  Resultat  den  Buch- 
staben ergeben,  welcher  dem  quadratischen  Teiler  der  linken  Seite 
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/y  +  2^yief  +  Ä;e;*  entspricht  Es  leuchtet  ein,  dafs  es  ebensoviele 
Losungen  der  Gleichung  fy^ '\-2gyz-\-hz^=^7t  geben  wird,  als  man 
derartige  Formen  findet.  Um  die  Lösungen  wirklich  zu  erhalten, 
mufs  man  sodann  der  Beihe  nach  die  Produkte  den  im  vorigen 
Paragraphen  gegebenen  Regeln  gemäfs  entwickeln.  Alsdann  drücken 
sich  schliefslich  die  unbestimmten  Gröfsen  y  und  e  als  Funktionen 
der  entsprechenden,  in  den  verschiedenen  I^aktoren  des  Produktes  n 
vorkommenden  Unbestimmten  aus.  Alles  dies  wird  aus  einigen  Bei- 
spielen hinreichend  deutlich  werden. 

372. 
Erstes  Beispiel. 
Die  gegebene  Gleichung  sei:  ^ 

^2  +  41t«^  =  113a:l 
Ich   entwickele   zuerst  die   sämtlichen   quadratischen  Teiler  von 
^*  +  41w^     Dieselben  sind,  wie  wir  bereits  (No.  369)  gesehen  haben, 
die  folgenden: 

A^    f  +  2yz  +  A20^        D  =  3y2  +  2yz  +  14^^ 
B=2j/^  + 2y^-f  21^^       J5  =  6y2  +  2y^+    Iz^, 
C  =  5y'  +  6yz  +  10;^^ 
Unter  diesen   Teilern   enthalten  nur  -4,  B^  C  die   Zahlen   von   der 
Form  An  +  1,  und  nur  unter  diesen  Teilern  kann  113  vorkommen. 
Wenn  nun  Ä  die  Zahl  113  enthielte,  so  müfste  113  von  der  Form 
^  +  41t«*  sein,  was  nicht  der  Fall  ist,  wie  man  auf  den  ersten*  Blick 
erkennt.    Wenn  femer  der  Teiler  B  die  Zahl  113  enthielte,  so  müfste 
2x113  oder  226  von  der  Form  t^  +  41  w*  sein,  was  ebenfalls  nicht 

der  Fall   ist.     Da   man  jedoch  an  dem  Zeichen  (-rr^)  =  1  erkennt, 

dafs  113  ein  Teiler  von  t^  +  41m*  ist,  so  folgt  daraus,  dafs  113  not- 
wendig in  dem  quadratischen  Teiler  C  enthalten  ist,  und  in  der  That 
ist  5-113  =  565  =  14«  +  41 .3*.  Da  also  14*  +  41  -3*  durch  113 
teilbar  ist,  so  mufs,  wenn  man  14  =  3n  —  113w  setzt,  n*  +  41  durch 
113  teilbar  sein.  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aber  der  Wert 
n  =  —  33.  Man  erkennt  also  so  auf  eine  direkte  Weise  und  fast 
ojine  Probieren  den  Wert  von  «,  für  welchen  n*  +  ^1  durch  113 
teilbar  ist.  Diese  Methode,  die  wir  soeben  in  einiger  Ausführlichkeit 
auseinandergesetzt  haben,  ist  eine  nähere  Entwicklung  der  in  No.  188 
enthaltenen. 

Nachdem   dieses   festgestellt   ist,   setze   man   t  =  3Su -{- llSt\ 
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Substituiert  man  diesen  Wert   und  dividiert  sodann  durch   113,    so 
erhält  man: 

lOw«  +  66ut'  +  113^'«  =  ai". 
Um  die  linke  Seite  auf  einen  einfacheren  Ausdruck  *zu  bringen,   sei 
u  =  u  —  3^';  dann  wird: 

Da  die  linke  Seite  von  der  Form  C  ist,  so  mufs  man  unter  den 
Werten  von  A^,  B^y,,,  diejenigen  suchen,  welche  von  der  Form  C 
sein  können.  Nun  findet  man  aber  (No.  369),  dafs  D*  und  E^  von 
dieser  Form  sind;  mithin  besitzt  die  gegebene  Gleichung  zwei  Auf- 
lösungen, je  nachdem  man  x  =  D  oder  x  '^  E  setzt 
Ist  zuerst: 

a;  =  3f  +  2y0  +  Uz^, 

so  findet  man  mittelst  der  Formeln  der  No.  367: 

wobei  T  und  Z  die  Werte  besitzen: 

T=^y'  +  4yis  +  ßz' 
Z=      y^  +  2ys!^  4s^, 
so  dafs  man  zu  gleicher  Zeit  erhält: 

t'  =  Y,      w'  =  Z. 
Ist  zweitens: 

a;  =  6y«  +  2yz  +  70', 
so  kann  man  das  aus  diesem  zweiten  Werte  sich  ei^ebende  Resultat 
leicht  aus  dem  vorhergehenden  ableiten  (indem  man  2y  für  y  setzt 
und  sowohl  den  Wert  von  x,  wie  die  von  Fund  Z  durch  2  dividiert). 
Man  erhält  auf  diese  Weise: 

a^=     5Y^  +  6YZ+10Z' 

Y 2y«+  4y0   +    3^^ 

Z=      2y'  +  2yz   -    2^, 
und  es  ist  wiederum  zu  setzen: 

t'  =»  r,      ti'  =  Z. 
Jetzt  hat  man  nur  noch  die  Werte  von  t'  und  u   in  die  Werte 
von  t  und  u  einzusetzen.     Dies  giebt  die  beiden  folgenden  Losungen 
der  gegebenen  Gleichung: 
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»=  3j^+     2ye+Ue* 
Im=  4y«-    \0ye-22s' 


a;=   6y»+     2ye-\-    7«* 

t  =  38y»  +  \22yz  —  24«* 

Im=    8y»—    \Oyz-  11»». 
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373. 
Zweites  Beispiel 
Es  sei  jetzt  die  folgende  Gleichung  gegeben: 
t*  +  4lu^  =  nSa?. 

Ist  die  Vorbereitende  Rechnung,  vermittelst  deren  jede  Seite 
durch  113  teilbar  wird,  so  wie  im  vorhergehenden  Beispiele  aus- 
gefOhrty  so  erhält  man: 

t  —  33w'  +  Uf,     u  =  u—  3f, 
und  die  transformierte  Gleichung  wird: 

Man  mufs  demnach  die  verschiedenen  Formen  der  GröfsenJ.',  B\  er- 
suchen und  zusehen,  ob  die  Form  C  darunter  vorkommt.    Nun  findet 
man  aber  (No.369),  dafs  die  Form  G  nur  aus  C^  hervorgehen  kann; 
mithin  besitzt  die  gegebene  Gleichung  nur  eine  Losung. 
Setzt  man  jetzt: 

a;  =  0=5y«  +  6yÄ+  10^, 
so  findet  man  nach  den  Formeln  in  No,  367:  ^  =  +  47,  ^=18  und 

a?=125Y^±94i:Z+  ISZ^. 
Was  die  Werte  von  Y  und  Z  anlangt,  so  müssen  dieselben  aus  den 
Gleichungen 

125  r  +  47  Z  =  rc»  -  123a;j82 

Z  =  3a?*^  — 41^, 
wobei 

a;  =  5y  +  3^ 
ist,  abgeleitet  werden.     Soll  nun  Y  eine  ganze  Zahl  werden,  so  mufs 
man    von  dem   doppelten   Vorzeichen   das   untere   nehmen;   alsdann 
erhält  man: 

r  =  y»  +  30y«i»  +  3Oy0»  -  8e^ 

Z^loy^^  +  9Oy0^  —  Ui^ 

x^  =  125 Y^  -'MYZ^  18ZK 
Der  Wert   von  sc^   reduciert    sich    auf  seinen  einfachsten  Ausdruck 
6t'^ -{-  6^'ti'+  IOm'^,  wenn  man 

Z=dY^u\       Y=f  +  2u 
setzt y  so  dafs  man  erhält: 

u'  =  3r  —  Z^  df  +  I6y^0  -  10;?» 

<'  =  2Z  —  5r=  -  5y3  +  3Oy0«  +  12r^. 


1 


48  Vierter  Hauptteil. 


Mithin  ist  schliefslich  die  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  in  den 

Formeln  enthalten: 

X  =  5y«  +  6yz  +  10^« 

t  =  29^3  j^  4Qryy2^  j^  A2Qy}f  —  \62^ 

n  =  \Sf  +  15y«^  —  90y^  —  46^. 

374. 
Drittes  Beispiel 
Ist  allgemein  die  Gleichung 

f  +  2u^  =  nSaf^ 
gegeben^   so  besteht  die  einfachste  Art^   dieselbe   aufzulösen,   darin, 
dafs  man 

x  =  y^  +  2z^ 

113  =  9« +  2-4« 
setzt.     Dadurch  ergiebt  sich: 

t^  +  2w*  =  (9^  +  2.4^)(j(*  +  2.^7". 
Dieser  Gleichung  genügt  man  aber  allgemein^  indem  man 
t  +  w  >/=r2  =  (9  +  4}/=^)  (y  +  z}/^^2T 
setzt.    Ist  also: 

(y  ^/y—2)''-  =Y+  zy^r2, 

SO  erhält  man: 

mithin: 

t  =  9Y  +  8Z 

u  =  9Z  ±4Y. 
Dies  ist  die  einzige  Lösung ,   welche  die   gegebene  Gleichung  besitzt, 
da  X  als  Teiler  von   t^  +  2w*   nur  die  eine   einzige   Form   y*  +  2^* 
haben  kann. 

375. 

Viertes  Beispiel. 

Die  Gleichung 

fi  +  89w«  =  ar" 

mufs,   wie  wir  bereits  am  Ende  von  No.  370  bemerkt  haben,  zwei 
Lösungen  besitzen.     Die  eine  dieser  Lösungen,  für  welche 

x  =  y'  +  89  JET« 
ist^  findet  man  unmittelbar  mit  Hülfe  der  Gleichung: 


r 
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f  t^  +  89m*  =  (y«  +  89;^«)», 

welcher  man  genügt,  indem  man  setzt: 

/  +  Ml/=89  -  (y  +  eV^^S9)\ 
Auf  diese  Weise  findet  man: 

t^y^  —  267yz^ 
u  =  Sy^g  —  89  £r«. 
Die   zweite  Losung,   welche   darauf  beruht,   dafs  B^  =  A  ist, 
ei^ebt  sich  folgendermafsen. 

Setzt  man: 

a;  =  D  =  5y«  +  2y;8i  +  18^, 

und  wendet  man  auf  diesen  besonderen  Fall  die  Formeln  in  No.  367 

an,  so  erhält  man: 

p  =  5,    g  =  l,    r  =  18,     g>  =  6,    ^=1. 

Dies  giebt: 

Ya^y'-Sy^g^  \2yi^  +  2^« 
Z  =  Iby^e  +  30yj5«  -  86^. 
Der  Wert  von  a?  lafst  sich  aber  auf  die  Form  bringen: 

x^  =  {Z+QTf+%9Y^. 
Vergleicht  man  dieselbe  mit  der  gegebenen  Gleichung,  so  erhält  man: 

t^Z+QT 
u=Y. 
Mithin  wird  schliefslich  die  zweite  Lösung  dieser  Gleichung  gegeben 
dnrch  die  Formeln: 

x^by^+    2y^+180« 

t  =  {Sf  +  bly^z—  A2yz^  -  U^ 

M  =    1/3  —  Syrier  —  \2ys?  +  2^. 

376. 

Fünftes  Beispiel. 

Wie  bereits  bemerkt  worden  ist  (No.  370),  besitzt  die  Gleichung 

^«  +  89w«  =  a?x 

sieben  Losungen,  weil  die  Form  A  aus   den  sieben  Combinationen 

A^A,  JB'A,  C^D,  D^D,  E^B,  F^C,  G^C  sich  ergiebi     Um  eine 

dieser  Lösungen  zu   entwickeln,  nehmen  wir  die  Gombination  C^D 

und  setzen  demzufolge: 
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a;  =  9y*  +  2y0  +  10^» 
x'  =  5y  *  +  2i//  +  18/1 
Zunächst  findet  man  nach  den  Formeln  von  No.  363  oder  von  No.  367: 
x^  =  5T^  +  2Tr+18r^ 

r=2y^  +  2yz  —  2^. 

Multipliciert  man  sodann  den  Wert  von  a?  mit  dem  Werte  von  x, 
so  findet  man  mit  Hülfe  der  ersten  der  beiden  Formeln  in  No.  363: 

a^x'  =  {5Ty'  +  T/  +  Vy  +  18  F/)*  +  S9{T/  -  VyJ. 
Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  der  gegebenen  Gleichung 

t^  +  89m«  =  a^x\ 
so  erhält  man: 

t^öTy  +  T/  +  Vy  +  18  V/ 
u  =  T/  -  Vy. 

Hieraus  erkennt  man,  daTs  die  vier  unbestimmten  Gröfsen  t,  u,  x,  x 
ausgedrückt  sind  als  Funktionen  von  vier  andern  von  einander  unab- 
hängigen Gröfsen  y,  js,  y\  is',  und  dies  bildet  die  erste  Losung«  Durcb 
ähnliche  Rechnungen  findet  man  die  sechs  anderen  Lösungen^  welche 
die  gegebene  Gleichung  besitzt. 

Bemerkung.  Bei  einiger  Aufmerksamkeit  wird  man  sehen,  dafs 
sich  diese  Thecxrie  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen  liefse,  wo  die  linke 
Seite  der  gegebenen  Gleichung  ein  Teiler  der  Form  f  —  au*  ist 
Mittelst  dci  ^elben  Prinzipien  würde  man  auch  die  Fälle  auflösen 
können,  wo  •'' )  unbestimmten  Gröfsen  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung einen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben  sollen«  Wir  haben  es 
jedoch  nicht  für  nötig  gehalten^  auf  alle  diese  Einzelheiten^  welche 
keine  Schwierigkeiten  darbieten,  näher  einzugehen. 

ge- 
Beweis einer  Eigenschaft,  welche  sich  auf  die  quadratischeii  Teiler 
der  Formel  t^  +  aw*,  in  welcher  a  eine  Primzahl  von  der  Form 

8n  4- 1  iBt,  bezieht. 

377. 

Wir  haben  bereits  in  No.  217  bemerkt,  dafs,  wenn  in  der  Formel 
/*  +  «t«*  die  Zahl  a  von  der  Form  8n  +  5  ist,  von  zwei  conjugiertcn 
Teilern  dieser  Formel,  z.  B.  py^  +  2qy0  -f  2mi^  und  2py^  +  2qyß+f»^7 
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stets  der  eine  zu  der  Form  4n  + 1,  der  andere  zu  der  Form  4n  +  3 
gehört,  so  dafs  es  also  in  diesem  Falle  ebenso  viele  quadratische 
Teiler  von  der  Form  4n  +  1  als  Teiler  von  der  Form  4n  +  3  giebt, 
und  dieses  Resultat  gilt  immer,  wie  beschaffen  auch  a  sein  möge, 
wofern  es  nur  von  der  Form  8n  +  5  ist. 

Ist  dagegen  a  von  der  Form  8n  +  1;  so  sind  die  beiden  in 
Rede  stehenden  conjugierten  Teiler  entweder  alle  beide  von  der  Form 
4n  4"  1;  oder  alle  beide  von  der  Form  4n  -]-  3,  so  dafs  man  nichts 
mehr  über  die  relative  Anzahl  beider  schliefsen  kann.  In  der  That 
zeigt  der  Anblick  der  Tafel  lY,  dafs  in  dieser  Hinsicht  eine  grolse 
ünregelmäfsigkeit  stattfindet.  Ist  jedoch  a  eine  Primzahl,  so 
sieht  man  aus  eben  dieser  Tafel,  dafs  die  Anzahl  der  qua- 
dratischen Teiler  von  der  Form  4n  +  1  beständig  um  eine 
Einheit  grofser  ist,  als  die  Anzahl  der  quadratischen  Teiler 
von  der  Form  4n -f- 3.  So  findet  man  z.  B.,  dafs  die  Formel 
<*  +  41m^  drei  quadratische  Teiler  von  der  Form  4n  +  1  und  nur 
zwei  von  der  Form  4n  +  3  besitzt;  ebenso  dafs  die  Formel  ?  +  89«* 
vier  quadratische  Teiler  von  der  Form  4n  +  1  und  nur  drei  von  der 
Form  4n  +  3  hat  u.  s.  w. 

Man  kann  sich  leicht  von  dieser  Eigenschaft  bei  vielen  andern 
besonderen  Fällen  überzeugen;  jedoch  ist  es  nicht  ebenso  leicht,  die- 
selbe in  allgemeiner  und  strenger  Weise  zu  begründen.  Wir  geben 
im  Folgenden  die  Reihe  der  Sätze,  welche  für  diesen  Beweis  notig 
zu  sein  scheinen.  Dieselben  bieten  zugleich  verschiedene  bemerkens- 
werte Resultate,  welche  dazu  beitragen  können,  die  vorstehenden 
Theorien  zu  erweitem  und  zu  vervollkommnen. 

378. 

Satz  1.  Ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  4n  +  1,  und 
ist  py*  +  2gyjei  +  2w;ef*  einer  der  quadratischen  Teiler  der 
Formel  ^^  +  aw^,  welcher  ebenfalls  von  der  Form  4w  +  1 
ist,  so  ist  die  Gleichung  TP  ^^py^  +  2qy0  +  Zm^ef*  stets  auf- 
lösbar. 

Denn  multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  p,  und  setzt  man 
Py'{'qe  =  Xy  so  erhält  man  j?  ?7*  =  a;^  +  «^^  ©ii^ß  Gleichung,  welche 
stets  möglich  ist.   (Siehe  No.  27  und  198.) 

Es  braucht  nicht  erst  bemerkt  zu  werden,  dafs,  wenn 

py^  +  ^iV^  +  2w^* 
«iö  Teiler  von  der  Form  4«  -|-  3  wäre,  die  Gleichung 

4* 
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unmöglich  sein  würde,  da  kein  Quadrat  die  Form  4w  +  3  besitzen  kann. 

379. 

SatB  2.  Ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  8n  4~  1»  so  ^^^ 
die  Formel  {^-{-au^  stets  einen  quadratischen  Teiler  von  der 
Form  fy^  +  2gy0  +  2ß\ 

Man  kann  nämlich  stets  (No.  149)  der  Gleichung  a  — 2/^ — p* 
genügen,  woraus  folgt,  dafs  /y*  +  ^dV^  +  2/>*  oder  der  einfachsie 
Ausdruck  dieser  Formel  ein  quadratischer  Teiler  der  Formel  ^  +  ^***^^ 

Man  beachte,  dafs  sich  der  Teiler  /y*  +  2gyB  +  2/j8r*  von  dem 
zu  ihm  konjugierten  nicht  unterscheidet.  In  diesem  Falle  reducieren 
sich  demgemäfs  die  beiden  konjugierten  Teiler  auf  einen  einzigen, 
den  man  einen  singulären  Teiler  nennen  kann. 

380. 

SatB  8«  Ist  a  eine  Primzahl  von  der  Form  8n-|-l,  so  giebt 
es  stets  unendlich  viele  Werte  von  f  und  g,  welche  der 
Gleichung  2P  —g^^=a  genügen;  trotzdem  aber  kann  daraus 
nur  ein  einziger  quadratischer  Teiler  der  Formel  <*  +  ^"* 
sich  ergeben. 

Denn  man  findet  leich  (No.  38),  dafs  die  Reihe  der  Werte  von 
f  und  g,  welche  der  Gleichung  2p  —  g^  =^  a  genügen,  so  beschaffen 
ist,  dafs,  wenn  f  und  g'  die  unmittelbar  auf  f  und  g  folgenden  Werte 
sind,  die  Gleichungen  bestehen: 

Aus  diesen  neuen  Werten  entsteht  der  singulare  quadratische  Teiler: 

(3/-+  2g)f  +  2(3«/  +  AnV"  +  2(3/"+  29)«». 
Setzt  man  aber  in  diesem  Teiler: 

y  =  2/~y',      ^  =  y'-/, 
(wodurch  die  Allgemeinheit   der  Veränderlichen  y  und  e  nicht  be- 
schränkt wird),  so  erhält  man  als  transformierten  Teiler: 

fy'^  +  ^gy^'  +  m^ 

woraus  ersichtlich  ist,  dafs  sieh  in  der  That  der  quadratische  Teiler 
fy^  +  "^gy^  +  2/^^*  nicht  von  /y  +  2gye  +  2fz^  unterscheidet 

Folgerung.  Es  folgt  hieraus,  dafs,  wenn  a  eine  Primzahl  ▼on 
der  Form  8n  +  1  ist,  die  quadratischen  Teiler  der  Formel  <*+<*•* 
aus  mehreren  Paaren  von  konjugierten  Teilern  und  aus  einem  ang«' 
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lären  Teiler  bestehen.  Die  Gesamtzahl  dieser  Teiler  ist  somit 
stets  eine  angerade  Zahl,  und  es  ist  daher  unmöglich^  dafs 
die  Anzahl  der  Teiler  von  der  Form  4w  +  1  geich  der  An- 
zahl der  Teiler  von  der  Form  4n  +  3  sei, 

381. 
Satz  4.      Das    Quadrat    eines    quadratischen    Teilers 
py*  +  2qyz  +  27cz^  und  das  Quadrat  des  zu  ihm  konjugierten 
Teilers  2py^  +  2gy£?  +  tcz^  sind  in  einem  und  demselben  qua- 
dratischen Teiler  p^y^  -^  2q)yz  -]-  t^  enthalten. 

Denn  bestimmt  man  dem   in   No.  363   angegebenen  Verfahren 
gemäfs  fi  und  v  durch  die  Gleichung: 

7C=pit  —  qv, 
und  setzt  man  sodann: 

g>  =  q  +  vp,  ^  =  v*  +  2/^ 

Y=y^-2vyz-^2fiz',    Z=2z(py  +  qz), 
so  erhält  man: 

(py^  +  '^qy^  +  2xz'y=p^Y'  +  2<pFZ  +  *z^. 

In  dieser  Gleichung^  welche  identisch  stattfinden  mufs,  setzen  wir 
2y  an  die  Stelle  von  y,  und  da  alsdann  Y  ebenso  wie  Z  gerade  wird, 
80  setzen  wir  femer  Y=2Y\  Z=^2Z\     Dies  giebt: 

r  =  2y«  -  2vyz  —  fis^,    Z' =  z  {2py  +  qz). 
Werden  diese  Werte   eingesetzt  und  dividiert  man  darauf  durch  4, 
so  wird: 

(2py^  +  2qyz  +  nz^  =  p«  F  ^  +  2<p  TZ'  +  ^Z'^ 
Mithin  enthält  derselbe  quadratische  Teiler  p^y^ -i- 2(pyz -{-ifZ^,  in 
welchem  das  Quadrat  des  Teilers  py^  +  2gy£?  +  2nz^  enthalten  ist, 
auch  das  Quadrat  des  zu  ihm  konjugierten  Teilers  2py^'\-2qyz  +  nz^ 
Folgerung.  Ist  die  Gleichung  f7*  =  PF*  +  2(>rZ+ iiZ* 
gegeben,  und  kennt  man  davon  eine  in  der  Formel 
V^p'^  '\'2qyZ'\'2%z^ 

enthaltene  Lösung,  so  giebt  es  immer  noch  eine  andere  Lösung,  welche 
durch  die  konjugierte  Form  V  =  2py^  +  2qyz  +  tc^  geliefert  wird. 
Diese  beiden  Lösungen  verschmelzen  zu  einer,  wenn  der  Wert  von  XJ 
gleich  dem  singulären  quadratischen  Teiler  ist,  d.  h.  wenn  man 
^  '^  /y  H"  '^gy^  +  2/>^  hat;   alsdann  würde  aber  die  rechte  Seite 

der  gegebenen  Gleichung  von  der  Form  2Y^^+2YZ  +  -^^  Z^  sein. 
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382. 

SatB  5.  Ist  p  eine  Primzahl  ebenso  wie  a,  und  hat  man 
p^  :=  ]jp  -{-  aN^y  so  wird  p  oder  2p  notwendig  von  derselben 
Form  t^  4'  ^^^  sein,  so  dafs  p  entweder  zu  dem  quadrati- 
schen Teiler  y*+  ^V^  +  («+  1)^*  oder  zu  dem  konjugierten 
2y'  +  2y0  +  ^^z'  gehört. 

Die  gegebene  Gleichung  i?^  =  M^  +  ^^^  ergiebt  nämlich 
p^  — M^  =  aN^.  Da  nun  a  eine  Primzahl  ist,  so  mufs  einer  der 
Faktoren  p  -{-  M,  p  —  M  durch  a  teilbar  sein,  und  da  das  Zeichen 
von  Jf  willkürlich  angenommen  werden  darf,  so  kann  man  p -f" -^^^  ^^; 
p  —  M^=Q  setzen,  wodurch  sich  FQ  =  HP  ergiebt  Dieser  Gleichung 
genügt  man  aber  allgemein,  indem  man  mit  Zuhülfenahme  von  neuen 
unbestimmten  Gröfsen:  P«  «*JfJ,  N=  TcaBy  Q  =  g}^B  setzt.  Man 
erhält  daher: 

2p  =  aP  +  ö  =  -B(o'  +  a«'), 
woraus  man  erkennt,  dafs  B  nur  1  oder  2  sein  kann.  Ist  ü»2, 
so  wird  |)  =  CD*  +  ^^^]  ist  JR  =  1,  so  wird  2j}  =  cd*  +  a«*.  Mithin 
ist  p  oder  2p  notwendig  von  der  Form  fi  +  ^***'  Is*  ^^^^  P  ^^^ 
der  Form  t^  +  ati^,  so  ist  es  in  dem  quadratischen  Teiler  y*  +  a^, 
welcher  derselbe  ist  wie  y*  +  2y0  +  (a  +  l)^^  enthalten.  Es  kann 
daher  p  nur  zu  diesem  einzigen  Teiler  gehören.  Ebenso  gebort  Pi 
wenn  2p  die  Form   t^  +  ^w*  besitzt,  zu    dem   quadratischen  Teiler 

2y*  +  2ye  +      2~  ^  ^^^  °^  ^^  diesem  allein.    Mithin  mufs,  falls 

p^  =  JM *  +  alP   ist,  2)  zu    einem    der    beiden    konjugierten   Teiler 

y«  +  2y;^  +  (a  +  1)^«,  2f  +  2y;2f  +  ^^  ^  gehören. 

383. 
Satz  6.     Ist  p  eine  beliebige  Primzahl  und  a  eine  Prim- 
zahl von  der  Form  8n+l,  ist  ferner p^=2]iP+ 2 MN+^^N^ 

d.  h.  besitzt  2^?*  die  Form  f*  +  a^*,  so  gehört  p  notwendig 
zu  dem  singulären  quadratischen  Teiler  /V*  +  2^yjEf4-2/'«*,  so 
dafs  p  =  f(i^  +  2gfiv  +  2/'i/*  ist. 

Denn  da  a  eine  Primzahl  von  der  Form  8n  +  1  ist,  so  kann 
man  a  =  2/*  —  g*  setzen,  und  wird  dieser  Wert  in  die  Gleichung 
2p^  =^  P^  -{-  alP  substituiert,  so  ergiebt  sich: 

P^  —  2p^  =  {g^-2p)lP. 
Da  die  Zahlen  P  und  p  prim  zu  einander  sind,  so  sieht  man,  dafs 
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N  als  Teiler  von  P^  —  2p^  von  der  Form  a*  —  2/J*  sein  mufs,  so 
dafs  man  erhalt: 

pa  -  2i)*  =  (i^  -  2f*)  (a«  —  2/J7. 
Dieser  Gleichung  genügt  man  allgemein,  indem  man  setzt: 

P  +  pV2='(g  +  fy2)(a  +  ßY2y. 
Daraus  folgt: 

p  =  fa*  +  2gaß  +  2fß\ 

Mithin  ist  p  in  dem  singulären  Teiler  fy^  +  ^ffV^  +  2/>*  enthalten. 

384. 
8atE7.   Ich  behaupte  jetzt,  dafs  die  beiden  konjugierten 
Teiler,  welche  für  U  genommen  der  gegebenen  Gleichung 
ü^  =PT^  +  2QYZ+ RZ^  genügen,    die  einzigen  Lösungen 
sind,  welche  diese  Gleichung  besitzen  kann« 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  suchen  wir  allgemein  die  Be- 
dingungen, welche  stattfinden  müssen,  damit  zwei  verschiedene  Werte 
von  ü,  etwa 

U  =  py^  +  2qyf^  +  2n0' 

U  =  p'y^  +  2q'y0  +  2nf0', 
in  gleicher  Weise  der  gegebenen  Gleichung 

J72  =  PY2  ^2QYZ+  BZ^ 
genügen.    In  dieser  sind  Fund  Z unbestimmte  Grofsen,  die  Funktionen 
der  Unbestimmten  y  und  0  sein  müssen. 

Wir  nehmen  an,  dafs  die  beiden  Werte  von  ü  derart  vorbereitet 
seien,  dafs  p  und  p  Primj^ahlen  bedeuten.  Dies  vorausgeschickt, 
findet  man  zunächst,  dafs  die  Quadrate  dieser  Werte  in  zwei  Formeln 
von  folgender  Art: 

i^y*  +  ^9>y^  + 1^^ 

enthalten  sind.  Dieselben  müssen  sich  beide  auf  die  gegebene  Form 
Py*  +  2Qy0  +  ^^*  reducieren.  Man  erkennt  hieraus,  dafs  jp*  in  der 
Formel  p^y^  +  2q/yz  -{•  if)  ^  und  umgekehrt  p^  in  der  Formel 
P^y^  +  2q>ysi  +  ilfZ^  enthalten  sein  mufs.  Man  kann  daher  gleich- 
zeitig setzen: 

f  =/2a'2  +  2<p'a  jT  +  Ji^'p 

jp'Ä  =2,2^2  +  2(paß  +  ^ß\ 
Ist  jp^a  +  9)/J  =  y,  so  wird  p^p'^  ==  y^  _^  ^^a  oder: 
{pp  +y){pp  --y)^aß\ 
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Da  a  eine  Primzahl  ist  und  das  Zeichen  von  y  beliebig  gewählt 
werden  kann,  so  kann  man  annehmen^  dafs  pp  -{-  y  durch  a  teilbar 
sei.  Setzt  man  also  ß  =  ABC^  so  zerfallt  die  vorstehende  Gleichung 
in  die  folgenden  zwei: 

!>/  4-  y  =  aAB^ 

pp'^y=ÄC^ 
und  au^  diesen  folgt: 

Da  nun  p  und  p  Primzahlen  sind,  so  sind  die  einzigen  Werte,  welche 
man  A  geben  kann,  1,  2,  p  oder  p,  2p  oder  2p\ 

Man  darf  aber  weder  A=p  noch  JL «»  2 j>  setzen;  denn  da 
alsdann  ß  durch  p  teilbar  wäre,  so  würde  die  Gröfse  p*,  welche 
gleich  jp*a*  +  2(paß  +  '^ß^  ist,  ebenfalls  durch  p  teilbar  sein,  was 
unmöglich  ist.  Aus  demselben  Grunde  kann  A  weder  gleich  p  noch 
gljBich  2p   sein. 

Setzte  man  A  =  2,  so  erhielte  man  pp  =  (7*  +  aJS*;  es  würde 
würde  mithin  pp  von  der  Form  y*  +  ^^  sein,  und  die  beiden  Zahlen 
p  und  p'  würden  zu  demselben  quadratischen  Teiler  der  Formel 
t^  +  au^  gehöreu,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist 

Es  bleibt  daher  nur  übrig,  J.  =  1  zu  setzen.  Alsdann  erhält 
man  2pp  =  C^  +  aW.  Mithin  gehören  die  Zahlen  p  und  2p  vi 
einem  und  demselben  quadratischen  Teiler  der  Formel  t^  +  a%f.  Die 
Zahlen  p  und  2p  gehören  aber  stets  zu  zwei  einander  konjugierten 
Teilern.  Folglich  gehören  die  Zahlen  p  und  jp',  welche  nach  Voraus- 
setzung nicht  in  demselben  quadratischen  Teiler  enthalten  sind,  not- 
wendig zu  zwei  konjugierten  Teilern,  w.  z.  b.  w. 

385. 

Satz  8.  Die  Anzahl  der  die  Form  4n  -)-  1  besitzenden 
quadratischen  Teiler  der  Formel  ^^  4"  «***>  i°  welcher  a  ejne 
Primzahl  von  der  Form  8w  +  1  ist,  ist  immer  um  eine  Ein- 
heit gröfser  als  die  Anzahl  der  quadratischen  Teiler  der- 
selben Formel,  welche  von  der  Form  4w  +  3  sind. 

Tst  nämlich  M  die  Anzahl  der  quadratischen  Teiler  von  der 
Form  4n  +  1  und  N  die  Anzahl  der  quadratischen  Teiler  von  der 
Form  4«  +  3,  und  bezeichnet  man  durch  A,  B,  C,  D,««-  die  Reibe 
der  quadratischen  Teiler  von*  der  Form  4w  +  1;  so  besitzt  von  den 
Gleichungen  U^  ==>  A,  U^'^^B,  f7*  =  (7, •••  eine  jede  zwei  ver- 
schiedene Lösungen,  mit  Ausnahme  der  Gleichung 
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welche  nur  eine  Lösung  besitzt.  Mithin  ist  die  Gesamtzahl  der 
Losungen  2M  —  1.  Diese  Lösungen  aber,  welche  alle  von  einander 
Yerschieden  sein  müssen,  enthalten  notwendig  alle  quadratischen  Teiler 
der  Formel  fi  +  ate*,  sowohl  die  von  der  Form  4n  +  1,  wie  die  von 
der  Form  4n  +  3.  Mithin  hat  man  2M—  1  =  M+  N  oder  JJf  =  N+  1, 
und  hierin  besteht  der  Satz,  welcher  bewiesen  werden  sollte. 

Bemerkung.  Da  in  dem  soeben  behandelten  Falle  die  Formel 
f^  -{-au^  stets  wenigstens  drei  quadratische  Teiler  hat,  nämlich  den 
Teiler 

f  +  '2yz  +  (a+  l)z^ 

den  zu  ihm  konjugierten 

und  den  siiiguläreu  Teiler 

2ff  +  2gyg  +  fs\ 
welcher  nur  in  dem  einzigen  ausgeschlossenen  Falle  a=l  mit  den 
vorigen  übereinstimmt,  so  folgt  daraus,  dafs  es  stets  wenigstens  einen 
quadratischen  Teiler  von  der  Form  4w  +  3  giebt.  Dies  rechtfertigt 
die  im  Artikel  171  gemachte  Annahme,  von  welcher  der  Beweis  des 
Reciprocitatsgesetzes  abhing. 

§  7. 

Beweis  des  Satzes,  welcher  das  zwischen  zwei  beliebigen  Primzahlen 

bestehende  Keciprocitätsgesetz  enthält  (No.  166). 

386. 
HülfssatB.    Ist  p  eine  positive  Primzahl  (aufser  2)  und  h 
eine  beliebige  dur^ h  p  nicht  teilbare  ganze  Zahl  und  divi- 
diert man  die  aufeinanderfolgenden  Produkte  Ä,  2/c,  3/c,---^-  k 

durch  py  so  werden  die  Reste,  welche  bei  diesen  Divisionen 
übrig  bleiben,  zum  Teil  aus  Zahlen  a,  a",  a"^,...a^,  welche 

kleiner  als  y|)  sind,  zum  Teil  aus  Zahlen  6',  6",  6'", . . .  t^, 
welche  gröfser  als  y  p  sind,  bestehen.  Bezeichnet  (i  die 
Anzahl  dieser  letzteren  Reste,  so  behaupte  ich,  dafs  allge- 
mein (--)  =  (—  l)f*  ist,  also  (— )  =  +  1,  falls  fi  gerade,  und 
\p)  ^^  —  ^'  falls  ft  ungerade  ist. 
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Zunächst  ist  klar^  dafs  die  Beste  &\  V\  V",  •  •  •  Ton  einander 
verschieden  sind.  Denn  wenn  zwei  dieser  Reste,  welche  ans  den 
Vielfachen  IcA,  hÄ  sich  ergeben,  einander  gleich  wären,  so  mülste 
die  Dififerenz  h(A'  —  Ä)  durch  p  teilbar  sein.  Öies  ist  aber  nicht 
der  Fall;  da  p  eine  Primzahl  ist,  welche  weder  in  k  noch  in  Ä'  —  Ä 
aufgeht  und  zwar  letzteres  deshalb,  weil  A'  und  A  ungleich  und  kleiner 

als  yP  ö^^-    Ebenso  wird  bewiesen,  dafs  die  Beste  a',  a",  a'", ... 

sämtlich  von  einander  verschieden  sind. 

Es  sind  demnach  die  Zahlen  p  —  b',  p  —  6",  p  —  b"\  • . .  sämtlicli 

ungleich  und  kleiner  als  yi).    Ich   behaupte   aber,   dafs   keine  von 

ihnen  gleich  einer  der  Zahlen  a,  a',  a",...  sein  kann.  Wenn  näm- 
lich zwei  solche  Beste  a  und  b  aus  den  Vielfachen  kAy  kA'  ent- 
stehen, so  kann  man  a^=kA  —  px^  b^='kÄ  —  px  setzen.  Ware 
also  p^b  =  a,  so  würde  sich  2?(1  +  ^  +  ^')  *=*  *C-^  +  -4')  ergeben; 
es  müfste  also  k(A'\-A')  durch  p  teilbar  sein.  Nun  ist  aber  weder 
k  noch  A  -{-  Ä    durch  p  teilbar,   weil  A  und  A'   beide   kleiner  als 

YP  sind.     Mithin  ist  die  vorige  Gleichung  unmöglich. 

Da   nun   also   die   beiden   Beihen  a ,  a ',  a ",  • . .  a^  und  p  —  6', 
p  —  6",  p  —  6'", ...  p  —  t'*   aus    verschiedenen    positiven    Zahlen, 

welche  kleiner  als  yP  sind,    bestehen,   da   femer   die   Gesamtzahl 

A  +  f*  der  Glieder  dieser  beiden  Beihen  gleich  -«  (jp — 1),  also  gleich 

der  Anzahl  der  Vielfachen  k,  2k,  Sk, . . .  ^"7  k  ist,  aus  denen  sie 
entstehen,  so  folgt  daraus,  dafs  das  Produkt  aller  dieser  Zahlen  nur 
1  •  2  •  3  •  •  •  ^^^ —  sein  kann,  und  dafs  somit  die  Gleichheit  besteht: 

p-X 


aa"a"'--'a^(p  —  h')(ß  —  b")-{p-b>^)~l-2'3  ^ 

Läfst  man  in  dieser  die  Vielfachen  Ton  p  weg,  so  erhält  man 
o'o"a"'..a^.6'&"&"'-  .&''(-l)''  =  1.2-3.-    ^~^ 


8 

Andrerseits  hat  man  aber  auch,  ebenfalls  bis  auf  Vielfache  von  p'- 
und  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  gleich: 
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Aus  der  Vergleichung  dieser  beiden  Gleichungen  folgt: 


1.2.3.*..-^?-^.i8^''    '\- 1)/*==  1.2.3...  ^7— 


Mithin  ist: 
oder: 


ic^"'-'\-iy=i, 


Nun  ist  aber^  wenn  man  die  Vielfachen  von  p  wegläfst,  k^  der 

Wert  des  Ausdrucks  (— K  Demnach  erhält  man  in  Übereinstimmung 
mit  dem  Ausspruch  unseres  Hülfssatzes: 

(7)  =  (-  ^y- 

387. 

Da  die  Zahl  {i,  je  nachdem  sie  gerade  oder  ungerade  ist,  den 

Wert  des  Ausdrucks  i—J  bestimmt,  so  ist  es  von  Wichtigkeit,  einen 

analytischen  Wert  dieser  Zahl  zu  haben.  Dazu  bemerke  ich, 
dafs,  wenn  man  mit  a  eine  der  Zahlen  a,  d\...a^  und  mit  h  eine 
der  Zahlen  6',  &",..•  6^*  bezeichnet,  den  schon  gemachten  Voraus- 
setzungen zufolge  2a  <|)  und  26  >|)  ist 

Wie  gewohnlich  stellen  wir  durch  -E(a;)  die  gröfste  in  irgend 
einer  Zahlgröfse.  x  enthaltende  ganze  Zahl  dar,  so  dafs  x  —  E{x) 
stets  ein  positiver  Bruch,  kleiner  als  die  Einheit,  ist. 

Betrachtet  man  die  verschiedenen  Vielfachen  Ä,  2Ä,  •  •  •  -^^ — k, 

aus  denen  die  Beste  a ,  V , . . ,  entspringen,  und  bezeichnet  man  ins- 
besondere mit  Äk  das  Vielfache,  welches  den  Rest  a,  und  mit  Bk 
dasjenige,  welches  den  Rest  b  giebt,  so  hat  man: 

"-^(T-)>f 

Folglich:  , 

Addiert  man   alle   Gleichungen,  welche   analog  für  alle   Werte  von 


1 


=  M- 
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A  und  B  von  1  bis  -^{p  —  1)  gelten,  so  wird  offenbar  die  rechte 

Seite  soviel  Einheiten  enthalten,  als  es  Zahlen  B  giebt,  und  da  die 
Anzahl  derselben  mit  ft  bezeichnet  worden  ist,  so  erhält  man: 

_2£(|.)_2B(H.)_2£(^) 2£(i(£=i^) 

Da  man  femer  von  dem  Werte  von  ft  nur  zu  wissen  braucht^ 
ob  er  gerade  oder  ungerade  ist,  so  kann  man  in  vorstehender  Formel 
die  durch  2  teilbaren  Glieder  weglassen,  wodurch  sich  einfach  ergiebt: 

388. 

Dieser  Wert  ist  einer  Vereinfachung  fähig.  Setzt  man 
zunächst: 

Tz  =  mp  +  3r, 

wo  %  positiv  und  kleiner  als  p  ist,  so  hat  man: 

^ Ä  =  /t  —  m =  Ä  — m— 1  4-- 

P  P  ^       P  , 

Mithin: 

b(<£^)-*-»-i-*-.-b(A). 

In  ähnlicher  Weise  ist: 

und  ebenso  bei  den  andern.     Diese  Werte  hat  man  in  die   Formel 
zu  substituieren  und  dabei  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem 
p  von  der  Form  4»  +  1  oder  von  der  Form  4n  +  3  ist 
1)  Ist  |>  =  4n  +  1,  so  ist  die  Anzahl  der  Glieder 

gleich  2n.     Die  n  ersten  bilden  die  Reihe: 

^(f)+^(f)+-+-E(->')- 

Die  n  andern,   in   umgekehrter   Reihenfolge   geschrieben,   bilden  die 
Reihe: 
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and  diese  geht  der  angegebenen  Transformation  zufolge  über  in: 

Mithin  erhält  man: 
l-'f(j-lKI'-i)  +  E(f)+E(f)+-+B(^) 

-^(})-E(-^)--^('-^> 
Addiert  man  zur  rechten  Seite  die  gerade  Zahl 

was  mit  Rücksicht  auf  ansem  Zweck  gestattet  ist,   so  erhält  man 
einfacher: 

2)  Ist  p  =  4w  +  3,  so  giebt  es  2»  +  1  Glieder  in  dem  Werte 
von  II.     Die  n  ersten  sind  immer: 

die  n  +  1  andern  sind: 

E(^^)+E(Si^)^:.+  E(^^), 
nnd  diese  gehen  dnrch  die  angegebenen  Transformationen  über  in: 
i.  +  lXt-»-E{t)-E{f)-E{f)-.-E(a^). 
so  dafs  man  erhält: 


_^(«i±«i), 


oder  wenn  man  die  gerade  Zahl 

2E{^)+2E(f)  +  ... 
addiert: 
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389, 

Da  im  ersten  Falle  -^  (p —  1)?  i™  zweiten  Falle  -r-  Cp4"  1)  ®^°^ 
ganze  Zahl  ist,  so  reducieren  sich  allgemein  die  beiden  Formeln  anf 
eine  einzige,  sobald  k  eine  ungerade  Zahl  ist,  nämlich  auf: 

.  =  ^(|)  +  ^(i')+^(y)+...  +  £(üi=iH). 

390. 
Ist  k  eine  gerade  Zahl,  so  können  die  beiden  Formeln  eben- 
falls auf  eine  einzige  gebracht  werden,  nämlich: 

+  ...  +  E{Vf-J^). 
vorausgesetzt,  dafs  man  das  doppelte  Vorzeichen  so  bestimmt,  dafs 
—  (jp  +  1)  eine  ganze  Zahl  ist.   Ja  man  kann  auch  tnr  —  (p+ 1)  (k — 1) 
einfach  —  (p  +  1)  schreiben,  da  es  sich  immer  nur  darum  handelt, 
zu  wissen,  ob  fi  gerade  oder  ungerade  ist. 

391. 
Ist  z.B.  Ä  =  2,  so  sind  alle  Glieder  ^  (~),  E  (-),..-£  (-^^^) 

gleich  Null  und  man  hat  einfach  ft  «=  y  (p  +  1). 

Wenn  daher  |)  =  8n  +  1  oder  8w  +  7  ist,  so  ist  die  Zahl  fi 
gerade,  und  es  ist  \~)  =  +  1. 

Wenn  dagegen  j?  «f=  8n  +  3  oder  8n  -f-  5  ist?  so  ist  die  Zahl  fi 

ungerade,  und  es  ist  l—J  =  —  1. 

Man  gelangt  daher  sehr  einfach  zu  den  bekannten  Sätzen,  welche 
die  Beziehung  enthalten,  in  welcher  2  zu  allen  andern  Primzahlen 
steht  (No.  150),  zu  Sätzen,  deren  Beweis  für  sehr  schwierig  gehalten 
wurde,  als  die  Wissenschaft  von  den  Zahlen  noch  nicht  so  weit 
vorgeschritten  war. 

392. 
Es  seien  jetzt  k  und  p  zwei  beliebige  ungerade  PrimsalüeD. 
Da  wir  bereits  y—j  =  (—1)"  gesetzt  haben,   so  setzen  wir  analog 
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(y)  =  (—  1)*.     Dann  erhalten  wir  zufolge  der  Formel  in  No.  389: 

Nehmen  wir  an,  dafs  k<ip  sei,  und  setzen  wir: 

j^x,      p  =  2i)'+l,      Ä  =  2Ä'  +  1, 

80  ergiebt  sich: 

;t  4-  V  =  E{x)  +  E(2x)  +  E(ßx)  H 1-  E(px) 

+0  +  ^(l)  +  ^(l)+-+^(D- 

Ich  behaupte  nun,  dals  sich  die  rechte  Seite  auf  pV  reducieri 
Wir  betrachten  zunächst  die  Reihe: 

Z  =  E{x)  +  E(2x)  +  E(3x)  +  •  •  •  +  E(px), 

und  bemerken,  dafs  die  Glieder  dieser  Reihe  stufenweise  wachsen  von 
Null  an,  welches  wegen  x<l  der  Wert  von  E(x)  ist,  bis  zu  Je,  dem 
Werte  von  E(jpx)]  denn  es  ist 

■^  p  P  '         2p      ' 

folglich  E{p'x)  =  h'.  Wir  müssen  nun  untersuchen,  wieviel  Glieder 
in  dieser  Reihe  gleich  1,  wieviel  gleich  2,  u.  s.  w.  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  unbestimmte  Grofsen  m^y  m^, 
f^9f"'^k'  von  der  Beschaffenheit  an,  dafs 

m^x^==\y    w^a;  =  2,    m^x  =  ^y    ^40?  =  4,  •••  wjfc'rc  =  ife' 

ist.     Vou  diesen  Zahlen  «n^,  m,, . . .  kann  keine  eine  ganze  Zahl  sein, 

da  ihr  allgemeiner  Ausdruck  m,  =  —  =  -^  und  0  <  ife  ist    Ist  dem- 

nach  E(fng) »» M,,  so  dafs  m,  zwischen  die  aufeinanderfolgenden 
ganzen  Zahlen  M,  und  M,  -f-  1  fallt,  so  folgt  offenbar  aus  diesen 
Annahmen: 

1)  dafe  die  ersten  Glieder  JE(a:),  E(2x),'"  bis  E{M^x)  gleich 
Null  sind.    Ihre  Anzahl  ist  gleich  M^. 

2)  dafs  die  folgenden  Glieder  E{{M^  +  \)x),  ^((Jlfi  + 2)a;),... 
bis  zu  E{M^x)  einschliefslich  den  Wert  1  haben.  Ihre  Anzahl  ist 
gleich  Jlfg  —  Jfi* 

3)  dafs  die  folgenden  Glieder  E{{M^+  \)x),  E{{M^  +  2)x),'- 
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bis  zu  E{M^x)  einschliefslich   den  Wert  2   haben.     Ihre  Anzahl  ist 
gleich  Jfj  —  Jfj. 

Und  so  geht  es  weiter  bis  zu  den  letzten  Gliedern,  deren  Wert 
V  und  deren  Anzahl  gleich  p  —  Jf*'  ist. 

Vereinigt  man  demnach  alle  Glieder,  aus  denen  der  Wert  von 
Z  besteht,  so  erhält  man: 

Z=OxM,  +  l(M^  -  JfO 
+  2(Jtf3  -  M,) 

+ 

+  (Ä;'-l)(JJfv-Jf*'-i) 

oder,  wenn  man  zusammenzieht: 

Z=Jcp  —M,—  M^  —  M^ Jtfi'-.i~Jf*'. 

Nun  ist  aber  allgemein: 

Mithin: 

^-*y-^(i)-*(i)-^(i)-..._^(4). 

Setzt  man  diesen  Wert  in  den  von  ft  +  v  ein,   so  folgt  daraus  die 
sehr  einfache  Formel  ^  +  t;  =  p  J',  oder: 

393. 

Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Satz,  welcher 
das  zwischen  zwei  beliebigen  Primzahlen  p  und  h  bestehende  Eed- 
prcoitätsgeeets  enthält.     Ist  eine  der  Zahlen p  und  Ä;  oder  alle  beide 

von  der  Form  4«  +  1,  so  wird  die  Gröfse  -j  (p  —  1)(Ä;  —  1)  eine 

gerade  Zahl;  somit  sind  die  Zahlen  (i  und  v  entweder  beide  gerade 

oder  beide  ungerade,^  und  dies  giebt  (-|-j  =  (— j. 

Sind  die  Primzahlen  p  und  Je  alle  beide  von  der  Form  4n*f  3; 

so  ist  die  Grölse  y(P  —  ^)(*  —  ^)  ®"*®  ungerade  Zahl;  somit  mufs 

von  den  beiden  Zahlen  fi  und  v  die  eine  gerade,  die  andere  ungerade 

sein,  und  dies  giebt:  y—J  =  —  ( j^-j. 
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Ferner  leitet  man  die  allgemeine,  allen  Fällen  genügende  Formel 
aus  den  Ausdrücken  (— j  =  (— 1)/*,  \^J  =  (—  1)"  her.  Dieselben 
ergeben: 

(7)-(f)(-')'-^'-<-l)'"^''^(f). 

wie  in  No.  166. 

Auf  diese  Weise  ist  allgemein  ein  Satz  bewiesen^  den  man  als 
den  wichtigsten  der  Zahlentheorie  betrachten  kann,  und  der  allen 
denen,  welche  es  versuchten,  ihn  auf  anderem  Wege  zu  beweisen, 
grofse  Schwierigkeiten  bereitete. 

Der  soeben  nach  Friedrich  Gaufs  dafür  gegebene  Beweis 
ist  um  so  bemerkenswerter,  als  er  auf  den  elementarsten  Prinzipien 
beruht;  wir  werden  aber  im  sechsten  Hauptteil  Gelegenheit  haben, 
einen  viel  einfacheren  Beweis  dieses  Satzes  zu  geben,  welcher  von 
dem  durch  seine  schönen  Entdeckungen  in  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Funktionen  bekannten  Herrn  Jacob i  aus  Königsberg  herrührt. 


§  8. 

Ober  ein  sehr  bemerkenswertes  bei  der  Auszahlung  der  Primzahlen 

beobachtetes  Gesetz. 

394. 

Obwohl  die  Reihe  der  Primzahlen  äufserst  unregelmäfsig  ist, 
kann  man  doch  mit  einer  recht  befriedigenden  Genauigkeit  an- 
geben, wieviele  dieser  Zahlen  zwischen  1  und  einer  gegebenen 
Grenze  x  vorhanden  sind.  Die  Formel,  welche  diese  Aufgabe 
lost,  ist: 

X 

^         log  X  —  1,08366  ' 

WO  log  X  einen  hyperbolischen  Logarithmus  darstellt  In  der  That 
giebt  die  Vergleichung  dieser  Formel  mit  der  unmittelbaren  in  den 
umfassendsten  Tafeln,  wie  denen  von  Vega,  Chernac  oder  Burck- 
hardt,  vorgenommenen  Auszählung  die  folgenden  Resultate: 


X«egeodre,  Zahlentheorie  IL 
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Grenze  x. 

Zahl  y. 
Aus  der   Ans  den 
Formel.   Tafeln. 

Grenze  x. 

Zahl  y. 
Aus  der   Aus  den 
Formel.   Tafeln. 

10000 

1230 

1230 

200000 

17982 

17984 

20000 

2268 

2263 

250000 

22035 

22045 

30000 

3252 

3246 

300000 

26023 

25988 

40000 

4205 

4204 

350000 

29961 

29977 

50000 

5136 

5134 

400000 

33854 

33861 

60000 

6049 

6058 

500000 

41533 

41538 

70000 

6949 

6936 

600000 

49096 

49093 

80000 

7838 

7837 

700000 

56565 

56535 

90000 

8717 

8713 

800000 

63955 

63937 

100000 

9588 

9592 

900000 

71279 

71268 

150000 

13844 

13849 

1000000 

78543 

78493 

395. 
tJnmoglich  kann  eine  Formel  eine  ebenso  weit  ausgedehnte  and 
notwendigerweise  häufigen  ünregelmäfsigkeiten  unterworfene  Beihe 
von  Zahlen  genauer  darstellen.  Um  ein  ohnehin  bemerkensirertes 
Gesetz  noch  besser  zu  beleuchten^  füge  ich  hinzu,  dafs,  als  ich  iiaeb 
einem  bald  auseinanderzusetzenden  Verfahren  suchte ,  wie  viel  Prim- 
zahlen zwischen  1  und  1000000  enthalten  seien,  ich  deren  78527 
fand,  ein  Resultat,  welches  wenig  von  dem  der  in  den  Tafeln  vor- 
genommenen Auszählung  und  noch  weniger  von  dem  durch  die  Formel 
gelieferten  verschieden  ist  Es  besteht  daher  kein  Zweifel  darflber, 
nicht  nur,  dafs  das  allgemeine  Gesetz  durch  eine  Funktion  von  der 

Form  —p: qjg  dargestellt  wird,  sondern  auch,  dafs  die  Koefficienten 

wirklich  die  sehr  angenäherten  Werte  -4  =  1,  ••  •,  B  =  —  1,08366 
besitzen.  Es  bliebe  also  nur  noch  übrig,  dieses  Gesetz  von  toid- 
herein  zu  beweisen.  Es  ist  dies  eine  interessante  Untersuchung^  über 
welche  wir  nachstehend  einige  Versuche  mitteilen. 


396. 
Nennt  man  a  die  Gröfse,  um  welche  man  x  vermehren  r^^ 
damit  y  in  y  +  1  übergehe,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  « die 
folgende  Gleichung,  in  welcher  zur  Abkürzung  c  =  1,08366  ge«cW  ^' 

X  -\-  a  X 


1  = 


log  i^x  +  a)  —c 


log  X  —  c 


r 
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Hieraus  erhält  man  unter  der  Voraussetzung,  dafs  x  eine  sehr  grofse 
Zahl  sei: 

a  =  (logaj-c  +  l)(l  +  i) 
oder  einfach  : 

a  =  log  a;— 0,08366, 
da  diese  Bestimmungen  keine  strenge  Genauigkeit  gestatten. 

Es  folgt  hieraus,  dafs  in  dem  Mafse,  wie  x  wächst,  die  Differenz 
zwischen  zwei  x  benachbarten  Primzahlen  ebenfalls  wächst,  und  dafs 
dieselbe,  was  ihren  mittleren  Wert  betrifft,  mit  grofser  Annäherung 
durch  log  X  —  0,08366  dargestellt  werden  kann,  so  dafs  man  in  einem 
Intervalle  von  2m  zwischen  x  —  m  und  a?  +  w  enthaltenen  Gliedern 

eben  so  viele  Primzahlen  zählen  mufs  als  -^ ^  ...^^    Einheiten 

log  X  —  0,08366 

enthält,  vorausgesetzt  dafs  m  hinreichend  klein  im  Verhältnis  zu  x  ist. 
Dieses  Resultat  stimmt  übrigens  sehr  gut  mit  der  Natur  der 
Primzahlen  überein,  welche  im  Allgemeinen  um  so  weiter  von  ein- 
ander entfernt  sein  müssen,  je  gröfser  sie  werden.  Denn  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dafs  eine  beliebig  herausgegriffene  Zahl  eine  Primzahl 
ist,  nimmt  stets  in  dem  Mafse  ab,  als  diese  Zahl  zunimmt,  da  die 
Anzahl  der  Divisionen,  welche  man  auszuführen  hat,  um  sich  zu 
überzeugen,  dafs  sie  eine  Primzahl  ist,  immer  gröfser  wird. 

397. 

Nach  dem  soeben  erhaltenen  Resultate  scheint  es,  dafs  die  con- 
vergenten  Reihen,  welche  von  dem  Gesetz  der  Primzahlen  abhängen, 
so  summiert  werden  könnten,  als  ob  dieses  Gesetz  ein  regelmäfsiges 
und  von  der  Art  sei,  dafs,  wenn  irgend  ein  Glied  mit  x  bezeichnet 
wird,  das  folgende  Glied  x  +  log  x  —  c  +  1  ist.  Im  Folgenden  gebe 
ich  einen  Versuch,  solche  Summationen  auszuführen.  Die- 
selben sind  übrigens  zu  verificieren,  sei  es  durch  numerische  Berech- 
nung, sei  es  durch  direktere  Methoden. 

Wir  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  das  Produkt 

'-(i-4)('-i)('-i)('-^)-('-i). 

in  welchem  die  Nenner  die  aufeinanderfolgenden  Primzahlen  von  3 
bis  (o  sind,  zu  berechnen. 

Nennt  man  0'  dasjenige,  was  aus  0  wird,  wenn  sich  c^  in 
(D  +  log  o  —  c  +  1  oder  in  co  -+-  a  verwandelt,  so  ist : 

OD  -\-  CC  —   1 


0)  +  a 


ö* 
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Nach  den  bekannten  Formeln  aber  hat  man: 

'         dm     *     2  dm*      ' 

Betrachtet  man   demnach  a  als   sehr  klein  im  Verhältnis  zu  o,  was 
um  so  genauer  ist,  je  gröfser  co  ist;  so  erhält  man  sehr  nahe: 

de  — dm  — da 

z  ma  a      ' 

und  dies  giebt: 


a  log  m  —  0  08366 

Berücksichtigte  man   die  Glieder  zweiter  Ordnung ,  so  erhielte  man 
genauer: 

^  2(0/ 


Z  = 


log  m  -<  0,08366  -f 


24» 

Indessen  ist  der  erste  Wert  hinreichend  genau.  Setzt  man  i.===  *>^  » 
so  findet  man  leicht  die  in  Tafel  IX  enthaltenen  Zahlen. 

398. 

Es  sei  jetzt  die  Reihe  der  Brüche 

1,1,1,1,  ,1 

^=3^+6^+7^  +  11^  "I r  -^, 

in  welcher  die  Nenner  die  Quadrate  der  aufeinanderfolge^^^®**  *^" 
zahlen  sind^  zu  summieren. 

Setzt  man  co  -j*  a  an  die  Stelle  von  co,  so  wird: 

'^'-'^=    (m  +  a)*    ' 
oder: 

dz     .     1      2   ^'^      I  1  2«     ,  .  . 

«  d^  +  Y«  ^d^oT«  + ^-"S^-t"  ' 

Folglich: 

j 1 . 1         _^^ 

^"^  a)(a  +  l)"*^        CD  (log  m  +  0.9ie3^) 

Die  Eonstante  Ä  ist  der  Wert  der  ins  Unendliche  ^  Ä  1  iuf. 
Reihe.  Euler  fand  denselben  gleich  0,202247  (Intjr-  üi  ^"  *  ' 
No.  282). 

399. 
Was  die  Summe  der  einfachen  reciproken  Reihe 

«  =  i  +1+7  +  11  +---  +  i 
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anlangt,  so  kann  man  dieselbe  aus  den  beiden  bereits   gefundenen 
Sammen  ableiten.     Da  nämlich 


('-T)(l-T)('-T)-(>-i) 


1,104 


log  CO  —  0,08866 

ist,   SO  erhält  man,  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmen  nimmt, 
nach  bekannten  Formeln: 

+ T  (i  +  ö'  +  7*»  +  "• + i) 
+ 

Nun  besitzt  d: 
der  von  der  Ordnung 


'.  log  (log  fo  -  0,08366)  -  log  1,104. 


Reihe 

1 


olog  (0 


3«  "I"  '6^  H"  *"  ~l — « ?  wenn  man  die  Glie- 
yernachlässigt,   die  Summe  0,202247; 


die  andern  Summen  reducieren  sich  ebenfalls  auf  Eonstanten,  deren 
angenäherte  Werte  sich  leicht  bestimmen  lassen.  Man  erhält  daher 
die  gesuchte  Summe: 

u  =  log  (log  w  -  0,08366)  — 0,2215. 

400. 
Die  Eigenschaft  der  vorigen  Reihe,  eine   unendliche  Summe  zu 
haben,  vermag  einiges  Licht  über  das  allgemeine  Gesetz  der 
Primzahlen  zu  verbreiten. 

Betrachtet  man  nämlich  u  als  eine  Funktion  von  co,  welche  der 
Gleichung 

1,1,1,1,         ,1 

^='Y  +  T  +  y  +  -ir  +  -+ar 

genügt,  so  erhält  man,  wenn  a  in  co  +  a  übergeht: 


du 


+  ^ 


d'u 


1 

ffl  +  a 


Ol  w«    ^ 


dffl     •      2    dm* 

und  nimmt  mau  an,  dafs  o  sehr  grofs  oder  a  sehr  klein  im  Ver- 
hältnis zu  (0  sei,  so  reducieren  sich  diese  Reihen  auf  ihr  erstes  Glied 
und  geben: 

du 


1    da 
a     o 


Unter  der  nämlichen  Voraussetzung  eines  sehr  grolsen  m  kann 
man  annehmen,  dafs  der  Wert  von  ce,  nach  absteigenden  Potenzen 
von  m  entwickelt,  der  folgende  ist:  a««-4c»'^  +  Bai"  +  *--,  wobei 
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der  Exponent  m  gröfser  ist  als  die  folgenden.     Betrachtet  man  also 
nur  das  erste  Glied  dieser  Reihe,  so  wird: 

j  1  dm 

folglich  : 

u  =  C -j      . 

Wenn  aber  m  eine  positive  endliche  Gröfse  wäre,  so  würde  sich, 
wenn  man  (o  =>  oo  setzte,  u  auf  die  Eonstante  C  redacieren,  was 
nicht  stattfinden  kann,  da  man  weifs,  dafs  u  alsdann  unendlich  grolk 
ist.  Andrerseits  kann  nicht  m  s»  0  sein,  weil  alsdann  der  Unter- 
schied zweier  aufeinanderfolgenden  Primzahlen  eine  Eonstante  Ä  zur 
Grenze  haben  würde,  während  derselbe  der  Natur  dieser  Zahlen  zu- 
folge unbegrenzt  wachsen  mufs.  Mithin  mufs  m  unendlich  klein 
sein,  und  alsdann  nimmt  Ao"^  +  J5aj"+  •••  die  Form  ^logo  +  -B 
an.    Setzt  man  also  a  ^=^A  logo  -}~  ^7  so  ist: 

,    i    dm  1     da 

am  A       a    ^ 

folglich: 

w  =  ^  log  a  +  C, 

eine  Gröfse,  welche  unendlich  wird,  wie  es  sein  mufs,  falls  o  unend- 
lich ist. 

401. 
Da  man  a  ^  A  log  o  -^  B  haiy  so  kann  man  hieraus  leicht  mit 
Hülfe  der  Gleichung  y  —  y  =  1  oder  «-^  =  1  die  Funktion  y  ab- 

leiten.     Man  erhält  dy= ,  und  wenn  man  integriert: 

also: 

y  ~   A\o^m  +  B  ^^Ä  ' 
und    dies    stimmt   mit   der    oben   angegebenen    allgemeinen  Formel 
überein,  wenn  man  -4  =  1,  .5  =  —  0,08366  setzt. 

Man  beachte,  dafs  wir  auf  diese  Weise  mit  Hülfe  der  Integral- 
rechnung eine  wesentliche  Eigenschaft  der  Primzahlen  erhalten.  Alle 
mathematischen  Wahrheiten  aber  stehen  im  Zusammen- 
hang mit  einander,    und    alle  Hülfsmittel,   welche   zu  ihrer 
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Entdeckung  dienen,  sind  gleich  zulässig.  So  hat  man  von 
der  Betrachtung  der  Funktionen  Gebrauch  gemacht,  um  verschiedene 
fundamentale  Sätze  aus  der  Geometrie  und  Mechanik   zu  beweisen« 


§9. 
Beweis  verschiedener  Sätze  über  die  arithmetischen  Progressionen. 

402. 
Es  sei  die  arithmetische  Progression  gegeben: 

A  —  C,2A  —  C,  3A  —  C,'"y  nA-^C,  (Z) 

in  welcher  A  und  C  irgendwelche  zu  einander  prime  Zahlen  sind. 
Femer  sei  9'  eine  Primzahl,  welche  nicht  in  A  aufgeht.  Bestimmt 
man  dann  x  derartig,  daCs  Ax  —  C  durch  «B*  teilbar  ist,  so  wird  der 
Wert  von  x  allgemein  von  der  Form  a?  =  a  +  ^js  sein,  woraus  man 
erkennt,  dafs  die  durch  0*  teilbaren  Glieder  m  der  gegebenen  arith- 
metischen Progression  selbst  wieder  die  arithmetische  Progression 

Aa  —  C,  A(a  +  ^)  —  C,  A{a  +  2»)  —  C,... 

bilden,  und  dafs  es  somit  unter  &  aufeinanderfolgenden,  an  irgend 
einer  Stelle  der  Progression  (Z)  gewählten  Gliedern  stets  ein  durch 
*  teilbares  Glied  giebt,  welchem  eine  Reihe  anderer  gleichfalls  durch 
d'  teilbarer  und  von  einander  um  das  Intervall  d'  abstehender  Glieder 
vorangeht  und  nachfolgt. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  sei  «d*,  A,  f&,...  ^,  o  eine  Reihe 
beliebig  angenommener  und  in  irgendwelcher  Ordnung  aufeinander- 
folgender Primzahlen,  von  denen  jedoch  keine  in  A  aufgeht.  Wir 
untersuchen,  welches  in  der  Progression  (Z)  die  gröfste 
Anzahl  von  aufeinanderfolgenden  Gliedern  ist,  welche 
durch  irgend  eine  der  Zahlen  der  Reihe  0*,  A,  /i, . . .  ^,  o,  die 
wir  die  Reihe  (a)  nennen  wollen,  teilbar  sind.  Zu  diesem  Zwecke 
müssen  wir  zunächst  die  einfachsten  Fälle  untersuchen. 

403. 

Betrachteji  man  zunächst  nur  swei  Primzahlen  d'^  A,  so  kann  es 
nicht  mehr  als  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  geben,  von  denen 
das  eine  durch  «d*,  das  andere  durch  A  teilbar  ist.  Diese  Glieder 
können  durch  (d),  (A)  bezeichnet  werden.  Das  auf  (A)  folgende  Glied 
kann  nicht  durch  ^  teilbar  sein;  denn  da  das  Intervall  bis  (d)  nur 
zwei  Glieder  enthält,  so  müfste  «B*  =»  2  sein.     Dieser  Fall  ist  aber 
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ausgeschlossen;  da  wir  in  der  Reihe  (a)  nur  ungerade  Primzahlen  in 
Betracht  ziehen.  Aus  demselben  Grunde  kann  das  Glied,  welches 
(d")  vorangeht;  nicht  durch  A  und  noch  weniger  durch  #  teilbar  seiiL 
Mithin  ist  in  diesem  ersten  Falle  das  gesuchte  Maximum 
M=2. 

404. 

Sind  drei  Primzahlen  d'^  l,  fi  gegeben^  so  kann  man  sich  denken, 
dafs  drei  aufeinanderfolgende  Glieder  durch  diese  Zahlen  teilbar 
seien.  Dieselben  seien  mit  (%),  (A),  (/i)  bezeichnet  Damit  das  auf 
(/i)  folgende  Glied  durch  d-  teilbar  sei,  muTs  d-  gleich  3  sein,  und 
damit  das  Glied;  welches  (d^)  Yorangeht;  durch  /it  teilbar  sei;  miilk  fi 
gleich  3  sein.  Da  jedoch  die  betrachteten  Primzahlen  notwendig  von 
einander  verschieden  sind,  so  kann  nur  eine  von  diesen  Annahmen 
stattfinden.  In  dem  Falle  alsO;  wo  «^  =^  3  ist;  konnte  es  vier  auf- 
einanderfolgende GliedÖr  (3);  (A),  (ft),  (3)  geben,  von  denen  jedes 
durch  eine  der  Primzahlen  3,  l^  [i  teilbar  ist  Unmittelbar  hinter 
diesen  vier  Gliedern  kann  man  kein  fünftes  von  dieser  Beschaffenheit 
annehmen;  denn  da  der  kleinste  Wert,  welchen  l  haben  kann,  5  ist, 
so  würde  das  erste  durch  5  teilbare  Glied  hinter  (A)  das  siebente 
und  nicht  das  fünfte  sein.  Mithin  hat  man  in  dem  Falle,  wo 
die  Reihe  (a)  aus  drei  Primzahlen  besteht;  höchstens  Jf»4; 
obendrein  mufs  aber  eine  dieser  Primzahlen  gleich  3  sein. 

405. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dafs  die  Reihe  (a)  aus  vier  Primzahlen 
^,  A;  fA;  V  bestehe,  und  betrachten  vier  aufeinanderfolgende,  durch 
diese  Zahlen  teilbare  Glieder;  nämlich  (d),  (A);  (ft),  (v).  Soll  zu 
diesen  noch  ein  fünftes  hinzutreten,  so  mufs  A  gleich  3  sein;  alsdann 
erhält  man  die  fünf  aufeinanderfolgenden  Glieder  (p),  (3),  (^),  (v),  (3). 
Soll  zu  diesen  noch  ein  sechstes  hinzukommen;  so  ist  dies  nur  mög- 
lich; wenn  -ö*  =  5  ist;  denn  alsdann  würde  man  die  sechs  Glieder 
(5),  (3);  (ji),  (v),  (3);  (5)  erhalten.  Diese  Reihe  kann  weder  nach  rechts 
noch  nach  links  weiter  fortgesetzt  werden;  denn  da  fi^und  v  gröfser 
sein  müssen  wie  5,  so  gehen  die  durch  ft  oder  'durch  v  teilbaren 
Glieder  weit  darüber  hinaus.  Mithin  giebt  es  in  dem  Falle,  wo  die 
Reihe  (a)  aus  vier  Gliedern  besteht;  nur  höchstens  sechs  aufeinander- 
folgende Glieder  in  der  Progression  (Z),  welche  durch  irgend  eins 
der  Glieder  der  Reihe  (a)  teilbar  sind.    Man  hat  also  dann  3f«=6; 


1 
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jedoch  findet  dieses  Maximum  nur  statt^  wenn  zwei  der  yier  Prim- 
zahlen gleich  3  und  5  sind. 

406. 

In  der  That  sieht  man  ein^  dafs  die  kleinsten  Primzahlen 
am  ehesten  unter  sonst  gleichen  Umständen  den  gröfsten 
Wert  Yon  M  zu  liefern  vermögen,  da  bei  grofseren  Primzahlen 
auch  die.  Abstände  der  Glieder,  deren- Teiler  sie  sind,  gröfser  werden. 

Auf  Grund  dieser  Beobachtung  kann  man  sogleich  die  natür- 
liche Reihe  der  Primzahlen  3,  5,  7,...^,  co  in  Betracht  ziehen, 
indem  man  nur  zwei  Unbestimmte  übrig  läfst,  wie  es  in  den  behan- 
delten Fällen  geschehen  ist.  Das  für  diese  Reihe  gefundene  Maximum 
wird  um  so  mehr  gelten  für  die  Reihe  (a),  welche  aus  einer  gleichen 
Anzahl  von  Gliedern  0*,  A,  f&, . . .  ^,  o  besteht. 

Es  seien  also  die  fünf  Primzahlen  3,  5,  7,  ^,  oi  gegeben.  Wie 
wir  bereits  gefunden  haben,  können  wir  mit  den  vier  Primzahlen 
3,  5,  ^,  (9  die  sechs  aufeinanderfolgenden  Glieder  (5),  (3),  (^),  (©), 
(3),  (5)  bilden.  Nähme  man  7  an  Stelle  von  ^  oder  c»,  so  könnte 
man  höchstens  nur  die  acht  Glieder  (5),  (3),  (7),  (co),  (3),  (5),  (^),  (3) 
bilden,  denn  ihre  Fortsetzung  nach  rechts  würde  erfordern,  dafs  c» 
gleich  5,  und  die  nach  links,  dafs  ^  gleich  7  wäre.  Man  erhält 
jedoch  ein  gröfseres  Resultat,  wenn  man  ^  und  o  so  läfst,  wie  in 
der  ersten  Anordnung,  und  dann  (7)  auf  der  einen  Seite  hinzusetzt 
Dies  gestattet  zu  gleicher  Zeit,  (7)  auch  auf  der  andern  Seite  hinzu- 
setzen, da  das  Intervall  der  beiden  Glieder  (7)  und  (7)  aus  sieben 
Gliedern  besteht,  wie  es  sein  mufs.  Man  erhält  somit  die  acht  auf- 
einanderfolgenden Glieder :  (7),  (5),  (3),  {f),  (o),  (3),  (5),  (7).  Ferner 
aber  kann  man  offenbar  noch  (3)  auf  beiden  Seiten  hinzufügen,  weil 
der  erforderliche  Abstand  von  den  nächsten  Gliedern  (3)  gewahrt  ist. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  Verbindung  von  zehn  Gliedern, 
nämlich  (3),  (7),  (5),  (3),  (^),  («,),  (3),  (5),  (7),  (3).  Dieselbe  lafst 
sich  aber  weder  nach  rechts  noch  nach  links  weiter  fortsetzen,  da 
hierzu  co  oder  ^  gleich  5  sein  müfste,  was  nicht  der  Fall  ist,  weil 
5  bereits  Verwendung  gefunden.  Mithin  ist  in  dem  Falle,  wo 
die  Reihe  (a)  aus  fünf  Gliedern  besteht,  das  gesuchte  Maxi- 
mum M  =«  10. 

407. 

Man  hätte  durch  eine  einfache  Betrachtung  unmittelbar 
211  diesem  Resultate  gelangen  können.    Da  die  durch  3  teilbaren, 
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und  darch  (3)  dargestellten  Glieder  in  einem  Abstände  von  drei 
Stellen;  die  durch  5  teilbaren  Glieder  in  einem  Abstände  von  fbif 
Stellen  u.  s.  w.  aufeinanderfolgen ,  so  hat  die  Reihe  der  in  mög- 
lichst grofser  Anzahl  zu  bildenden  aufeinanderfolgenden  Glieder  diese 
Eigenschaft  mit  der  Reihe  der  ungeraden  Zahlen  ^  bei  welcher  man 
von  irgend  einem  Gliede  anfangen  kann,  gemeinschaftlich^  da  in 
dieser  letzteren  Reihe  die  durch  3;  durch  5  u.  s.  w.  teilbaren  Glieder 
ebenfalls  in  Abstanden  von  3 /von  5  u.  s.  w.  Gliedern  aufeinander- 
folgen. Will  man  aber  die  grofste  Anzahl  von  aufeinanderfolgenden, 
durch  irgend  eine  der  Primzahlen  3;  5,  7,  11; . . .  teilbaren  Gliedern 
dieser  Reihe  erhalten^  so  mufs  man  die  Reihe  der  ungeraden  Zahlen 
in  ihren  kleinsten  Gliedern  d.  h.  vom  Anfang  dieser  Reihe  an  be- 
trachten. Denn  bei  einer  weiteren  Entfernung  würde  man  durch 
Primzahlen;  welche  grofser  als  die  gegebenen  Primzahlen  sind,  ge- 
zwungen werden  anzuhalten;  und  diese  würden  die  Continuitat  der 
Glieder;  die  man  bilden  will;  verhindern.  Man  mufs  daher  ganz  ein- 
fach die  Reihe  1;  3;  5;  7;  9;  11; .  . .  betrachten.  Dieselbe  kann  man 
auch  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  fortsetzen;  also: 

9,  -7,  -5,  -3,  -1,  1,3,  5,  7,  9,.--, 

oder  man  kann;  da  es  auf  die  Vorzeichen  der  Zahlen  nicht  ankommt, 
sobald  man  nur  allein  auf  ihre  Eigenschaft;  durch  eine  gegebene 
Zahl  teilbar  oder  nicht  teilbar  zu  seiu;  Rücksicht  nimmt;  die  doppelte 
Reihe  betrachten: 

...       15,       13,       11,       9,       7;       5;       3,        1;       1;       3;       5;       7;      9;       H,       13,       15.    "    '    . 

In  dieser  folgen  die  durch  3,  5,  7,...  teilbaren  Glieder  immer  in 
Abständen  von  3;  5,  7; . . .  Gliedern  aufeinander,  und  diese  Reibe 
hat  den  Vorteil,  dafs  sie  aus  den  kleinstmoglichen  Gliedern  besteht 
Bezeichnet  man  wie  oben  jedes  Glied  durch  die  kleinste  Primzahl, 
welche  darin  aufgeht,  so  kann  man  die  Reihe  folgendermafsen  dar- 
stellen: 

...(3);   (13),    (11);    (3),   (7),   (5),   (3),   (1),    (1);    (3),.  (5),  (7),  (3), 

(11),   (13),   (3)... 

408. 

Sind  jetzt  3,  5,  7,  ^,  oj  die  gegebenen  Primzahlen,  so  setie 
man  in  der  vorstehenden  Reihe  die  Unbestimmten  (^),  (©)  an  die 
Stelle  der  beiden  Glieder  (1)  und  (1),  welche  die  Mitte  einnehmen, 
und  nehme  von  den  vorangehenden  und  nachfolgenden  Gliedern  alle 
diejenigen,  welche  (7)  nicht   übersteigen.     Auf  diese  Weise  erhält 
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maa  f&r  den  in  Rede  stehenden  Fall  unmittelbar  die  Beihe: 
(3),  (7),  (5),  (3),  it),  («,),  (3),  (5),  (7),  (3), 

welche  aus   zehn   Gliedern   besteht  und^   wie  bereits   oben   gefunden 
worden  ist,  das  Maximum  Jlf  =  10  liefert. 

Es  ist  nun  nichts  leichter,  als  dieses  Resultat  für  beliebig  viele 
Primzahlen  zu  verallgemeinern.  Hat  man  z.  B.  die  sechs  Primzahlen 
3;  5f  7;  11;  ^;  (o ,  SO  slcht  man,  dafs  die  Verbindung,  welche  die 
grolste  Anzahl  von  aufeinanderfolgenden,  durch  irgend  eine  dieser 
Primzahlen  teilbaren  Gliedern  hervorbringt,  die  folgende  ist: 

(11),  (3),  (7),  (5),  (3),  (tH),  («,),  (3),  (5),  (7),  (3),  (11), 

und  diese  liefert  das  Maximum  Jlf  =  12. 

Nimmt  man  noch  eine  Primzahl  hinzu,  so  dals  die  Reihe  (a) 
ans  den  sieben  Gliedern  3,  5,  7,  11,  13,  ^,  cd  besteht,  so  erhält  man 
die  Verbindung: 

(3),   (13),    (11),    (3),    (7),    (5),   (3),    ifl   (o),   (3),    (5),    (7), 
(3),   (11),   (13),    (3), 

welche  sechzehn  Glieder  enthält  und  Jlf  =  16  ergiebt.  Dieselbe 
kann  nicht  weiter  fortgesetzt  werden,  weil  das  Glied,  welches  auf 
der  einen  oder  andern  Seite  folgen  würde,  (17)  ist.  Aber  selbst  wenn 
if  oder  a  gleich  17  wäre,  so  könnte  man  diese  Zahl  doch  nicht  zur 
Fortsetzung  der  Reihe  verwenden,  da  sie  gegen  die  Mitte  hin  einen 
leeren  Platz  lassen  würde. 

409. 

Ich  bemerke  jetzt,  dafs  die  Zahl  16,  welche  der  vorhergehenden 
Aufgabe  genügt,  nichts  andres  ist  als  17  —  1,  wo  17  die  unmittel- 
bar auf  13  folgende  Primzahl  ist,  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  dafs 
dieses  Resultat,  in  solcher  Weise  verallgemeinert,  richtig  ist.  Denn 
die  Progression,  von  welcher  wir  soeben  Gebrauch  gemacht  haben, 
ist  nichts  anderes  als  die  nach  entgegengesetzten  Richtungen  wieder- 
holte Reihe  der  ungeraden  Zahlen  1,  3,  5,  7,  9...,  bei  welcher  jedes 
Glied  durch  die  kleinste  darin  aufgehende  Primzahl  bezeichnet  ist 
Man  kann  daher  das  gegenseitige  Entsprechen  beider  Progressionen 
in  folgender  Weise  zur  Anschauung  bringen: 

17,15,  13,   11,    9,    7,    5,    3,    1,    1,    3,    5,    7,    9,    11,    13,   15,  17 
(3),(13),(ll),(3),(7),(5),(3),W,(ai),(3),(5),(7),(3),(ll),(13^^ 
Bei  dieser  Anordnung  aber  erkennt  man  deutlich,  dafs  die  An- 
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zahl  der  Glieder,  welche  zwischen  den  beiden  mit  17,  17  bezeichneten 
Gliedern  enthalten  sind,  gleich  17  —  1  ist.  Mithin  hat  man  Jlf«=17 — L 
Ebenso  leicht  sieht  man  allgemein,  dafs,  wenn  die  Reihe  (a)  ans 
Tc  Primzahlen  besteht,  von  denen  zwei,  ^  und  (Oj  unbestimmt  sind, 
die  andern  aber  die  natürliche  Reihe  3,  5,  7,  11,  13,  17,...  bis  zu 
jj(t— 2)  bilden,  das  gesuchte  Maximum  ist: 

Jf=Ä(*-i)  — 1, 

wobei  Ä^*""^^  das  an  Ä —  1*"  Stelle   befindliche  Glied  in   der  Reihe 
der  Primzahlen  3,  5,  7,  11,...  bedeutet. 

Diese  Formel  steht  im  Einklang  mit  den  von  uns  gefundenen 
besonderen  Resultaten.  Es  ergiebt  sich  aus  ihr  der  folgende  allge- 
meine Satz: 

410. 

Es  sei  eine  beliebige  arithmetische  Progression  A  —  C, 
2A  —  (7,  ^A  —  (7, . . .  gegeben,  in  welcher  A  und  C  relative 
Primzahlen  sind;  es  sei  ferner  eine  Reihe  %',  A,  /i,...^,o 
gegeben,  welche  aus  h  ungeraden,  beliebig  gewählten  and 
in  irgendwelcher  Reihenfolge  angeordneten  Primzahlen 
besteht.  Nennt  man  dann  allgemein  n^*^  das  ß^  Glied  in  der 
natürlichen  Reihe  der  Primzahlen  3,  5,  7,  11,...,  so  giebt 
es  unter  ä^*~~^^  aufeinanderfolgenden  Gliedern  der  gege- 
benen Progression  wenigstens  eine,  welche  durch  keine  der 
Primzahlen  '9',  A,  ft, .  . .  ^,  co  teilbar  ist 

Denn  wie  wir  eben  bewiesen  haben,  kann  es  in  der  in  Rede 
stehenden  Progression  höchstens  nur  ä^*—^) — 1  aufeinanderfolgende 
Glieder  geben,  welche  durch  irgend  eine  der  Primzahlen  ö*,  A,  /i, ...  ^,  » 
teilbar  sind.  Mithin  giebt  es  unter  ä<*~*^  aufeinanderfolgenden 
Gliedern  wenigstens  eins,  welches  durch  keine  von  diesen  Zahlen 
teilbar  ist 

Dieser  sehr  bemerkenswerte  Satz  läfst  mehrere  schone 
Anwendungen  zu.  Man  kann  sich  davon  durch  die  beiden  Fol- 
gerungen, die  wir  aus  ihm  ziehen  werden,  überzeugen. 

411.  • 

Wenn  die  Progression  A  —  C,  2A  —  C,  3-4  —  (7, . . .,  bis  zum 

w*®**  Gliede  nA  —  C  fortgesetzt  ist,  so  sei  L  die  grofste  in  ynA—C 

enthaltene  ganze  Zahl;  zugleich  sei  to  die  unmittelbar  unterhalb  L 

gelegene  Primzahl  und  ^  die  Primzahl,  welche  o  vorangeht.    Wählt 
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man  dann  in  der  Progression  A  —  C,  2-4  —  C,  3-4.  —  (7, . . .  an 
irgendwelcher  Stelle  ^  aufeinanderfolgende  Glieder  aas^  so  mufs  es 
dem  vorhergehenden  Satze  zufolge  unter  diesen  ^  Gliedern  wenigstens 
eins  geben,  welches  durch  keine  der  Primzahlen  3,  b,  1,  11^...  ^;  o 
teilbar  ist,  und  welches  somit,  wenn  die  Progression  mit  dem  Gliede 
nA  —  G  ihr  Ende  erreicht,  eine  Primzahl  ist. 

Die  Anzahl  der  Glieder  der  Progression,  von  demjenigen  an, 
welches  YnA  —  C  am  nächsten  Hegt,  bis  zum  letzten  Gliede  nA  —  C, 

beträgt  nahezu  n  —  l/-/  (denn  man  nimmt  C<.A  an,  und  es  ist 
♦  <  YnÄ) .     Mithin  giebt  es  unter  den  n  Gliedern  der  betrachteten 

Progression  wenigstens  ebensoviel  Primzahlen,  als  in  oder 

ungefähr  in  1/-^  Einheiten   enthalten   sind.     Diese   Zahl    kann    so 

grofs  werden  als  man  will,  wenn  man  n  einen  geeigneten  Wert 
giebt.     Folglich: 

Jede  arithmetische  Progression,  deren  erstes  Glied  und 
Differenz  relative  Primzahlen  sind,  enthält  unendlich  viele 
Primzahlen. 

Diesen  Satz,  welcher  in  der  Zahlentheorie  von  grofsem  Nutzen 
ist,  habe  ich  in  den  Abhandlungen  der  Akademie  der  Wissenschaften 
vom  Jahre  1785  angegeben.  Bisher  jedoch  war  ein  Beweis  des- 
selben noch  nicht  bekannt^  und  schien  derselbe  grofse  Schwierigkeiten 
darzubieten. 

412. 

Man  konnte,  falls  es  nötig  wäre,  die  Grenzen,  zwischen  denen 
eine  Primzahl  liegen  mnfs,  stufenweise  verengern;  denn  die  Zahl 
«(k-i)^  welche  die  Ausdehnung  dieser  Grenzen  angiebt,  nimmt  zu 
gleicher  Zeit  mit  n  und  zwar  im  Verhältnis  von  Yn  ab.  Wenn  dem- 
nach n  kleiner  oder  die  Progression  weniger  weit  fortgesetzt  ist,  so 
bedarf  man  einer  geringeren  Anzahl  von  aufeinanderfolgenden  Glie- 
dern, um  unter  ihnen  eine  Primzahl  zu  finden,  als  wenn  die  Pro- 
gression eine  grofsere  Ausdehnung  besitzt.  Aus  diesem  Grunde  würde 
man  far  die  Anzahl  der  Glieder  der  Progression,  welche  Primzahlen 

sind,  eine  Zahl  gröfser  als  1/-^  finden.    Dieses  Resultat  würde  noch 

gröfser  werden,  wenn  man  die  ungeraden  Primzahlen,  welche  in  A 
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aufgehen  können  ^  ausschliefst;  denn  ist  die  Anzahl  dieser  gleich  t^ 
so  müfste  man  an  Stelle  der  im  Satze  der  No.  410  erwähnten  Zahl 
3f(*— 1)  die  Zahl  «<*— i— o  nehmen.  Jedoch  sind  diese  Bemerkungen 
minder  wichtig,  vielmehr  genügt  es,  allgemein  bewiesen  zu  haben, 
dafs  jede  arithmetische  Progression,  in  welcher  Ä  und  C  relative 
Primzahlen  sind,  unendlich  viele  Primzahlen  enthält  Was  die  Menge 
der  unter  n  Gliedern  der  Progression  entbaltonen  Primzahlen  betriSt, 
so  kann  dieselbe  nur  mittelst  anderer  Betrachtungen  bestimmt  werden. 

413. 

Wir  untersuchen  jetzt  specieller  die  Progression  der 
ungeraden  Zahlen  1,  3,  5,  7,  9, . . .  29a  —  1,  und  stellen  uns 
die  Aufgabe  zu  bestimmen,  wie  viele  Glieder  wir  zu  dieser 
Progression  hinzufügen  müssen,  damit  sich  unter  diesen 
Gliedern  notwendig  eine  Primzahl  vorfinde. 

Ist  ^  die  Primzahl,  welche  der  Aufgabe  genügt,  und  a  die  an- 
mittelbar auf  ilf  folgende  Primzahl,  so  mufs  unserm  Satze  zufolge  a 
die  gröfste  in  |/2n  +  2^^  — - 1  enthaltene  Primzahl,  mithin 

(D^  —  2t  +  l<  2n 
sein.     Es  kann  aber  o  —  ^  nicht  kleiner  als  2  seih;  folglich  erhält 
man: 

(ö^  — 2©+  1  <2w  —  4, 
somit: 


1 


o  -  1<  |/2n  —  4, 
und  daher: 

t<—  l  +  l/2n^^^. 
Diese  allgemeine  Losung  liefert  den  folgenden  Sats: 

Ist  V' die  gröfste  in  |/2»  —  4 — 1  enthaltene  Primzahl, 
so  giebt  es  unter  denV,  unmittelbar  auf  2n  ^- 1  folgenden 
ungeraden  Zahlen  stets  wenigstens  eine  Primzahl. 

414. 

Ist  z.  B.  2n  —  1  =  113  oder  n  —  57,  so  ist  die  gröfste  in 
}/llO  —  1  enthaltene  Primzahl  7.  Mithin  giebt  es  unter  den  sieben 
auf  113  folgenden  ungeraden  Zahlen,  welche  lauten:  115,  117,  119, 
121,  123,  125,  127,  notwendig  eine  Primzahl.  Dieselbe  ist  127,  also 
gerade  die  siebente. 

Man  findet  hier  die   auf  7  bestimmte  Grenze   gerade   von  der 
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erfoiderlicheu  Gröfse.  Sehr  häufig  aber,  und  besonders  wenn  n  sehr  grofs 
isty  ist  die  gefundene  Grenze  viel  zu  weit.  Man  würde  sie  noch 
weiter  hinausrücken,  dafür  aber  den  Wortlaut  des  Satzes  verein- 
fachen, wenn  man  sagte,  dafs  zwischen  L  und  Z  -|-  2  VL  sich  not- 
wendig eine  Primzahl  vorfinden  muTs. 

Dieser  Satz  ist  wenigstens  ein  erster  Schritt  zur  Lo- 
sung der  als  sehr  schwierig  betrachteten  Aufgabe,  eine 
Primzahl  zu  finden,  welche  grofser  als  eine  gegebene 
Grenze  ist. 

Bemerkung.  Gäbe  man  n  sehr  kleine  Werte,  so  würde  man 
finden,  dafs  dieser  Satz  einigen  Ausnahmen  unterworfen  ist.  Da  wir 
jedoch  vorausgesetzt  haben,  dafs  V'  ein  Glied  der  Reihe  3,  5,  7,  ll,... 
sein  soll,  so  mufs  y2n  —  4  —  1  >  3  und  somit  n  >  10  sein.  Als- 
dann aber  giebt  es  keine  Ausnahme. 

§  10. 

Es  wird  bewiesen,  dafs  jeder  quadratische  Teiler  der  Formel  ^  +  Nu^ 
wenigstens  eine  Zahl  Z  enthält,  welche  kleiner  als  N  und  prim  zu 

N  oder  \  N  ist. 

415. 

Dieser  Satz  ist  notwendig,  um  den  Beweis  des  Satzes  12  im 
dritten  Hauptteile  zu  vervollständigen;  er  findet  sich  unmittelbar  an 
allen  Beispielen,  die  man  sich  vorlegen  kann,  bestätigt,  ja  man  kann 
sogar  den  allgemeinen  Wert  von  Z  bei  einer  grofsen  Zahl  von  qua- 
dratischen Teilern  angeben,  welche  einen  unbestimmten  Eoefficienten 
enthalten  und  sich  daher  auf  unendlich  viele  Werte  von  N  beziehen. 
Indessen  wollen  wir  von  diesen  speciellen  Fällen  nur  diejenigen  an- 
fahren, welche  notwendig  sind,  um  zum  allgemeinen  Beweise  des 
Satzes  zu  gelangen. 

Da  wir  hauptsächlich  die  Formeln  der  Tafel  VIII,  welche  den 
Gegenstand  des  erwähnten  Satzes  bilden,  im  Auge  haben,  so  werden 
wir  uns  derselben  Benennungen  bedienen.  Es  sei  also  der  quadratische 
Teiler  gegeben: 

r  B=r  cy*  +  2byjs  -f-  az^, 
in  welchem 


ac  —  b^  =  N,    a  und  c>2b,    und  c  <  2  |/y2V 
ist    Wir  setzen  voraus,  dafs  die  drei  Zahlen  a,  &,  c  keinen  gemein- 
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schaftlichen  Teiler  haben;  denn  hätten  sie  einen  solchen^  so  könnte 
der  ausgesprochene  Satz  offenbar  nicht  stattfinden. 

416. 
Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  bemerken  wir  zunächst,  dafs  es 
zwei  Hauptfälle   giebt,   in  denen   man  den   Wert  von  Z  un- 
mittelbar erhält, 

1)  Wenn  die  eine  der  beiden  Zahlen  a  und  e  entweder  keinen 
oder  nur  den  Teiler  2  mit  'N  gemeinsam  hat,  so  kann  mau  diese 
Zahl  für  Z  nehmen. 

2)  Wenn  in  dem  gegebenen  quadratischen  Teiler  das  zweite  Glied 
fehlt,  so  dafs  man  F  =  cy^  +  ai?  und  N=  ac  hat,  so  ist  ersicht- 
lich, dafs  die  in  f  enthaltene  Zahl  c  -f-  a  kleiner  als  ac  ist  und  mit 
ac  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  hat.  Demnach  ist  in  diesem 
Falle  allgemein  Z  =  c  -{-  a. 

Es  handelt  sich  also  nur  nochdarum,  die  Fälle  zu  untersuchen, 
wo  b  von  Null  verschieden  ist,  und  jeder  der  Eoefficienien 
a  und  c  mit  N  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  hat 

Unter  dieser  doppelten  Voraussetzung  kann  man  die  gesachte 
Zahl  nicht  nur  in  der  gegebenen  Formel  cy^  -f-  2byss  -{•  as^,  sondern 
auch  in  der  weniger  allgemeinen  Formel  cy*  +  26y  +  a  finden.  Wir 
werden  daher  zeigen,  €afs  man  stets  der  Gleichung 

Z=cy^  +  2hy  +  a 
genügen  kann,  wenn  man  annimmt,  dafs  Z  kleiner  als  N  und  prim 

zu  N  oder  -r-N  ist 

417. 

Es   sei  d^^X   der   gröfste  Teiler,   welchen  c  und  N  gemeinsam 

haben.    Wir  stellen  diesen  Teiler  in  der  angegebenen  Weise  dar,  um 

auszudrücken,   dafs  X  nur  ungleiche  Faktoren  besitzt,  und  um  aus 

der  Gleichung  ac  —  6*  =  JT  schliefsen  zu  können,  dafs  d-X  der  grofetc 

gemeinschaftliche  Teiler  von  c  und  h  ist.    Ist  daher: 

c  =  ^Uc',      h  =  ^Xb\      N  =  ^U  JV", 

so  erhält  man: 

N'  =  ac'  —  XV^, 

und  der  Teiler  Z  geht  über  in: 

Z'^^ncY  +  2^A6y  +  a. 

Ich  bemerke  nun  zunächst,  dafs  Z  keinen  gemeinschafUicbeD 
Teiler  mit  d'X  haben  kann;  denn  wenn  eine  und  dieselbe  Primzahl  0 


1 


§  10.  Jed.  quadr.  Teiler  von  t^+Nu^  enthält  eine  Zahl  Z,  welche  u.  s.  w.     81 

in  Z  und  d'X  aufginge,  so  würde  dieselbe  der  vorstehenden  Gleichung 
zufolge  offenbar  auch  in  a  aufgehen.  Es  würden  daher  die  drei 
Koefficienten  a,  h,  c  durch  eine  und  dieselbe  Zahl  teilbar  sein,  was 
gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Es  ist  aber  N=^  d'^XN\  Wenn  es  demnach  zwischen  Z  und  N 
einen  gemeinsamen  Teiler  giebt,  so  wird  dieser  Teiler  auch  den  beiden 
Zahlen  Z  und  N'  gemeinsam  sein,  und  umgekehrt,  wenn  Z  und  N' 
prim  zu  einander  sind,  so  werden  es  Z  und  N,  wie  die  Aufgabe  es 
verlangt,  ebenfalls  sein. 

Es  reduciert  sich  demnach  alles  darauf  zu  bewirken,  dafs  Z  und 
N'  unter  einander  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  Multi- 
pliciert  man  nun  den  Wert  von  Z  mit  c',  so  ergiebt  sich: 

cZ=X{^c'y  +  by  +  N', 
und  ferner  sind  die  Zahlen  c  und  N'  prim  zu  einander,  da  d'^X  der 
grofste  gemeinschaftliche  Teiler  von  c  und  N  ist.  Mithin  ist  man 
sicher,  daXs  Z  und  N  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben ,  wenn  man  es  so  einrichtet,  dafs  d'c'y  +  V  und  N'  prim  zu 
einander  sind. 

418. 
Nennt  man  «',  a\  a",  ...  cfi^  die  i  verschiedenen  ungeraden 
Primzahlen,  welche  in  If  aufgehen  können,  bezeichnet  man  femer 
mit  ^(•— *>  das  i  —  1*®  Glied  in  der  natürlichen  Reihe  der  Primzahlen 
3,  5,  7,  11,  . . .,  und  bildet  man  dem  allgemeinen  Gliede  d-cy  +  V 
gemäfs,  wo  d'c'  und  V  prim  zu  einander  sind,  die  nach  beiden  Seiten 
hin  unbegrenzte  arithmetische  Progression: 

80  giebt  es,  wie  in  No.  410  bewiesen  worden  ist,  unter  /x<*"-*>  auf- 
einanderfolgenden Gliedern  dieser  Progression  wenigstens  eins,  welches 
durch  keine  der  Primzahlen  «',  a",  «"',  . . .  a^^  teilbar  und  somit 
notwendig  prim  zu  JV'  ist. 

Man  findet  daher  auf  diese  Weise  beliebig  viele  Werte  von  Z, 
welche  mit  N  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  Es  ist  aber 
noch  zu  zeigen,  dafs  es  unter  diesen  Werten  wenigstens  einen  giebt^ 
welcher  kleiner  ist  als  K 

419. 
Wir  bemerken  zunächst,  dafs  man,  um  die  Grenzen  der  Werte 
von  y  zu  erhalten,  für  welche  Z  kleiner  wird  als  N,  die  Gleichung 
N=cy'  +  2by  +  a 

Itegendre,  Zahleutheorie  n.  G 
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auflösen  mufs;  dieselbe  liefert  als  diese  Grenzen  die  Werte: 

y  =  — ^ ,    y ^ *) 


Ihre  DiflFerenz  —VcN—c  stellt  nahezu  die  Anzahl  der  Werte  von« 
c  '  ' 

dar,  für  welche  Z<N  ist.     Denn  beachtet  man,  daCs  6<Yci8t> 

so  findet  man  mit  Hülfe  der  vorstehenden  Werte  leicht,  dafe  die  An- 

zahl   dieser  Werte   gleich   der   gröfsten   in  — ycN — c   enthaltenen 

ganzen  Zahl  oder  höchstens  um  eine  Einheit  grofser  als  diese  ganze 
Zahl  ist.    Bezeichnet  man  also  jene  Zahl  mit  n,  so  hat  man: 

oder  in  gewissen  Fällen: 

Indessen  kann  man  allgemein  den  ersten  Wert  festhalten,  wodurch 
die  Rechnung  nur  noch  beweiskräftiger  für  unsern  Satz  wird. 

Diesem  Werte  kann  man  eine  bequemere  Form  geben.  Da  die 
beiden  Zahlen  a  und  c  mit  N  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben 
und  h  nicht  gleich  Null  ist,  so  mufs  b  wenigstens  durch  zwei  von  ein- 
ander verschiedene  ungerade  Primzahlen  teilbar  sein.  Es  kann  daher 
b  nicht  kleiner  als  3x5  sein,  und  da  c>2b  ist,  so  mufe  c>30  sein. 

Dieselbe  Zahl  c,  die  wir  als  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  a 

und  c  angenommen  haben,  ist  <2l/-  -^,  und  da  cN—e>{c—i)N 
ist,  so  kann  der  Wert  von  n   auf  die  Form  gebracht  werden: 


^VjN 


Hierin  ist  — -T—  >  "w  öo<i  —  >  1-    Mithin  ergiebt  sich: 

Es  ist  jetzt  zu  zeigen,  dafs,  welches  auch  die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen Primfaktoren  von  N'  sein  möge,  doch  stets  |ii<''"~*><ii' ist 


*)  Diese  Werte  sind  inkorrekt,  insofern  an  Stelle  von  YcN —  c  Überall 


ycN  —  N  zu  setzen  ist.  Hierdurch  wird  indessen  der  schliefsliche  Greniwert 
für  n'  nicht  beeinflufst,  da  später  wieder  der  richtige  Wert  }/c  JV  —  N  eiDge- 
führt  wird.  Anm.  d.  Übers. 
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420. 
Wir  nehmen  den  Wert  N'  =  ac  —  kb'^  wieder  auf  und  setzen 
voraus^  dafs  der  gröfste  gemeinschaftliche  Teiler  von  a  und  N  gleich 
fi^v  sei,  wo  fi*  der  gröfste  in  ihm  enthaltene  quadratische  Faktor  ist. 
Alsdann  mufs  V  durch  jki/  teilbar  sein.    Setzt  man  also: 

a  =  y?vd  ^      V  =  ftv6", 
so  erhält  man: 

Der  Fa.ktor  ß^  konnte  sich  auf  1  reducieren^  v  dagegen  ist  ein  un- 
gerader Faktor,  der  notwendig  bleiben  mufs,  da  der  Beweis  unter 
der  Annahme  geführt  wird,  dafs  a  und  N  einen  andern  gemein- 
schaftlichen Teiler  als  2  haben.  Was  den  andern  Faktor  a'c' — Ai/ft"* 
anlangt,  so  kann  man  zeigen,  dafs  er  grofser  ist  als  ZXvV'^,  Denn 
da  a  und  c  beide  grofser  als  2h  sind,  so  hat  man  ac>  AV  und  so- 
mit ac  >4Av6"*.  Hiemach  sieht  man,  dafs  K  nicht  weniger  als 
zwei  verschiedene  ungerade  Faktoren  haben,  oder  dafs  i  nicht  kleiner 
als  2  sein  kann.  Wir  wollen  nun  der  Reihe  nach  die  verschiedenen 
Fälle  untersuchen,  welche  je  nach  den  verschiedenen  Werten  von  i 
stattfinden. 

1)  Wir  nehmen  an,  dafs  N'  nur  zwei  Faktoren  v  und  a 
habe.  Da  alsdann  i  gleich  2  ist,  so  hat  man  ^C«— i)  =  |li(1)=  3, 
weil  3  das  erste  Glied  der  Reihe  3,  5,  7,  11,  . . .  ist.  Man  hat  dem- 
nach zu  beweisen,  dafs  n   grofser  ist  als  3. 

Da  einerseits  N'^va,  andererseits  N'>  Skv^V'^  ist,  so  ist 
umsomehr  a  >  3Ai/,  und  da  die  kleinsten  Zahlen,  welche  für  A  und  v 
genommen  werden  können,  3  und  5  sind,  so  ist  a  >  45.  Mithin  darf 
man  a  nicht  kleiner  als  46  oder  47  annehmen;  man  kann  a  =»  46 
setzen,  da  der  Faktor  2  nichts  an  dem  Resultate,  das  man  haben 
will,  ändert.  Alsdann  hat  man  N=d^lN'  '=d^Xv'46.  Der  kleinste 
Wert  von  N  ist  also  JT—  3  •  5  •  46  =  690,  woraus  folgt: 

Wenn   daher   N'   nur   zwei   ungerade   Primfaktoren    besitzt,    so   ist 

2)  Wir  setzen  voraus,  dafs  N-  drei  Primfaktoren  besitze, 
und  femer,  dafs  diese  Faktoren  von  einander  verschieden  seien,  damit 
der  Wert  von  i  um  so  grofser  werde.  Setzt  man  also  N'  =^  vaß, 
i  «=  3,  wodurch  sich  ft(«~*^  =  |ii^*>  =  5  ergiebt,  so  mufs  ebenfalls 
J?'>3a/*A6"*  und  somit  a/J>3vA  sein.    Das  Minimum  der  Gröfse 

6* 
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ävk  ist  3  .  3  .  5  oder  45^  also  aß  >  45.  Da  aber  die  Zahlen  a  und  ß 
ungleich  und  von  3  und  5  verschieden  sein  müssen,  so  darf  man  fSr 
a  und  ß  keine  kleineren  Werte  nehmen  als  7  und  11.  Diese  geben 
N'^vl-n,  und  der  kleinste  Wert  von  N=d'^XN'  wird  kvl-M 
oder  3  .  5  .  7  .  11.  Offenbar  ist  aber  1/357.  11  >  5.  Mithin  hat 
man  n  >  ^^'-~^\ 

3)  Ist  N*  =  vaßy,  und  sind  diese  vier  Faktoren  ungerade  und 
von  einander  verschieden,  so  ist  i  =  4  und  |x^»- 1)  =  ^x^')  =  7.  In 
diesem  Falle  ist  der  kleinste  Wert  von  N  ^=^  %^]ivaßy  gleich 
3-5.7.1113.  Nun  ist  aber  1/35- 7  •  11- 13  oder  l/Y^TTTSOö 
oflFenbar  gröfser  als  7.    Mithin  hat  man  ebenfalls  n  >  /x^'— ^l 

4)  Nimmt  man  noch  einen  Faktor  hinzu,  so  ist  1=^5, 
^(.-1)  ^  11^  und  der  kleinste  Wert  von  iV^ist  3  •  5  •  7  ■  11  •  13  •  17  oder 

11  ■  13  .  17  .  105.    Da  nun  i/iV>  22  ist,  so  ist  n>^YN>iiS'-'\ 

Die  Ungleichheit  wird  oflFenbar  zu  Gunsten  von  n  immer  grofser 
und  gröfser,  je  mehr  die  Anzahl  der  Faktoren  Qber  drei  hinaas 
wächst.  Mithin  ist  der  Satz  streng  bewiesen,  sobald  K  eine 
beliebige  Anzahl  von  ungeraden  ungleichen  Faktoren  besitzt 

Kommen  in  JV'  gleiche  Faktoren  vor,  so  treten  dieselben 
nur  als  einfache  Faktoren  in  den  Wert  von  i  und  somit  in  den  von 
fi^'-*^  ein.  Jedoch  nimmt  YN  immer  mehr  zu  und  die  Ungleichheit 
wird  zu  Gunsten  von  n'  noch  viel  gröfser.  Ebenso  verhält  es  sich 
mit  dem  Faktor  2,  welcher  zwar  den  Wert  von  n,  nicht  aber  den 
von  |Li^*~*)  vergröfsert. 

Mithin  kann  man  in  allen  Fällen,  welche  nicht  zu  den  Fallen 
1  und  2  in  No.  41 G  gehören,  stets  eine  oder  mehere  Zahlen  JZ"  finden, 

welche  kleiner  als  N  und  prim  zu  N  oder  —  N  sind. 


§  11. 
Methode  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Glieder  in  einer  beliebigen 
arithmetischen  Progression,  welche  durch  keine  der  in  einer  gegebenen 
Reihe  enthaltenen  Primzahlen  teilbar  sind. 

421. 
Wir  beibrachten  wiederum  die  arithmetische  Progression: 
A  —  C,    2Ä—C,    SA-C,  "'  nA  —  C, 
in  welcher  A  und  C  zu  einander  prim  sind.    Ist  dann  d  eine  Prini- 
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zahl,  welche  nicht  in  Ä  aufgeht,  bestimmt  man  ferner  die  Zahl  -ö-^  <  -d" 
so,  dafs  Äd"^  -{-  C  durch  -O*  teilbar  ist,  und  setzt  man  x  ^^  d'Z  —  -9*^ 
so  wird  für  alle  in  dieser  Formel  enthaltenen  Werte  von  x  der  Aus- 
druck Ax  —  C  durch  «^  teilbar  sein.  Nachdem  dieses  festgestellt  ist, 
fragen  wir,  wie  viele  durch  d"  nicht  teilbare  Glieder  es  in 
der  gegebenen  Progression  giebt,  wenn  die  Anzahl  aller 
Glieder  gleich  n  ist. 

Ist  n  ein  Vielfaches  von  -9*,  so  ist  offenbar  die  Anzahl  der  durch 

d'  teilbaren  Glieder  gleich  ^-    Wird  daher  die  Anzahl  der  durch  -0- 

nicht  teilbaren  Glieder  y  genannt,  so  ist: 

y  =  „_-J-  =  „(l_A). 

Ist  dagegen  n  kein  Vielfaches  von  &,  so  giebt  die  vorher- 
gehende Formel  bis  auf  einen  Bruch  die  Anzahl  der  durch  -d"  nicht 
teilbaren  Glieder  an.  Um  aber  eine  in  allen  Fällen  genaue  Formel  zu 
erhalten,  bemerken  wir,  dafs  die  durch  d"  teilbaren  Glieder  die  Reihe 
bilden:  A{^  —  ^'')  —  C,  ^(2^  — -^«)  -  (7,  A(3»  —  d^)  -  G,  ... 
bis  zu  einem  Gliede  kAd"  —  Ad-^  —  C,  das  An  —  C  möglichst  nahe 
liegt  und  kleiner  als  An  —  C  ist. 

— ^ — j  die  gröfste  in 

-— ^; —  enthaltene  ganze  Zahl,   so   ist  diese  ganze  Zahl  der  Wert 

von  k.     Mithin  ist  die  Anzahl  der  durch  d'  teilbaren  Glieder  in  der 

gegebeneu  Progression  gleich  El — '^ — j,  und  somit  die  Anzahl  der 

durch  d'  nicht  teilbaren  Glieder  gleich: 

Wenn  n  durch  d"  teilbar  ist,  so  ist  die  gröfste  in  — ^ —  enthaltene 
ganze  Zahl,  welches  auch  d"^  sein  möge,  gleich  ^,  da  -ö"^  positiv 
und  kleiner  als  d'  ist.    Es  ist  also  dann  y  ^=n  —  a^  >  wie  oben. 

422. 

Es  seien  jetzt  «d*  und  A  zwei  nicht  in  A  aufgehende  Primzahlen, 
und  es  werde  die  Aufgabe  gestellt  zu  bestimmen,  wieviel  Glie- 
der es  in  der  nämlichen  Progression  giebt,  die  weder  durch  %• 
noch  durch  X  teilbar  sind. 
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Bezeichnen  wir  allgemein  durch  A^  die  positive  und  unterhalb  A 
liegende  Zahl,   für  welche  ÄA^-^C  durch  A  teilbar  ist,   so  giebt 

— ^ — )  die  Anzahl  der  durch  d'  teilbaren  Glieder 
in  der  gegebenen  Reihe  und  E  ( — ~ — )  die  Anzahl  der  durch  k  teil- 
baren Glieder  an.  Zieht  man  beide  Zahlen  von  der  Gesamtzahl  n 
ab,  so  bleibt 

»-^(H^)-E("-±-) 

Übrig.  Auf  diese  Weise  würde  man  jedoch  die  durch  d'X  teilbaren 
Glieder  zweimal  abgezogen  haben;  um  sie  daher  nur  einmal  abzu- 
ziehen, wie  die  Aufgabe  es  verlangt,  mufs  man  zu  der  vorstehenden 
Gröfse   die  Anzahl   der   durch   d'l  teilbaren  Glieder,   welche  gleich 

Ei~~^j-^)  ist,  addieren.     Man  erhält  so  die  gesuchte  Zahl: 

In  dem  Falle,  wo  n  ein  Vielfaches  von  dA  ist,  geht  diese  Formel 
über  in: 

■    ,_„(,_4)(,_'), 

423. 

Allgemein  seien  d",  X,  fi,  . . .  ^,  oi  beliebig  viele  Primzahlen 
(aufser  2),  von  denen  keine  in  A  aufgeht,  und  es  werde  die  Auf- 
gabe gestellt,  zu  bestimmen,  wieviel  Glieder  es  in  der  Progression 
A  —  Cy  2 J.  —  (7,  . . .  nA  —  C  giebt,  welche  durch  keine  von 
diesen  Primzahlen  teilbar  sind. 

Hierbei  mufs  man  zwei  Fälle  unterscheiden. 

1)  Ist  n  ein  Vielfaches  des  Produktes  «d-iliii . . .  ^o,  so  ist 
die  gesuchte  Anzahl: 

»-»(>-i)('-T)(--J)-('-i)-        W 
Diese  nämliche  Formel  liefert  allgemein  für  jeden  Wert  von  « 
ein  angenähertes  Resultat.    Indessen  konnte  die  Annäherung  ziem- 
lich mangelhaft  werden,  wenn  das  Produkt  'O'ilfi  . . .  ^o  gleich  einer 
sehr  hohen  Potenz  von  n  wäre. 

2)  Was  auch  n  sein  möge,  man  erhält  stets  die  xiohtige 
Lösung  mit  Hülfe  der  Formel: 
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,_„_i£(i*±)+i£("_+;»»)_zif+,fÄ-)+....OT 

Darin  bedeutet 

die  Summe  der  ganzen  Zahlen  ^(-^^ — \    •^(~t — )  '  "  y  "welche  von 
den  einfachen. Zahlen  d',  X,  ...  herrühren; 

die  Summe  der  ganzen  Zahlen  E{-\f^^'),  e(^^-^^^^^),  ..-, 

welche  von  den  Produkten  je  zweier  dieser  Zahlen  herrühren  u.  s.  w. 
Diese   Gröfsen    müssen   für   alle   möglichen   Kombinationen    ge- 
bildet und  mit  denselben  Vorzeichen  versehen  werden^  wie  die  Glieder 
mit  gleichem  Nenner  in  der  Entwicklung  des  Produktes 

4-i)('-f)(i-v)-(i-i)- 

Man  mufs  jedoch  beachten ;  dafs  in  der  Formel  (b')  die  Glieder 
nicht  weiter  fortgesetzt  werden  dürfen,  als  die  Nenner  A  das  letzte 
Glied  der  gegebenen  Reihe  An  —  C  nicht  übersteigen.  Denn  ist  A 
grofser  als  Äfi  —  C,  so  ist  die  Zahl  A®,  für  welche  ÄA^-^C  durch  A 

--^     7  "^  ^* 
In  dem  Falle,  wo  n  ein  Vielfaches  des  Produktes  d'Xfi , .  ,ilf(a 

—^ — j   der  Formel  (6')   auf  ^; 
man  kommt  daher  genau  auf  die  Formel  (a )  zurück. 

Ist  allgemein  n  =  ÄQ  +  ***>  so  besteht  der  Wert  von  y 

1)  aus  dem  Teile  Jc(d'  —  1)(A  —  1)  •  •  •  (©  —  1),  welcher  dem 
Werte  n  =  JQ  entspricht,  und 

2)  aus  dem  Teile,  welcher  dem  Teile  n  =«  w  entspricht  und  durch 
die  Formel  (V)  gegeben  wird. 

424. 
In  dem  besonderen  Falle,  wo  man  die  Progression  der  un- 
geraden Zahlen  1,  3,  5, ...  2w— 1  betrachtet,  hat  man -4  =  2,  (7=1, 
und  der  Wert  von  A^,  für  welchen  2A^  +  1  durch  A  teilbar  wird,  ist 
allgemein  A^  =  y  (A  —  1).   Dies  gestattet,  alle  Glieder  der  Formel  {V) 

unmittelbar  zu  bilden,  und  zwar  ist  jedes  gleich  +  E  y    "^  a~"    /' 

Soll  man  z.  B.  bestimmen,  wieviel  Glieder  unter  den  100  ersten 
Gliedern  der  Progression  1,  3,  5,  7,  9,  . . .  es  giebt,  die  durch  keine 
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von  den  Primzahlen  3^  5,  7,  11  teilbar  sind,  so  giebt  die  allgemeioe 
Formel: 

,-i(»-i.(-'2L)+^('«')-<::) 
-*'(-r-)+^(T)-^(-i&) 

-.b{^)+e('::-) 

Weiter  hat  man  nicht  zu  gehen,  weil  die  andern  aus  den  Faktoren 
3,  5,  7,  11  gebildeten  Produkte  199,  das  letzte  Glied  der  gegebenen 
Reihe,  «liber steigen.  Berechnet  man  also  die  ganzen  Zahlen,  so  er- 
hält man  y  =  43. 

Die  Näherungsformel  (a)  giebt  f&r  denselben  Fall: 

.^^      2       4       6       10  .-43 

was  sich  nur  wenig  von  der  Wahrheit  entfernt. 

425.  , 

Wir  untersuchen  nun  specieller  die  Reihe  der  nngeraden 
Zahlen  1,  3,  5,  7,  .  .  bis  2n  —  1  =  a  und  bezeichnen  zur  Ab- 
kürzung mit  tI—)  die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Progression,  welche 

übrig  bleiben,  nachdem  man  diejenigen  weggelassen  hat,  die  durch 
irgend  eine  der  aufeinanderfolgenden  Primzahlen  3,  5,  7,  11,  ...  o 
teilbar  sind.    Wir  unterscheiden  hierbei  zwei  Fälle. 

Ist  o  >  yäf  so  sind  alle  in  Betracht  kommenden  Glieder  Prim- 
zahlen. Bezeichnen  wir  daher  durch  JV^(ö,  a)  die  Anzahl  der  Prim- 
zahlen von  d  bis  a,  diese  beiden  Zahlen  mit  eingeschlossen,  ^o 
hat  man: 

Was  die  Zahl  ^(o),  a)  angeht,  so  findet  man  dieselbe  entweder  aus 
den  Tafeln  oder  mittelst  der  Näherungsformel: 

N(g),  a)  =  1  +  -r—^ -i ^       , 

^    '     ^  '      lo^  a  —  c  log  €0  —  c  ' 

in  welcher  c  «=  1,08366  ist 
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2)  Ist  o  <  y« ,  SO  bezeichnen  wir  mit  cö',  oj",  ...  die  Prim- 
zahleo;  welche  auf  a>  folgen  von  co  bis  zu  }/«,  femer  mit  a ,  a ',  a  " . . . 
die  gröfsten  in  den  Brüchen  — r,  -tt-,  -ttt,  •  •  •  enthaltenen  ungeraden 
ganzen  Zahlen.  Alsdann  kommen  unter  den  Gliedern ,  deren  Anzahl 
durch  tI—J  dargestellt  ist^  zunächst  alle  Primzahlen  von  o'  bis  a 

YOTj  und  diese  geben  zusammen  mit  dem  ersten  Gliede  1,  welches 
stets  zu  den  übrigbleibenden  gehört,  die  Zahl  N{(o\  a)  -{-  1  oder 
JV(o,  a).  Sodann  treten  darunter  auf  die  Zahlen,  welche  aus  der 
Multiplikation  von  co'  mit  jeder  der  Primzahlen  von  ©'  bis  a  ent- 
stehen und  dereu  Anzahl  N{G)\a)  ist,  u.  s.  w.     Man  erhält  daher: 


^ö 


Diese  Gröfse  kann  man  leicht  mit  Hülfe  einer  hinreichend  weit 
sich  erstreckenden  Primzahltafel  berechnen.  Fängt  man  nämlich  bei 
den  letzten  Gliedern  an  und  kennt  man  z.  B.  den  Wert  von  N{(o'\  a"), 
80  findet  man  daraus  JV(a)',  a)  =  JV(a>",  a")  +  N{'^,a)f  wo  der 
Ausdruck  N(^j  ä)  die  Anzahl  der  Primzahlen  von  a '  bis  d  ein- 
schliefslich,  oder,  falls  d'  keine  Primzahl  ist,  diese  Zahi  vermehrt 
um  eine  Einheit  bezeichnet. 

426. 
Um   eine  Anwendung  von  diesen  Formeln  zu  geben,    suchen 

(626  \ 
-jT-)   d.  h.  die  Anzahl  der  Glieder  der  Pro- 
gression 1,  3,  5,  7,  . . .  1251,   welche  durch  keine  der  Primzahlen" 
3,  5,  7,  11,  13  teilbar  sind. 

Zunächst  finde  ich,  dafs  es  von  13  bis  1251  im  Ganzen  199  Prim- 
zahlen giebt,  so  dafs  also  ^(13,  1251)  =  199  ist.  Sodann  dividiere 
ich  1251  durch  die  Primzahlen  17,  19,  23,  29,  31,  welche  zwischen 
13  und  |/l251  liegen.  Die  daraus  entstehenden  ungeraden  Quotienten 
sind  73,  65,  53,  43,  39.  Aus  der  Tafel  findet  man  aber  iV^(31,39)  =  2, 
i^(29,43)  =  2-fJV'(3?,43)c=  5,  JV^(23,53)=r  5  +  ^^(43,53)=  8, 
jr(19,  65)  =  8  +  JV^(53,  65)  =  11,   2V^(17,  73)  =  11  +  N{^,  73)  =  15. 

Die  Summe  dieser  Zahlen  ist  41;  mithin  T^^)  =  199  +  41  ==  240. 
Die  Näherungsformel  {d)  giebt  in  demselben  Falle: 


t[^)  =  626  X  0,3836  =  240. 
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Jedoch  ist  das  Resultat  nicht  immer  ebenso  genau.  So  würde  eben- 
diese  Formel 

r(^^)  ^  10638  X  0,28344  =  3015 

ergeben,  während  der  wahre  Wert  dieser  Gröfse  2987  ist. 

427. 

Die   Grofse    TI-J  .öder  allgemein  P(     ),   welche  sich  auf 

irgend  eine  Progression  A  —  C,  2A  —  C,  3^  —  G^  ...  nÄ  —  (7  be- 
zieht, und  bei  welcher  man  beliebige  Primteiler  ^O-^  A,  /x, . . .  ^;  a  yor- 
aussetzt,  läfst  sich  auf  andere  Grofsen  derselben  Art  zurück- 
führen, bei  welchen  die  Reihe  der  Teiler  weniger  ausgedehnt  ist 

Der  Wert  von  ■P(^),   welcher  durch  die  Formel  {!/)  gegeben 
wird,  ist  nämlich: 

»-iE(n*-)+x^(nr^)-... 

Man  bemerkt  hierin  zunächst  eine  Reihe  von  Gliedern,  welche  o  nicht 
enthalten,  und  deren  Summe  durch  Pizr)  dargestellt  wird,  was  vor- 
aussetzt, dafs  die  Reihe  der  Teiler  «d*,  A,  ft,  . . .  als  letztes  Glied  t 
hat.     Die    anderen    Glieder,    welche    o    enthalten,    sind    allgemein 

-  ^(^- -  )  +  I-E;(-?^±;J^) Betrachten  wir  irgend  eines 

dieser  Glieder  El — -^)  ^^^  setzen  wir,  da  die  Zahl  c  den  Aus- 
druck Äa  -f-  C  durch  co A  teilbar  machen  soll,  a  =  fco  +  /J,  wo  /l 
positiv  und  kleiner  wie  oi  ist,  so  geht  das  Glied  EU^^^~-)  über  in 

Ist  ferner  n  +  i8  =  na)-+-y,  wo  y  positiv  und  kleiner  als  » 
ist,  so  hat  man: 

^(^)  -  ^(^=^'^) -e(^)- 

Will  man  sehen,  was  die  Zahl  k  bedeutet,  so  mufs  man  den  Wert 
a  =  ka)  -}-  ß  in  die  Gröfse  Aa  -{-  C  einsetzen,  wodui:ch  sich 

Äk<o  +  Aß  +  C  ^ 

odA 

ergiebt  Hieraus  ersieht  man,  dafs  Aß  -{-  G  durch  o  teilbar  sein 
mufs,  und  dafs  somit  ß  dasselbe  ist,  was  wir  oben  afi  genannt  haben. 

Setzt  man  also  j8=  o^  und  ferner     ^  '^—  =C',  so  mufs  die  Grofse  i 
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Ah  A-  C 
der  Gleichung  ^ —  »«  e  genügen,   so  dafs  man  femer  h  =  A® 

erhält. 

— ^ \  mit  Rücksicht  auf 

die  ihnen  zukommenden  Zeichen,  so  wird  ihre  Summe  dargestellt 
durch  — -P  \"^)>  ^^  ■^'(^)  ^^®  Anzahl  der  Glieder  bedeutet,  welche 
von  der  Progression  Ä  —  C\  2Ä  —  C,  • . .  n'Ä  —  C  übrigbleiben, 
nachdem  man  davon  alle  durch  irgend  eine  der  Primzahlen ^,A,|l(,...  ^ 
teilbaren  Glieder  abgezogen  hat.     Man  erhält  daher  schliefslieh: 

eine  Formel,  welche  zur  Bestimmung  der  Gröfse  P\—)  mittelst  zweier 

andern  ähnlichen  Gröfsen  dient,  bei  denen  aber  eine  Primzahl  weniger 
in  Betracht  zu  ziehen  ist 

Da  die  Zahl  C  im  Allgemeinen  verschieden  ist  von  C,  so  ist 
die  Progression  Ä  —  C,  2A  —  C\  ...  ebenfalls  von  der  gegebenen 
Progression  verschieden;  sie  besitzen  jedoch  beide  dieselbe  DifPereuz  Ä, 
Aus  diesem  Grunde  haben  wir  die  auf  diese  neue  Progression  be- 
bezügliche Grofse  -P'(^)  durch  einen  dem  Buchstaben  P  hinzugefügten 

Strich  von  der  andern  unterschieden. 

Übrigens    sieht    man,    dafs    C    unmittelbar    durch    den    Wert 

C"  «=  — ~V~~  ^^^  ebenso  n'  durch  die  Formel  n  =  E  ( — ^t^ j  ge- 
funden wird. 

428. 
Die  beiden  Progressionen,  von  denen  soeben  die  Rede  war,  redu- 
cieren  sich  auf  eine  einzige,  wenn  J.  =  2,  C  ■=»  1,  oder  wenn  es  sich 
um  die  Progression  1,  3,  5,...2n  —  1  handelt.    Alsdann  hat  man: 

und  unsere  Reduktionsformel  geht  über  in: 

Diese  Formel  enthält  eine  Art  von  Algorithmus,  der  nütz- 
liche Anwendungen  zuläfst. 

Wir  nehmen  z.  B.  an,  dafs  man  mit  Hülfe  der  Tafel  der  Prim- 
zahlen blofs  von  1  bis  100  wissen  wolle,  wieviel  Primzahlen  es  von 
1  bis  1000  giebt.    Die  Primzahl,  welche  unmittelbar  unterhalb  }/iOOO 
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liegt,  ist  31.     Sucht  man  also  den  Wert  von  ^(-gp);  wobei  man 

alle  Primzahlen  von  3  bis  31  als  Teiler  betrachtet,  so  braucht  man 
zu  dem  Resultate  nur  noch  11  zu  addieren,  weil  31  die  zwölfte  Prim- 
zahl ist.    Nun  ist  nach  der  Formel  (d'): 

r(-)_^(-)_j.(^). 

Mau  findet  ferner  aus  der  Primzahltafel  von  1  bis  100: 

^(f)-".  ^O-".  ^(?)-2'- 

* 

Die  Summe  dieser  Zahlen  ist  70.  Femer  erhält  man  mittelst  der 
Formel  (b'): 

t(^)  =  228, 
mithin: 

t{-^^-)  =  228  —  70  =  158. 

Addiert  man  hierzu  11,  so  ist  das  Resultat  169.  In  der  That  gicbt 
es  169  Primzahlen  zwischen  1  und  1000. 

Durch  ein  ähnliches  Verfahren  überzeugt  man  sich,  dafs  es 
zwischen  1  und  1000000:  78  527  Primzahlen  giebt,  ein  Resultat, 
welches  zur  Bestätigung  der  Formel  in  No.  394  dient. 

429. 
Kehren  wir  zur  allgemeinen  Formel  (6')  zurück  und  nennen 
wir  s  die  kleinste  positive  Zahl,  für  welche  Je  +  C  durch  Q  teilbar  wird, 
so  können  wir  mittelst  der  einen  Zahl  s  die  verschiedenen  Glie- 
der der  Formel  (&')  in  bequemer  Weise  transformieren.    Ist  s.  B. 
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— -^ — )  ®i^i®s  dieser  Glieder^  wobei  A  allgemein  ein  Teiler  von  Q 

sein  soll,  so  kann  man  £=A;gf+d  setzen,  wo  d  positiv  und  kleiner  als 
A  ist.  Alsdann  geht  Äa  +  C  über  in  AAi3'\- Ad -{-C,  und  da  diese 
Gröfse  durch  Q  und  umsomehr  durch  A  teilbar  ist,  so  mufs  Äd'\-C 
durch  A  teilbar  sein.    Dies  giebt  A^  =  d  =  £  —  A0.    Man  hat  daher: 

Macht  man  eine  ähnliche  Transformation  bei  jedem  der  Glieder,  aus 
denen  die  Formel  (6')  zusammengesetzt  ist,  so  erhält  man  als  all- 
gemeines Resultat: 

?(v)-"(^~) -"(:).        w 

WO  TT  eine  ähnliche  Funktion  wie  P  und  deren  allgemeiner  Wert  der 
folgende  ist: 

430. 

Dieser  Wert  der  Funktion  TT  läfst  erkennen,  dafs  er  nichts 
anderes  ist  als  die  auf  die  einfache  Progression  der  natürlichen 
Zahlen  1^2,3,  ...  n  angewandte  Funktion  P,  und  dafs  derselbe 
demnach  die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Progression  bezeichnet,  welche 
übrig  bleiben,  nachdem  man  die  durch  irgend  eine  der  Primzahlen 
^,  A,  f*,  . . .  ö  teilbaren  Glieder  ausgeschlossen  hat.  In  der  That  hat 
man  in  dem  Falle,  wo  das  allgemeine  Glied  An  —  C  sich  auf  n  redu- 
ciert,  A  =  lf  C  =  0,  und  der  Wert  von  a,  für  welchen  As -\- C 
durch  Q  teilbar  wird,  ist  einfach  6  =  0,  so  dafs  sich  alsdann  P  in  TT 
verwandelt. 

Die  Funktion  TT  ist  ebenso  wie  die  Funktion  P  gleich  Null, 
wenn  n  =  0  ist;  und  ist  n  negativ,  so  hat  man  allgemein: 

denn  die  Reihe  1,  2,  3,  ...  n  ist  ein  Teil  der  allgemeineren  Reihe 
•••-3,  -2,-1,0,1,2,3,4,... 

Nach  dem,  was  wir  schon  in  No.  423  bemerkt  haben,  ergiebt 
sich,  wenn  «  =  Ä;Q  +  m  ist  und  Q'  =  (^— 1)(A— 1)(^— 1)...(ö— 1) 
gesetzt  wird: 

p(^^)=ÄQ'+p(^).  (,') 

Diese  Eigenschaft  wird  daher  auch  für  die  Funktionen  TT  und  T, 
welche  nur  besondere  Fälle  der  Funktion  P  sind,  gelten. 
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Die  Funktion  -P(— )  stimmt  mit  der  Gröfse  Z(— j=n--^ 
stets  dann  überein,  wenn  n  ein  Vielfaches  von  Q  ist  Daraas  sieht  man, 
dafs  Zy—J  als  der  mittlere  Wert  von  P\—)  betrachtet  werden 
kann,  so  dafs  also  P\~-)  —  Z\~)  ®^®  Gröfse  ist,  welche  nach  der 

positiven  oder  negativen  Seite  hin  gewisse  Grenzen  nicht  über- 
steigen kann. 

Die  Gröfse  Zy-\  nimmt  beständig  um  -^    zu,  wenn  n  um  eine 

Einheit  wächst;  die  Funktion  P\—)  nimmt  dagegen  nicht  so  regel- 

mäfsig  zu;  wenn  jedoch  n  zu  n  -|-  ^  geworden  ist,  so  haben  sie  beide 
um  dieselbe  Gröfse  Q'  zugenommen.  Allgemein  sieht  man,  dafs,  weil 
das  n+1***  Glied  der  Reihe  A  —  G,  2A  —  C,  ...  gleich  (n+l)^-C 

ist,  die  Differenz  Py  j  —  P\^)  gleich  Null  oder  gleich  1  ist, 

je  nachdem  (n  +  1)  A  —  C  durch  einen  der  Faktoren  von  Q  teilbar 
oder  nicht  teilbar  ist. 

431. 
Betrachtet  man  die  Progression   1,  3,  5,  ...  2n  —  1,  so  ver- 
wandelt   sich   die  Funktion  P  in   T,    und  es  ist  «  =  y(Q  — 1)  w 

setzen.     Ist  also  ^(Q  —  !)  =  (;,  so  erhält  man: 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  wenn  man  das  Zeichen  von  n  ändert: 

Da  aber  die  Progression  1,  3,  5,  7,  . .,  nach  der  negativen  Seite  hin 
fortgesetzt,  ■—  1,  —  3,  —  5,  . . .  lautet,  so  ist  offenbar: 

Folglich  erhält  man  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen: 

n(^)  +  n(^)-2n(^). 

Setzt  man  hierin  n  <-»  tf ,  so  folgt  daraus: 
Da  aber  2tf  +  1  =  Q  ist,  so  ist  offenbar: 

n(ii)_n(i£±i)-s-i 


r^~ 
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mithin : 

Hierdurch  ergeben  sich  die  beiden  Formeln: 

"(-*■■) +n(":-)-°' 

^©-"("r)--jö' 

Umgekehrt  folgt  aus  der  letzteren: 

n{5)-=^(-J'-)  +  l°'. 

und  setzt  man  diesen  Wert  in  die  Formel  {e)  ein,  so  erhält  man 
den  allgemeinen  Ausdruck  von  P  als  Funktion  von  T,  nämlich: 

Hieraus  folgt,  dafs  eine  beliebige  Progression  J.— (7,  2A — C,,,.nA'—G 
ebensoviel  zu  Q  prime  Glieder  enthält,  als  es  deren  in  einer  gleichen 
Anzahl  von  aufeinanderfolgenden  Gliedern  der  Reihe  der  ungeraden 
Zahlen  giebt,  wenn  man  diese  aufeinanderfolgenden  Glieder  nicht 
vom  Anfang  der  Reihe,  sondern  von  dem  Gliede  2«  —  2tf+lan 
bis  zu  dem  Gliede  2n  +  2«  —  2(^+1  einschliefslich  nimmt. 

Diese  Eigenschaft  stellt  eine  sehr  bemerkenswerte  Be- 
liehimg  zwischen  einer  l>eliebigen  arithmetisohen  Progression 
und  der  einfachen  Progression  der  ungeraden  Zahlen  fest. 
Nach  dem  soeben  erhaltenen  Resultate  müssen  nämlich,  wenn  man 
diese  beiden  Progressionen  Glied  für  Glied  folgendermafsen  anordnet: 


nA-C 


• 

Ä-C 

2a  -20  -S 

-c 

2S  —  26—1 

A-C 

2c-  2«+  1 

A-C 

2e-2ff  +  3 

2fi  — 2tf +  2n—  1 


irgend  zwei  entsprechende  Glieder  durch  einen  der  Faktoren  von  Q 
entweder  alle  beide  teilbar  oder  alle  beide  nicht  teilbar  sein.  Dies 
kann  man  aber  leicht  unabhängig  von  der  vorstehenden  Theorie  be- 
stätigen. Denn  da  irgend  zwei  entsprechende  Glieder  durch  nA  —  C 
und  2£  +  2w  —  2<y  —  1  dargestellt  werden,  so  gehen  diese  Glieder, 
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wenn  man  beachtet,  dafs  As  -{-  G  durch  Q  teilbar  und  2tf  +  1=Q 
ist,  nach  Weglassung  der  Vielfachen  von  Q  bezüglich  über  in  -4(n  +  f) 
und  2(w  -(-  s).  Dieselben  sind  daher  entweder  alle  beide  prim  zu  Q 
oder  alle  beide  nicht  prim  zu  Q,  je  nachdem  n  -f-  ^  prim  oder  nicht 
prim  zu  Q  ist. 

Aus  dieser  Eigenschaft  oder  aus  der  Gleichung  (t)  folgt  fenier, 
dafs,  wenn  es  in  der  Reihe  1,  3,  5,  7,  9, . . .  nicht  mehr  als  a  aufein- 
anderfolgende Glieder  giebt,  welche  durch  irgend  einen  der  Faktoren 
von  Q  teilbar  sind,  es  auch  in  einer  beliebigen  arithmetischen  Pro- 
gression A  —  C,  2A  —  C,...  nicht  mehr  als  a  aufeinanderfolgende 
Glieder  geben  kann,   welche   mit  Q   einen   gemeinschaftlichen  Teiler 

haben.     Denn  nimmt  die  Grofse  Ty--^^)  um  eine  Einheit  zu, 

wenn  w  in  w  +  a  übergeht,  so  mufs  zu  gleicher  Zeit  P  (—j,  welches 

in  P  (  ^  j  übergeht,  um  eine  Einheit  zunehmen.  Dies  stimmt  mit 
dem  Satze  in  No.  410  überein. 

432. 

Die  Funktionen  TT,  T,  P  besitzen  noch  einige  andere 
ziemlich    bemerkenswerte    Eigenschaften.      Da    nämlich   die 

Progression  1,  2,  3  •  •  •  2w,  auf  welche  §ich  TT  ( — )  bezieht,  aus  der 

Progression  1,  3,  5, ...  2«  —  1,  auf  welche  sich  tI—J  bezieht,  und 

der  Progression  2,  4,  6, . . .  2n,  deren  Glieder  durch  2  dividiert  die 
Reihe  1,  2,  3  . . .  n  geben,  zusammengesetzt  ist^  so  erhält  man  offen- 
bar allgemein: 

Anolog  würde  man  finden: 

^a)-n(~)-n(^i),  («■) 

und  da  P  (-^)  =  n(-*'-J— )  —  n(*)  ist,  so  giebt  diese  Glei- 
chung, wenn  man  n  =  e  setzt: 

f(L)-n(^)-n(i)-.T(i).         w. 

Setzt  man  in  der  Formel  (t)  n  =  «,  so  erhält  man: 

r(')-^(---)-^Ci-)- 


r 
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In  dieser  letzteren  Gleichung  ist  aber  a  willkürlich^  da  von  der  Pro- 
gression,  aus  welcher  c  entstanden  war^  keine  Spur  mehr  übrig  ist. 
Mithin  hat  man  für  ein  beliebiges  n: 

Diese  Formel  konnte  man  auch  aus  der  Verbindung  der  Gleichungen 
(Je)  und  {m')  ableiten. 

433. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe  zu  bestimmen^  wie- 
viel Primzahlen  es  in  der  Progression 

Ä  —  G,2A  —  C,3A  —  C,..,nA  —  C 
giebt^  wobei  wir  wie   oben  A  und  G  als  relative   Primzahlen   und 
ferner  A  gerade  und  G<iA  voraussetzen. 

Während  die  Zahl  A  dieselbe  bleibt,  kann  man  für  G  eine  be- 
liebige der  Zahlen,  welche  prim  zu  A  und  kleiner  als  A  sind,  nehmen, 
imd  wenn  man  die  Reihe  dieser  Werte  durch  (7,,  Cj,  G,, . . .  C*  dar- 
stellt, so  findet  man  die  Anzahl  h  derselben  bekanntlich  mittelst  der 
Formel: 

in  welcher  «,  ß,  y, . . .  die  verschiedenen  ungeraden  Primzahlen  sind, 
die  in  ji  aufgehen. 

Daher  sieht  man,  dafs  die  gegebene  Progression  ein  Teil  eines 
Systems  von  k  ähnlichen  Progressionen  ist,  deren  allgemeine  Glieder 
durch  nA  —  Ci,  nA  —  Cj,  nA  —  C^y...  nA  —  C*  dargestellt  werden. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  werden,  wenn  man  an  einem 
bestimmten  Werte  von  n,  den  wir  sehr  grofs  im  Verhältnis  zu  A 
annehmen,  festhält, ,  alle  Primzahlen,  welche  kleiner  als  nA  sind,  mit 
Ausnahme  derjenigen,  welche  in  A  aufgehen,  in  diesen  Progressionen 
enthalten  sein,  und  unser  Ziel  ist  zu  beweisen,  dafs  sie  gleich- 
mäfsig  auf  dieselben  verteilt  sind,  d.  h.  wenn  P  die  Anzahl 
der  Primzahlen. bedeutet,  welche  in  der  Progression,  deren  allgemeines 
Glied  nA  —  Gp  ist,  enthalten,  sind,  und  Q  die  Anzahl  der  Primzahlen, 
welche  in  der  Progression,  deren  allgemeines  Glied  nA  —  Gq  ist,  vor- 

P 

kommen,  wo  n  in  beiden  Fällen  dasselbe  ist^  dafs  das  Verhältnis  -^ 

beliebig  wenig  von  1  verschieden  wird,  wenn  man  n  einen  hinreichend 
grofsen  Wert  beilegt. 

Legendre,  Z«hl6iitheorie  II.  7 
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434. 

Ist  d  eine  Primzahl,  welche  kleiner  ist  als  YnA  und  nicht  in 
A  aufgeht;  und  d'^  eine  positive  Zahl;  kleiner  als  ^,  und  von  der 
Beschaffenheit,  dafs  Äd'^  +  G  durch  d'  teilbar  ist,  so  haben  wir  oben 
in  No.  421  gezeigt,  dafs  die  Anzahl  der  durch  d'  teilbaren  Glieder 
der  Progression,  deren  allgemeines  Glied  durch  nA  —  C  dargestellt 

(<n  J-  Jf^  \ 
—  » /* 

Sind  nun  a  und  ß  zwei  Werte  von  ^^,  die  sich  auf  zwei  beson- 
dere Werte  von  C  z.  B.  Cp  und  Cq  beziehen,  so  ist  ersichtlich,  dafs 

die  beiden  durch  E  (—5—) ,  -E  (~a"   )  bezeichneten  Zahlen  entweder 

gleich  sind  oder  sich  nur  höchstens  um  eine  Einheit  unterscheiden 
können.  Mithin  ist  die  Anzahl  der  durch  9'  teilbaren  Glieder  der 
Progression,  deren  allgemeines  Glied  nA  —  Cp  ist,  gleich  der  Anzahl 
der  analogen  Glieder  in  der  Progression,  deren  allgemeines  Glied 
nA  —  Cq  ist,  oder  von  dieser  höchstens  um  eine  Einheit  yerschieden. 
Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  durch  t  nicht  teilbaren  Gliedeni, 
deren  Anzahl  in  der  einen  und  der  andern  Progression  höchstens  um 
eine  Einheit  verschieden  sein  kann. 

435. 

Sind  d",  kj  fi . . .  die  verschiedenen  Primzahlen,  welche  kleiner 
als  YnA  sind  und  in  A  nicht  aufgehen,  ist  femer  Np  die  Anzahl 
der  Glieder  der  Progression  A  —  Cp,  2A  —  Cp,...nA  —  Q,,  welche 
übrig  bleiben,  nachdem  alle  durch  eine  der  Primzahlen  ^,  A,  f», ... 
teilbaren  Glieder  ausgeschieden  sind,  ebenso  Nq  die  analoge,  auf  die 
Progression  A  —  Cq^  2A  —  Cq,...nA  —  Cq  sich  beziehende  Zahl, 
so  kann  dem  vorhergehenden  Resultate  zufolge  die  Differenz  zwischen 
Np  und  Nq  niemals  gröfser  sein  als  die  Anzahl  der  Primzahlen, 
welche  kleiner  als  YnA  sind.  Wir  bezeichnen  diese  Anzahl  durch 
w  «=»  9  (YnA) . 

Andrerseits  müssen  die  Zahlen  N^^  N^y^^^Nk^  welche  den  k  ver- 
schiedenen Werten  von  C  entsprechen,  in  ihrer  Gesamtheit  die  ▼e^ 
schiedenen  Primzahlen  ergeben,  welche  zwischen  j/nlZ  und  nA  ent- 
halten sind.  Die  Summe  dieser  Zahlen  wird  somit  dargestellt  durch 
M^g>(nA)  —  ip  (YnA)- 

Diese  beiden  Bedingungen  können  nur  dann  erfüllt  werden,  wenn 
man  allgeme^  hat: 


r 
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J/p  •=  -p-  +  », 


3f  

WO  -r-  eine  för  alle  Werte  von  p  von  |)  =  1   bis  |)  =  Ä  konstante 

Grofse  and  Xp  ein  veränderlicher^  positiver  oder  negativer^  Teil  ist, 
welcher  m  nicht  übersteigen  kann  und  derart  ist,  dafs  die  Summe 
der  sämtlichen  Gröfsen  Xp  gleich  Null  ist. 

436. 
Je  gröfser  aber  n  wird^  um  so  kleiner  wird  die  Zahl  m  im  Ver- 
gleich zu  M  und  selbst  im  Vergleich  zu  -r-*).     Daraus  folgt,   dafs 

das  Verhältnis  der  beiden  durch  JV,  und  JV,  bezeichneten  Zahlen  als 
der  Einheit  gleich  betrachtet  werden  mufs,  wenn  n  sehr  grofs  ge- 
worden ist,  und  dafs  somit  die  M  Primzahlen,  welche  zwischen  YnA 
und  nA  enthalten  sind,  sich  gleichmäfsig  auf  unsere  k  Progressionen 
verteilen.  Eine  ähnliche  Gleichmäfsigkeit  findet  statt  bei  der  Ver- 
teilung der  zwischen  ^nA  und  YnA  enthaltenen  Primzahlen  u.  s.  f. 
Je  tiefer  man  femer  von  den  höheren  Grenzen  zu  den  niederen  herab- 
steigt, um  so  schneller  nehmen  die  zu  M  analogen  Zahlen  ab,  und 
die  kleine  Ungleichmäfsigkeit,  welche  bei  der  Verteilung  der  Prim- 
zahlen auf  die  Je  Progressionen  stattfinden  konnte,  würde  ohne  merk- 
lichen Einflufs  auf  die  Verteilung  sein,  welche  sich  aus  dem  ersten 
Werte  von  M  ergiebt.  Wir  kormen  daher  aus  allen  diesen  Betrach- 
tungen den  SatB  ableiten: 

Die  Reihe  der  Primzahlen  (mit  Ausnahme  derer,  welche 
in  A  aufgehen)  verteilt  sich  auf  die  h  verschiedenen  Pro- 
gressionen, welche  den  allgemeinen  Gliedern  nA  —  Cj, 
^A  —  Cj,  nA  —  Cg, . . .  nA  —  Ck  gemäfs  gebildet  sind,  gleich- 
mäfsig, so  dafs,  wenn  mit  (p(nA)  die  Gesamtzahl  der  Prim- 
zahlen von  1  bis  zur  Grenze  nA  bezeichnet  wird,  jede  dieser 
bis   zu  n   Gliedern    fortgesetzten    Progressionen    ungefähr 

*)  Dieser  an  und  für  aich  ziemlich  evidente  Satz  läfst  sich  leicht  mit  Hülfe 
des  in  §  8  gegebenen  Gesetzes  bestätigen.  Diesem  Gesetze  zufolge  hat  man 
n&mlich: 


Jtf-fTO  = 


nÄ  ynA 


log  {nAj  —  c  ^  log  (nA)  —  c 

mithin: 

^ne  Gröfse,  welche  so  grofs  wird,  als  man  will,  wenn  man  die  Zahl  n  mehr  und 
mehr  wachsen  läfst.  Anm.  d.  Verf. 
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ebensoviel  Primzahlen  enthalt,  als  die  Grofse    ,    9(«i4)  Ein- 
heiten besitzt. 

Aus  §  8  wissen  wir,  welches  der  angenäherte  Wert  von  (p{nA) 
ist.     Es  ergiebt  sich  daraus,  dafs  die  Formel 

_   1 nA 

^         äT  '  log  (n^)  — 1,08366 

mit  hinreichender  Genauigkeit  zeigt,    wieviel  Primzahlen   es  in  der 
Progression  A  —  C,  2A  —  C,  *äA  —  C, . . .  nA  —  G  giebt 

So  ist  z, B.  in  der  Progression  59, 119, 179,.. .,  deren  allgemeines 
Glied  60n  —  1  ist,  die  Zahl  k,  welche  sich  aus  den  einfiuihen  Fak- 
toren 2,  3,  5  der  Zahl  60  ergiebt,  gleich  30  (l  —  y)  (l  —  i-)«16, 

mithin : 

16 


log  (60  n)    -  1,08366 
Demnach  mufs  man  unter  den   100  000  ersten  Gliedern  dieser  Pro- 
gression ungefähr  25  820  Primzahlen  finden,  also  ein  wenig  mehr  als 
den  vierten  Teil  aller  Glieder. 

437. 

Nunmehr  ist  es  leicht  zu  bestimmen,  wieviel  Primzahlen  ein 
gegebener  quadratischer  Teiler  A=|)y*  +  2qyß  +  risr*  der 
Formel  t^ -\- au^  enthält,  welche  kleiner  sind  als  eine  ge- 
gebene Grenze  N, 

Bezeichnet  zu  dem  Zwecke  q>  (N)  die  Gesamtzahl  der  Primzahlen 

welche  kleiner  sind  als  Ny  so  drückt  ~  w{N)  die  Anzahl  derPrim- 

teiler  von  t^  +  an^  aus.  Nehmen  wir  an,  dafs  die  quadratischen 
Teiler  dieser  Formel  in  k  Gruppen  zerfallen,  deren  jede,  wie  wir  in 
den  Artikeln  207  und  208,  deren  Resultate  sich  unmittelbar  in 
den  Tafeln  IV,  V,  VI,  VII  bestätigt  finden,  gesehen  haben,  eine 
gleiche  Anzahl  von  linearen  Formen  Aax-^-a  oder  2aX'\-a  enthält, 
so  mufs  jede  Gruppe  ebenso  viele  Primzahlen  enthalten ,  als  es  in 

der  Gröfse  y,-  q>(N)  Einheiten  giebt.     Wird  sodann  die  Anzahl  der 

quadratischen  Teiler,  welche  in  der  Gruppe,  zu  welcher  A  gehört^ 
enthalten  sind,  mit  fi*)  bezeichnet,  wobei  darauf  zu  achten  ist,  dafs 

*)  Diese  Zahl  fi  ist  dieselbe  in  allen  Gruppen,  in  welche  die  slbntlicbeD 
quadratischen  Teiler  einer  und  derselben  Formel  t^-^-au*  zerfallen,  wie  mvi 
ans  den  angeführten  Tafeln  sehen  kann.  Anm.  d.  Verf. 
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man  jeden  ambigen  Teiler^  d.  h.  jeden  Teiler^  welcher  zu  einem  der 
drei  Falle  J  =  0,  r  =  2 j,  p  =  r  gehört,  nur  für  y  rechnet,   so   ist 

Tjü— 9>{N)  die  Anzahl  der  Primzahlen,  welche  in  dem  Teiler  A  ent- 
halten und  kleiner  als  JV  sind,  falls  dieser  Teiler  nicht  ambig  ist. 
Ist  derselbe  aber  ambig,  so  ist  die  Anzahl  der  Primzahlen  nur  halb 

80  groüs^  nämlich  gleich      ,      ^{N). 

Dieses  Resultat  gründet  sich  einerseits  darauf,  dafs  die  verschie- 
denen Formen  4ax  +  a  oder  2ax  +  «>  welche  jeder  Gruppe  von 
quadratischen  Teilern  entsprechen,  arithmetische  Progressionen  dar- 
stellen, auf  welche  sich  alle  Primzahlen,  welche  Teiler  von  t*  -\-  au^ 

sind,  und  deren  Gesamtanzahl  y  ^(N)  ist,  gleichmälsig  verteilen. 

Andrerseits  beruht  dasselbe  darauf,  dafs,  wenn  man  gemäfs  den 
allgemeinen  Gliedern  A«=|?y*+  2qyh  +  rh^,  A'«=|)'y*+  2qyh-\-  rh^, 
in  denen  A  und  A'  zwei  zu  derselben  Gruppe  gehörige  quadratische 
Teiler  sind,  und  in  denen  h  einen  und  denselben  konstanten  Wert 
besitzt,  während  y  nach  und  nach  die  Werte  0,  1,  2,  3,  4, , . .  an- 
nimmt, zwei  Reihen  bildet,  diese  beiden  Reihen  mit  den  arithmetischen 
Reihen  die  Eigenschaft  gemeinsam  haben,  dafs  die  durch  dieselbe 
Primzahl  d-  teilbaren  Glieder  in  einem  Zwischenraum  von  d'  Gliedern 
auf  einander  folgen,  woraus  man  schliefsen  kann,  dafs  sie  eine  gleiche 
Anzahl  von  Primzahlen,  welche  in  der  Formel  t*  -f**  ^^*  aufgehen, 
enthalten  müssen,  und  zwar  wird  diese  Gleichheit  um  so  genauer 
sein,  je  gröfser  die  Grenze  N  ist. 

438. 

Betrachten  wir  z.  B.  in  der  Tafel  TV  die  Formel  t*  +  69m*  und 
den  quadratischen  Teiler  derselben  A  «*  2y*  +  2y^  +  35j8?*,  so  gehört 
dieser  Teiler  zu  einer  aus  zwei  ambigen  Teilern  bestehenden  Gruppe, 
und   die   Anzahl   der   Gruppen   ist  4.     Demnach    hat   man   A;  <»  4, 

f»  *»  2  •  Y  =  1,  und  dies  giebt  die  gesuchte  Zahl  ^  =  -Tg-  9(-^-    Setzt 

i&an  daher  die  gegebene  Grenze  J^^^  100000,   so    erhält   man   mit 

Hülfe  der  bekannten  Formel:  ip(N)  =  9688  und  x  =  -^ip{N)  =  599, 

d.  h.  es  mufs  599  Primzahlen  geben,  welche  in  dem  quadratischen 
Teiler  2j^  +  2yg  +  Söz"  enthalten  und  kleiner  als  100000  sind. 

Betrachten  wir  femer  in  der  Tafel  VI  die  Formel  t^  +  106  w* 
^d  den  quadratischen  Teiler  derselben  A  =  22y*  +  4ye  +  5^*;  so 
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bildet  dieser  Teiler  zusammen  mit  dem  ambigen  Teiler  2y'  -|-  53^ 
die  eine  der  beiden  Gruppen  ^  welche  alle  quadratischen  Teiler  toü 

t^  +  106 w*  enthalten.     Man  hat   daher  Ä  =  2,  ft  =  1~   und  somit 

Um  endlich  dieselben  Formeln  auf  die  in  der  Tafel  V  enthal- 
tenen Teiler  anzuwenden ^  muTs  man  die  quadratischen  Teiler  mit 
ungeraden  Koefficienten  in  der  in  No.  221  angegebenen  Weise  anf 
Teiler  von  der  gewöhnlichen  Form  py^  +  2qy0  +  ^^  reduderen. 
Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Formel  t^  +  83  w*,  welche  die  beiden, 
eine  einzige  Gruppe  bildendeu ,  quadratischen  Teiler  y*  +  y^  +  Slif* 
und  3y^  +  J/^  +  7^^  besitzt,  so  verwandelt  sich  der  erste  in  die 
beiden  Teiler: 

y«  +  83;^« 
4.y' +  2y^+ 21  z\ 
der  zweite  in  drei  andere,  nämlich: 

7y^  +  2y0+  120* 

Sy^  +  2yjs  +  28^^ 

9y'  +  8yz+nz\ 
Will  man  also  wissen,   wieviel  Primzahlen,  kleiner  als  N,  ia  jedem 
dieser  fünf  quadratischen  Teiler  enthalten  sind,  so  hat  man  £==1 

und  ^  =  4y  zu  setzen,  weil  es  unter  den  fünf  Teilern  einen  ambigen 

giebt.    Man  erhält  daher  für  jeden  der  vier  vollständigen  oder  nicht 

ambigen  Teiler  iJ?  =  y  ^(^  "°^  ^^^  ^^^  ambigen  Teiler  y*  +  83j?^: 


§  12. 
Methode  zur  Vervollständigung  der  Auflösung  der  unbestüninten 
Gleichungen  zweiten  Grades  in  ganzen  Zahlen. 

439. 
In  dem  ersten  Hauptteile  haben  wir  die  Methoden  angegeben, 
welche  zur  ganzzahligen  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen 
zweiten  Grades,  welche  die  Form  ay^  +  ^V^  +  cjef*  «=  if  haben,  führen. 
Auf  diese  Form  läfst  sich  nämlich  jede  gegebene  Gleichung  zweiten 
Grades  bringen;  jedoch  bleibt  noch  eine  Bedingung  zu  erfüllen 
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übrig,  wenn  die  betreffende  Gleichung  Glieder  ersten  Gra- 
des enthält 

Ist  allgemein 

ay*  +  by^  +  cz^  +  dy  +  fjs  +  g  ^^^  0 

die  gegebene  Gleichung;  so  setzen  wir^   um  die  Glieder,  welche  die 
Unbestimmten  in  erster  Potenz  enthalten,  wegzuschaffen: 

y ^—y    ^=— ^— > 

und  erhalten  so  die  transformierte  Gleichung: 

0  =  ay^  +  lyz  +  c/*  +  2aay  +  2cßs  +  aa"  +  dad' 

hßy+    baz  +baß+  fßd- 
d^l/  +    fd'Z  +  cß^  +  gd». 


Setzen  wir  also: 


so  ergiebt  sich: 


2aa  +  bß  +  dd'^0 
2cß  +  6a  +  /-^  =  0, 

2cd  — /*6  (3  2af—dh 


Q'         6*  — 4ac  '         «•  6*  — 4ac  ^ 

woraus  man  erkennt^  dafs,  wenn  man  in  der  gegebenen  Gleichung 
anmittelbar  setzt: 

_  i/  +2cd--fb  _  ff  +  ^af^dh 

y—         6«~4ac        ^      ^~        &«-4ac        ' 

die  transformierte  Gleichung  erhalten  wird: 

af/«  +  b^d  +  cz* ^—{aP—  bdf+  cc?)(6*  -  4ac)  —gQ)''  —  4ac)l 

Ich  bemerke  nun,  dafs  man  voraussetzen  darf,  dafs  die  Koefficienten 
a,  6,  c  der  Glieder  zweiten  Grades  in  der  gegebenen  Gleichung  keinen 
gemeinsamen  Teiler  haben.  Denn  hätten  sie  einen  gemeinschaftlichen 
Teiler  o,  so  müfste  dy  -{-  fz  '\-  g  ebenfalls  durch  o  teilbar  sein;  diese 
Bedingung  ist  aber  durch  Einführung  einer  neuen  Unbestimmten  an 
Stelle  von  y  oder  z  leicht  zu  erfüllen,  und  alsdann  ist  die  ganze 
Gleichung  durch  o  teilbar. 

Femer  bemerke  ich,  dafs  man  von  dem  Falle,  wo  6*  •—  4ac  eine 
negative  Gröfse  ist,  absehen  kann,  weil  alsdann  die  Anzahl  der 
Losungen  der  transformierten  Gleichung  eine  beschränkte  ist^  und 
das  einfachste  Verfahren,  sie  zu  finden,  darin  besteht,  dafs  man  nach 
einander  die  gefundenen  Werte  von  y   und  /  in  die  Formeln 

^   y^  +  2cd  — /•&  ^   sf  ^2af  —  dh 
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einsetzt  und  zusieht;  welches   diejenigen  sind^   für   welche  y  and  s 
ganze  Zahlen  werden. 

Man  kann  sich  ferner  der  Mühe  überheben^  den  Fall  zu  disca- 
tieren,  wo  6*  —  4ac,  obwohl  positiv,  einer  Quadratzahl  gleich  ist,  weil 
alsdann  die  transformierte  Gleichung  ebenfalls  nur  eine  beschrankte 
Anzahl  von  Lösungen  hat  (No.  78).  Es  bleibt  also  nur  der  Fall 
zu  untersuchen  übrig,  wo  6*  —  4ac  eine  positive,  nicht  qua- 
dratische Zahl  ist. 

440. 
Alsdann  besitzt  die  transformierte  Gleichung,  falls  sie  überhaupt 
lösbar  ist,  unendlich  viele  Lösungen,  welche  in  einem  oder  mehreren 
Systemen  enthalten  sind,  und  jedes  System  kann  dargestellt  werden 
durch  die  Formeln: 

y=yF+dG 

js'  =  bF+  tG 

(<p  +  i;VW^^4^''  =  F+GVb^-4ac. 

Um  die  Betrachtung  besonderer  Fälle  zu^  vermeiden,  nehmen  wir 

an,  dafs  diese  Formeln   derartig  vorbereitet  seien,   dafs  die  Zahlen 

yj  dy  £,  g,  9,  t  ganze  Zahlen  sind,  und  dafs  der  Exponent  n  eine 

beliebige  Zahl  ist.    Zuweilen  giebt  die   unmittelbare  Auflösung  ftr 

diese  Eoefficienten  mit  dem  Bruche  y  behaftete  Zahlen,   auch  kann 

es  vorkommen,  dafs  der  Exponent  n  von  bestimmter  gerader  oder 
ungerader  Form  ist.  Jedoch  ist  es  in  allen  Fällen  leicht,  die  For- 
meln auf  die  vorausgesetzte  Form  zurückzuführen,  in  welcher  alle 
Zahlen  ganz  und  der  Exponent  n  beliebig  ist.  Ferner  mufs  man  sich 
erinnern,  dafs  stets 

^«_^«(t8_4ac)  — 1 
ist. 

Dies    vorausgeschickt,   handelt  es   sich    darum,   allgemein  einen 
Wert  von  n  zu  finden,  dafs  die  Gröfsen: 

_    yF+8G  +  cc  __    sF+jG+ß 

ganze  Zahlen  werden.     Nun  hat  man: 

F=<p-  +  _^(jL-ri)_  ^»-2^2(62 _  4ac)  ^  . . . 

G  =  w<p«- >  +  '^^''^"".yV^^  ^--^^\V  -  4ac)  +  . . . 
Setzt  man  daher  diese  Werte  von  F  und  G  ein,  so  sieht  man,  i^k 


L 


r 
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die   Aufgabe   sich  darauf  reduciert,  n   so   zu   bestimmen^   dafs 

die  Gröfsen: 

yy»  4" ***9"~"*'^4" «  «9»  + 2;n9«  — 1^4- P 

6*  —  4ac  '  6*--4ac 

ganze  Zahlen  werden.    Zu  diesem  Zwecke  unterscheiden  wir 
zwei  Fälle,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

1)  Ist  n  =  2w,  so  giebt  die  Gleichung  9*  —  ^(6*  —  4ac)««l, 
wenn  man  die  Vielfachen  von  6*  —  4ac  wegläfst^  9*"*  =  !.  Man  kann 
daher  ag?'"*  und  ß^^^  an  die  Stelle  von  a  und  ß  setzen,  und  wenn 
man  dann  den  Faktor  9*"»""*,  welcher  mit  6*  —  4ac  keinen  Faktor 
gemeinschaftlich  haben  kann,  unterdrückt,  so  findet  man,  dafs  die 
Bestimmung  von  m  nur  noch  von  den  Gleichungen  ersten  Grades 

6»  — 4ac  "^^^  6«-4ac  ~^ 

abhängt     Dieselben  müssen  mit  einander  im  Einklang  stehen,  wenn 
die  gegebene  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  lösbar  sein  soll. 

2)  Ist  n  <»  2m  +  1,  so  hat  man  ebenfalls,  wenn  man  die  Viel- 
fachen von  6*  —  4ac  wegläfst,  a  «=  ag?*"»  und  ß  —  /Sg?*"»,  und  die 
Bestimmung  von  m  hängt  von  den  Gleichungen  ersten  Grades 

"&»-4ac  ~^'  ö«-4a"c      '         ~ 

sb,  welche  ebenfalls  mit  einander  im  Einklang  stehen  müssen. 

In  allen  Fällen  findet  man  also  die  passenden  Werte  des  Expo- 
nenten n  durch  die  einfache  Äufiösung  einer  unbestimmten  Gleichung 
ersten  Grades,  und  da  der  aus  dieser  Lösung  sich  ergebende  Wert 
von  n  allgemein  von  der  Form  v  +  {V  —  4ac)Ä  ist,  wo  k  eine  un- 
bestimmte Zahl  bedeutet,  so  folgt  daraus,  dafs  es  unendlich  viele 
Werte  von  n  giebt,  die  der  Aufgabe  genügen,  so  dafs  man  auch 
unendlich  viele  ganzzahlige  Lösungen  der  gegebenen  Gleichung  erhält. 
Man  mufs  femer  beachten,  dafs  jede  der  Zahlen  F  und  G  mit  belie- 
bigem Vorzeichen  genommen  werden  kann.  Dies  giebt  vier  besonders 
zu  untersuchende  Kombinationen,  aus  denen  verschiedene  Lösungen 
sich  ergeben  können. 

441. 

Zur  Vervollständigung  dieser  Theorie  stellen  wir  uns  jetzt  die 
folgende  Aufgabe: 

Wenn  die  Zahlen  F  und  G  durch  die  Formel 

(9  +  */Zr=F+ö/l, 


^ 
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in  welcher  der  Exponent  n  unbestimmt  und  9* — i^YA^^l 
ist,  gegeben  sind,  so  sollen  alle  Werte  von  n  von  der  Be- 
schaffenheit gefunden  werden,  dafs  die  Grofse  XF-\'iiG  +  v 
durch  eine  Primzahl  cd,  die  nicht  in  Aiff  aufgeht,  teilbar  sei 

Ein  Verfahren,  welches  von  Lagrange  (AbL  der  Berliner  Ak 
1767)  für  die  Auflösung  dieser  Aufgabe  angegeben  worden  ist,  be- 
steht in  Folgendem: 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dafs  man  einen  Wert  des  Exponenten 
n  kenne,  welcher  der  Aufgabe  genügt.     Ist  dieser  Wert  p,  so  mufs, 

wenn  man  (9  +  ^YÄy^f+gyj  setzt,  die  GrSfse    ^^+^^  +  '' 

eine  ganze  Zahl  sein.     Wir  suchen  sodann  einen  Exponenten  q,  so 

dafs,  wenn  man  (?>  +  ^  1^2)'  '=f'\'9  V^  setzt,  die  Zahl  g'  durch 
d  teilbar  ist.  Ein  solcher  Exponent  existiert  sicher,  da  man  stets 
der  Gleichung  a^  —  Äm^y^  «»  1  genügen  kann.  Ist  dieser  Exponent 
gefunden,  so  kann  man  gleichzeitig  annehmen,  dafs  f —  1  durch  o 
teilbar  ist.  Wäre  dieses  nicht  der  Fall,  so  konnte  man  den  Expo- 
nenten q  verdoppeln  und  würde,  wenn  man 

setzte,  erhalten 

r  =  r  +  Äg'  =  l  +  2Äg'    und    g'  =  2rg, 

so  dafs  f"  —  1  und  g''  zu  gleicher  Zeit  durch  cd  teilbar  wären.  Führt 
man  also  die  passenden  Vorbereitungen  aus,  so  findet  man  stets  einen 
Exponenten  q  von  der  Art,  dafs,  wenn  man  (9  -|-  ^ yA)^'=^f  +/  }/3 
setzt,  die  Zahlen  f  —  1  und  g'  beide  durch  o  teilbar  sind. 

Wir  behaupten  jetzt,  dafs,  wenn  man  n  =  ja?-|-jp  setzt,  die 
gegebene  Grosse  AJP+fiG-f-i/  durch  o  teilbar  ist,  welches  auch 
die  ganze  Zahl  x  sein  möge.     Denn  ist: 

SO  erhält  mau: 

F-\-GVÄ  =  (f+gVÄ){F  +  G'VA) 

und  hieraus  folgt: 

F^fr  +  gAG\    G  =  fG'+gr 
und 

iF+iia  +  v  =  {^r+  y^9)F'  +  ih^  +  i^fW  +  V. 

Da  jedoch  die  entwickelten  Werte  tob  F"  und  G'  sind: 


r 
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r  =  /•'«  +  ^-^  f'-^g'^A  +  •  •  • 
80  erhält  man^  wenn  man  die  Vielfachen  von  co  wegläfst: 

(?'  =  o,  und  r  =  r'  =  \. 

Nach  Weglassung  derselben  Vielfachen  reduciert  sich  also  die  Gröfse 
kF  -{-  fiG  -{-  V  auf  A/*-}-  f*^  +  Vj  sie  ist  daher  teilbar  durch  co. 

Da  alle  in  der  Formel  n  =  ja;  +  P  enthaltenen  Werte  von  n 
der  Aufgabe  genügen^  so  giebt  es  stets  einen  unter  diesen  Werten^ 
welcher  kleiner  als  q  ist^  so  dafs  man  immer  p<iq  annehmen  kann. 
Um  also  den  Exponenten  p  zu  erhalten,  welcher  die  erste  Losung 
giebt,  mufs  man  9  +  ^  Yä  der  Reihe  nach  auf  die  Potenzen  vom 
Grade  0,  1,  2,  3, ...  g  —  1  erheben  und  versuchen,  für  jede  durch 
f'\-g  Yä  dargestellte  Potenz,  ob  sich  die  Gröfse  A/'H-  f*fl'  +  ^  durch 
Ol  teilen  läfsi  Man  kann  auch  die  Reihe  der  Gröfsen  Xf  +  [ig  direkt 
bilden,  wenn  man  beachtet,  dafs  diese  Reihe  rekurrent  und  ihre  Be- 
ziehungsskala 29,  —  1  ist,  woraus  sich  ergiebt,  dafs  man  mit  Hülfe 
der  beiden  ersten  bekannten  Glieder  A,  Xq>  -f-  fi^  leicht  alle  andern 
bilden  kann.  Diese  Rechnungen  sind  um  so  leichter,  als  man  die 
Vielfachen  von  cd,  so  oft  sie  vorkommen,  weglassen  kann.  Wenn 
die  Aufgabe  möglich  ist,  so  mufs  man  unter  den  q  ersten  Gliedern 
der  in  Rede  stehenden  Reihe  eins  oder  mehrere  finden,  für  welche 
A/^  +  f*5  +  V  =  0  ist. 

442. 

Kennt  man  den  kleinsten  Exponenten  p,  für  welchen  A/*+  ^ig-^-  v 
durch  eine  Primzahl  teilbar  ist,  so  kann  man  folgendes  Verfahren 
einschlagen,  um  a  priori  einen  Wert  von  n  zu  bestimmen,  für  wel- 
chen lF-\-  (iG-\-v  durch  eine  gegebene  Potenz  von  a  teilbar  wird. 

Wir  bemerken  zunächst,  dafs  man  allgemein  die  Gleichung 
L  +  Mx  +  N(o  +  P(D^  +  Qfl>^  H ^ 

in  welcher  L  und  M  gegebene  Zahlen   und  N,  P,  Q, . . .  beliebige 
ganze  Funktionen  von  x  sind,  aufzulösen  im  Stande  ist.    Dazu  mufs 

L4-  Mx 
man  x  so  bestimmen,  dafs  — ^ eine  ganze  Zahl  ist.     Hat  man 

«=  i+  oa;'  gefunden  und  setzt  man  diesen  Wert  in  die  gegebene 
Gleichung  ein,  so  wird  dieselbe  von  der  Form: 

L'  +  M'x'  +  N'o}  4-  i^'co«  +^0)»  +  .'..    __ 
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also  eine  Gleichung  von  ähnlicher  Art  wie  die  gegebene,  in  welcher 
jeder  der  Nenner  von  einem  um  eine  Einheit  niedrigeren  Grade  ist 
Durch  eine  Reihe  von  ähnlichen  Rechnungen  erhält  man  also: 

•^  (ox ,  X  =  l  -{-  mx  j  X  =r  -{•  ax  ,... 
und  hieraus  folgt: 

a:  =  Z  +  TcD  +  r©^  +  r o»  H 

bis  zu  einem  Gliede  von  der  Form  io^x^"^\  in  welchem  a;^"*^  eine 
neue  Unbestimmte  vorstellt. 

Will  man  z.  B.  den  Wert  von  n  so  bestimmen^  daCs  die  Grofse 
IF-]- nG'-{-v  durch  cd^  teilbar  ist,  so  setze  man  wie  oben  n^^qx  +|). 
Setzt  man  ferner,  während  alles  ebenso  bleibt  wie  vorher, 

^f+  ¥^9  =  ^'^    ^9^  +  i^f^  l^'y 
so  erhält  man: 

XF+^G  +  v^  XF'  +  liOr'  +  V. 

In  diese  Gröfse,  welche  bereits,  für  beliebige  Werte  von  x^  durch® 
teilbar  ist,  mufs  man  für  JP'  und  G'  ihre  entwickelten  Werte  ein- 
setzen, indem  man  die  dritte  und  die  höheren  Potenzen  von  g  weg- 
läfst     Diese  Werte  sind: 

Wir  unterscheiden  nun  zwei  Fälle,  je  nachdem  x  gerade 
oder  ungerade  ist. 

X 

1)  Ist  x  gerade,  so  kann  man  v(/"*  — 9^^^  an  Stelle  von  v 
setzen  und  diese  Gröüse  entwickeln,  indem  man  die  Glieder,  welche 
g^  oder  eine  höhere  Potenz  von  g  enthalten,  wegläfst  Durch  diese 
Substitutionen  geht  die  gegebene  Gleichung 

über  in: 

Da  nun  f  nicht  durch  o)  teilbar  ist,  weil  f  —  1  es  ist,  so  kano 
man  den  gemeinsamen  Faktor  /**— *  im  Zähler  unterdrücken,  wo- 
durch die  Veränderliche  aus  den  Exponenten  verschwindet  Seist 
man  ferner: 

g  =s  oÄ' ,       A'  +  V  =  ©  L, 


r 
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SO  geht  die  aufzulösende  Gleichung  über  in: 

=  ß 

und  da  diese  Gleichung  nach  der  vorhergehenden  Methode  behandelt 
werden  kann,  so  erhält  man  das  Resultat  von  der  Form 

wo  die  unbestimmte  x'  derart  zu  wählen  ist,  dafs  x  gerade  wird. 

2)  Ist  X  ungerade,  so  mufs  man  v(f^  —  9'^^)  *  an  ^^^ 
Stelle  Ton  v  setzen;  im  Übrigen  ist  die  Rechnung  vollständig  analog 
derjenigen  im  ersten  Falle. 

Man  erkennt  jetzt  auch  den  Weg,  den  man  einzuschiffen  hat, 
wenn  man  bewirken  will,  dafs  eine  Gröfse  von  der  Form  >IJF+  /t6r  +  v 
durch  eine  beliebige  Zahl  P  teilbar  werde.  Wenn  man  P  in  seine 
Primfaktoren  zerlegt  hat  und  m"^  einer  dieser  Faktoren  ist,  so  suche 
man  die  Werte  von  n  von  der  Beschaffenheit,  dafs  die  gegebene  Gröfse 
durch  CD  teilbar  ist,  und  ebenso  der  Reihe  nach  in  Bezug  auf  jeden 
der  anderen  Faktoren.  Man  erhält  dadurch  verschiedene  besondere 
Werte  von  n,  die  man  mit  einander  verbinden  mufs,  um  einen  all- 
gemeinen Wert  zu  erhalten,  welcher  allen  Bedingungen  genügt  Die 
Aufgabe  wird  nur  dann  lösbar  sein,  wenn  alle  diese  Bedingungen 
erfüllt  werden  können. 

443. 

Wir  bemerken  noch,  daXs  der  Wert  von  g,  dessen  man  bei  jder 
vorhergehenden  Lösung  bedarf  (No.  441)  direkt  nach  dem  fol- 
genden Satse  angegeben  werden  kann: 

Ist  g)*—  J.^*=  1  und  sucht  man  einen  Exponenten  q  von 
der  Art,  dafs  (9  +  ^  j/Z)*—  1  durch  eine  Primzahl  cd,  welche 
nicht  in  Ä^  aufgeht,  teilbar   ist,   so   kann   man  g «»  co  —  1 

setzen,  falls  y—j  =  -f-  1,  und  g  =  cj  +  1;  falls  ( — )  =  —  ist 
Man  findet  nämlich  wie  in  No.  129,  dais  die  Gröfse 

(g^  +  ^yjy^iip  +  ^YA) 

durch  m  geteilt  denselben  Rest  läfst,   wie  eiue  Gröfse  derselben  Art 

in  welcher  Je  eine   beliebige   ganze  Zahl  ist.     Ist  k  =  (p^   so   erhält 
man  also,  wenn  man  die  Vielfachen  von  a  wegläfst: 
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und  die  rechte  Seite  geht  wegen  ^*"=^  über  in: 

(0 1 

t  yj  {Ä~^  —  1)    oder      ^  V^[(4)  "  ^]  • 

Ist  erstens  ( — j  =  1,  so  erhält  man: 

(g>  +  ^  V:Z)"  -  (9>  +  *  1/Z)=0. 

Mithin  ist  (9?  +  ^}/Z)*"""^—  1  durch  o  teilbar;  man  kann  so- 
mit g  =  CD  —  1  setzen. 

Ist   zweitens  ( — )  =  —  1,  so  erhält  man: 

mithin: 

Somit  kann  man  g  «=  o  +  1  setzen. 

§  13. 
Über  die  Gleichung  x^  +  ay^  =  bi^. 

444. 

Nehmen  wir  an,  dafs  eine  Losung  dieser  Gleichung  durch  die 
Werte  x^^f^  V  ^^Qj  ^  =  Ä  gegeben  werde,  und  setzen  wir,  während 
wir  den  Wert  z=^h  beibehalten,  aJ  =  /*+cj,  y=^g  —  w©,  so  erhalten 
wir,  nachdem  wir  eingesetzt  haben: 

0  =  3/*^  +  Zfm  +  CD» 
—  an{Zg^  —  3gnio  +  n*©*). 

Ist  p  —  ag^n  =  0  oder  n  =  -^,  so  giebt  die  übrigbleibende 

Gleichung: 

Hf+agn^)  Safg^ 


CD  = 


on*— 1  P  —  ag^  ' 


mithin: 

^_    r  +  2afg' g(^r+ag1 

Somit  genügt  man  der  gegebenen  Gleichung  durch  die  neuen  Werte 


r 
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y=-9{2f+    ag')^g' 

Diese  zweite  Lösung  liefert  eine  dritte,  welche  durch  die  Formeln 
ausgedrückt  ist: 

e^      h'ir-   ag'')^h" 
u.  8.  f.  ins  Unendliche. 

Werden  die  Zahlen  f,  g^  h,  welche  die  erste  Lösung  geben,  als 
von  der  ersten  Ordnung  betrachtet,  so  sind  die  Zahlen  f,  g\  K,  welche 
die  zweite  Losung  geben,  von  der  vierten  Ordnung,  die  Zahlen 
r\  9" 7  Ä",  welche  die  dritte  Lösung  geben,  von  der  sechzehnten  Ord- 
nung, mit  andern  Worten:  Die  Anzahl  der  Ziffern  einer  Lösung  ist 
ungefähr  das  Vierfache  der  Anzahl  der  Ziffern  der  vorhergehenden 
Lösung. 

Geht  man  von  einer  solchen  Lösung,  z.  B.  der  dritten  aus,  so 
kann  man  aus  ihr  in  aufsteigender  Richtung  die  vierte,  fünfte,  sechste 
u.  8.  w.  Lösung  erhalten,  und  zwar  geschieht  dies  mit  Hülfe  der 
vorstehenden  Formeln.  Man  kann  aber  auch  in  absteigender  Rich- 
tung die  zweite  und  darauf  die  erste  Lösung  erhalten.  Dazu  bedarf 
es  aber  neuer  Formeln,  die  wir  suchen  wollen. 

445. 

Es  handelt  sich  also  allgemein  darum,  die  Werte  von  Xy  y,  z 
aus  den  gegebenen  Grofsen  a?',  y\  ^  mittelst  der  Gleichungen: 

y' y(2a;«+    af) 

z  =      ^(  flj3  —    ay*) 
abzuleiten. 

Setzt  man  zu  dem  Zwecke  y'  =  mx,  /  =  nx\  sodann  y  =  px, 
e^'  qXf  so  erhält  man: 

x'  —      x^(l  +  2ajp»)  ^       _  Pil  +_1P') 

e'  =     a?*g(l  —  a/)  ^—         1  +  2ai)« 

Es  wird  demnach  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  p: 
ap^  +  2amp^  +  2i)  +  w  =  0, 
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eine   Gleichung,   welche  sich  sehr  einfach  losen   läfst.     Bringt  man 
dieselbe  nämlich  auf  die  Form: 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  X,  ft,  v  die  Gleichungen: 

»M*  +  2A  —  ft«  =-  0 


mX-nv  =  ^ 

^•-«'*  =  T' 

und  hieraus  folgt: 

(»*  =  2A  +  m' 

V»  =  X'-- 
a 

(«»A- 

i)' =  (^'-t)  (2^ +»»*)■ 

Die  letzte  giebt: 

3         1  +  a«« 
*               2a»       ' 

und  somit: 

X  = 

rtr  -fiir- 

Tst  X  bekannt,  so 

erhält  man  unmittelbar: 

i;  SS  —  [ml )• 

Sodann    hat   mau    zur  Bestimmung   von  p   die   beiden   Gleichangen 

zweiten  Grades: 

l>«  +  (m  +  /t)jp  +  A  +  i.-0 
p^+.{m  —  ii)p  +  X  —  v  =  0, 

aus  denen  sich  die  folgenden  vier  Werte  ergeben: 


Ist  p  bekannt,  so  erhält  man  q  durch  die  Gleichung: 

n(l  +  2ap»)  ^  np 

^            1  —  ap"  .P  +  *'* ' 

und  sodann  x  durch  die  Gleichung: 
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A  ^         X  _  x{p  +  2m) , 

l  +  2ap»""  3p         ' 

und  Termittelst  dieses  Wertes  findet  man  y  =  px,  z  =  qx. 

Übrigens  braucht  man  nicht  erst  den  Wert  von  a?,  welcher 
irrational  oder  selbst  imaginär  sein  könnte^  zu  kennen;  denn  offenbar 
kann  man  an  Stelle  der  drei  Werte  x,  px,  qx  einfach;  als  ob  x  >=  1 
wäre,  die  Werte  1,  J9,  q  nehmen.  Somit  reduciert  sich  alles  darauf, 
den  Wert  von  p  durch  die  Gleichung 

ap^  +  2amp^  +  2p  +  w  =  0 
zu  bestimmen,   und   zwar  wird   dieser  Wert   nur  dann  eine  Losung 
geben,  wenn  er  rational  ist. 

446. 

Wir  nehmen  an,  dafs  man  dieser  Gleichung  durch  den  Wert 
p  =  Jc  genüge,  aus  welchem 

l_    2k +  m 

^~        Ä»     k  +  2m 

folgt  Die  vorstehenden  Gleichungen  zwischen  l,  ft,  v  müssen  mit 
der  Gleichung  jp^  +  (w  +  /t)p  +  ^  +  ^  =  0  verbunden  werden.  Da 
dieselbe  durch  den  Wert  p'^Jc  befriedigt  wird,  so  ergiebt  sich  aus  ihr: 

A  +  i;  =  —  Ä*  —  (w  +  /t)Ä. 
Es  ist  aber: 

2A  —  /t«  —  m\ 
mithin : 

2v  =  m^  —  2mh  —  2A*  —  2^Tc  —  /tl 
Multipliciert    man    mit   ^   und    setzt   sodann    für  ^i/    seinen   Wert 
mX oder  -v^(^*  —  ^^) y  so  erhält  man: 


oder: 


2 
m(/t*  _  m«)  —  ~  =»  —  ^'  -  2*^«  +  (w*  ~  2 wÄ  —  2Ä«)^ 

^3  +  (2Ä  +  m)v?  +  (2Ä^  +  2m*  —  m^)^—  w»  -  -?-  =  0. 


Diese  Gleichung  bestimmt  unmittelbar  den  Wert  von  ^.    Dieselbe 

2 

wird  homogen  in  Bezug  auf  ft,  m  und  Jo,  wenn  man  für  —  seinen 

7.     I     n  AM 

Wert  —  2Ä;'  -g-j^r —  einsetzt   Man  kann  sie  nämlich  folgendermafsen 
schreiben: 

0  -=  (2Ä  +  TO)f»»  +  (2Ä!  +  m)V*  +  (2*  +  »»)  (2Ä*  +  2*w  —  m«)  fi 

+  2&»(Ä;  +  2m)  -  »»'(2*  +  m). 

Lcgendre,  Zftlüenthcorie  II.  8 
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Diese  Gleichung  ist  sehr  bemerkenswert^  insofern  man  ihr  dorcb 
den  Wert 


genügt,  während  l  durch  die  Formel 

bestimmt  wird.  Man  findet  leicht,  dafs  die  Gleichung  in  /&  eine  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat.  Man  sieht  also,  dals  die  reelle 
Wurzel  durch  die  Formel  ym^  +  2X  gegeben  ist,  d,  h.  durch  eine 
Quadratwurzel  aus  einer  Gröfse,  welche  aus  dem  rationalen  Teile  i»* 
und  dem  eine  Kubikwurzel  darstellenden  Teile  2A  besteht  Diese 
Form  der  Wurzel  einer  Gleichung  dritten  Grades  ist  nicht 
dieselbe  wie  die,  welche  die  Gardanische  Formel  giebt,  da 
letztere  aus  einem  rationalen  Teile  verbunden  mit  zwei  Kubikwurzeln 
aus  Grofsen  von  der  Form  -4+  V^j    ^ — V^  besteht. 

447. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  dritten  Grades,  welche 
sich  ebenso  losen  lassen,  wie  die  Gleichung  in  /i,  a  priori 
zu  bestimmen  suchen. 

Betrachten  wir  zu  dem  Zwecke  die  Gleichung: 

und  setzen  wir  a:^  =  Jf  +  y,  so  ergiebt  sich: 

x{y  +  M+B) Ay  —  AM—  C, 

und  wenn  wir  beide  Seiten  ins  Quadrat  erheben: 

(y  +  M)  (y«  +  2  [M  +  B]y  +  [M+  B]*)  -  (Ay  +  AM  +  C)»-  0, 

oder  entwickelt: 

f  +  2(Jf  +  B)y*  +  {M+  Bfy  +  M{M+  5)*j 
+  Jlfy«  +  2M{M-itB)y—{AM-\-Cy\=0. 

-  A^if  —  2A{AM+C)y  ) 

Sollen  nun  in  dieser  Gleichung  die  mit  y*  und  y  behafteten 
Glieder  verschwinden,  so  mufs  man  den  beiden  Bedingungsgleichnngen 
genügen: 

^»  =  3M  +  2B 
2AC==B*-3M-. 
Eliminirt  man  also  M,  so  ist  die  Bedingungsgleichung: 
35*  — 6^C=(^»-2B)-' 
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oder: 

A'  -  4:A^B  +  JS«  +  6AC  =  0. 

Sodann  erhält  man: 

ond  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  y  wird: 

y»  =  {AM+  Gf  —  M{M-\-  Bf  =  C*  -  M'=  C*  -  -^  (A*  -  2B)\ 

Substituiert  man  an  Stelle  von  C  seinen  Wert ^  . ,  so 

folgt: 

2^^,  _  (^'  +  g)»(3J-^') 


und  somit: 


^  =  j/i 


^  - 

8 

4^« 

> 

2^  = 

V          4^«        , 

^^« 

-.2B 

^«+JB 

iVSS-A« 

3           1 

3 

K        44» 

Diese  Auflosungsformel  ist  weit  einfacher  als  die^ 
welche  die  gewohnliche  Cardanische  Formel  geben  würde. 
Indessen  liegt  der  Gedanke  nahe,  dafs  sie  beide  nicht  wesent- 
lich von  einander  verschieden  sein  dürfen,  und  dafs  sich  somit 
die  zusammengesetztere  auf  die  einfachere  zurückführen  lasse.  Dies 
wollen  wir  im  Folgenden  zeigen. 

448. 
Wenn  man  in  der  gegebenen  Gleichung 

a?-\^Aa?  +  Bx  +  C  =  0 

g ^ 

setzt  x  =  — - — ,  so  erhält  man  die  transformierte  Gleichung: 

in  welcher 

p  =  — 3^«4-9JB 

q  =  2A^  —  9AB  +  21G 

ist    Setzt  man  an  Stelle  von  G  seinen  Wert,  ausgedrückt  durch  A 
und  By  so  wird: 

2 ^Ä-^ > 

und  hieraus  folgt: 

8* 
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Vü^p'- 


4A 


Ist  daher: 

so  erhält  man: 


■My  {A^-^sBy t^ 


2Ä  2A' 

und  somit: 

Ist  0  bekannt,  so  wird: 

also: 

a;*=l(^»-2^<  +  4  +  T^) 
oder  endlich: 

und  dies  stimmt  mit  der  zuerst  erhaltenen  Formel,  welche,  wie  man 
sieht,  der  einfachste  Ausdruck  von  x  ist,  überein. 

449. 
Um   eine   Anwendung    der    vorhergehenden   Formeln  zu 
geben,  betracht.en  wir  die  Gleichung: 

a^  +  f^lss', 

welcher  man  genügt,  indem  man  den  Unbestimmten  x,  y,  z  bezüg- 
lich die  Werte  2,  —  1,  1  beilegt.  Hieraus  leitet  man  die  zweite 
Lösung  12,  15,  9  oder  einfacher,  indem  man  den  gemeinsamen  Faktor 
unterdrückt,  4,  5,  3  her.  Diese  liefert  in  ähnlicher  Weise  eine  dritte 
1265,  — 1256,  183,  und  so  fort  in  aufsteigender  Linie  ins  Unendliche. 
Um  dieselbe  Reihe  in  entgegengesetzter  Richtung  fortzusetzen, 
betrachten  wir  die  Lösung  5,  4,  3  als  gegeben.  Wollen  wir  daraus 
nach  der  Methode  des  Artikel  445  die  erste  Lösung  ableiten,  so  haben 

4  S 

wir  a;'  ^  5,  y  ==  4,  jei'  =  3.     Dies  giebt  m  =  y  =  0,8,  w  =  y  =  0,6 
und  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  p  ist: 
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Hieraus  folgt: 


p'+-lp'  +  2p+y  =  0. 


P=     ^,     2—    i-_:p8-— —  1. 

Man  erhält  daher  unmittelbar  die  Losung  1^  p,  q  oder  1^  —  2,  —  1 
oder  2,  —  1,  1^  und  dies  ist  in  der  That  die  erste  Lösung,  von  der 
wir  ausgegangen  waren. 

Dasselbe  Resultat  würde  man,  jedoch  weniger  leicht,  aus  den 
allgemeinen  Formeln  ableiten,  bei  denen  man  von  den  Hülfsgrofsen 
X,  f»,  V  Gebrauch  macht,  um  den  Wert  von  p  zu  bestimmen.  Man 
erhielte,  alsdann: 


oder  näherungsweise: 


A=       0,9109768 

(i  =        1,5690611 

V 0,1728540. 

Sodann  werden  die  beiden  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  p: 
p"  +  2,3690611p  +  0,7381228  =  0 
^  —  0,7690611p  +  1,0838308  —  0. 

Die  zweite  Gleichung  hat  zwei  imaginäre  Wurzeln;  die  erste  giebt 
die  beiden  reellen  Wurzehi  p  =  —  2,000000,  p  =  —  0,3690611, 
jedoch  ist  der  Wert  p  =  —  2,  der,  wie  wir  wissen,  richtig  ist,  der 
allein  brauchbare.  Man  kann  dies  auch  ohne  Hülfe  der  Decimal- 
brüche  finden,  wenn  man  beachtet,  dafs  man  im  gegenwärtigen  Falle, 

wo  m  =  y  ist,  erhält:  ^  =  —  +  --  A  —  ^ ^*>   ^^^^^  femer 

Dieser  Wert  giebt,  in  die  Formel 

eingesetzt,  die  beiden  Wurzeln: 

p 2     und    p  =  --^  =  —--X  +  -^^k\ 
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450. 

Man  kann  bemerken  ^  dafs  die  Formeln  des  Artikel  444,  auf  die 
Gleichung 

ar»  +  y»  =  ^ 

angewandt,  das  Hülfsmittel  an  die  Hand  geben  zur  Auffindung  tod 
unendlich  vielen  Lösungen  dieser  Gleichung;  sobald  man  eine  einzige 
solche  kennt,  so  dafs  also  die  Summe  zweier  gegebenen  EubeD 
/^  +  P*  auf  unendlich  viele  Arten  in  die  Summe  zweier  an- 
dern Kuben  transformiert  werden  konnte.    Denn  setzt  man: 

r.  _  ßr+2g'_l         , g&r  +  g') 

T       —  fZ^gZ  7  y      —  fZ_g^  7 

SO  folgt  aus  diesen  Formeln  die  Gleichung: 
Mittelst  analoger  Formeln  erhält  man: 

u.  s.  f.  ins  unendliche.  Hätte  man  also  f^-hg^^  Ä',  so  würde  diese 
Lösung  der  Gleichung  ar*  +  y*  +  ^'  =  0  unendlich  viele  andere  liefern. 
Wir  wissen  jedoch,  dafs  eine  solche  erste  Lösung  nicht  existiert 

451. 

Wir  beschliefsen  diesen  Paragraphen  mit  einem  Satze,  der  bei 
verschiedenen  Untersuchungen  aus  der  unbestimmten  Analysis  von 
Vorteil  sein  kann. 

Satss.  Hat  die  Gleichung  x^  —  pa^  +  ga:  —  r  =  0  drei  ra- 
tionale Wurzeln,  so  mufs  die  Gröfse 

A  =p^q^  -  4g»  +  ISpqr  —  4jpV  —  27 r« 
ein  vollständiges  Quadrat  sein. 

Sind  nämlich  a,  ß,  y  die  drei  rationalen  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung,  und  sucht  man  die  Werte  der  Gröfsen  y  und  0,  welche 
auf  folgende  Weise  gebildet  sind: 

y  =  a^ß  +  ß'y  +  fa 

SO  müssen  diese  Gröfsen  ebenfalls  rational  sein.  Nun  findet  man  aber 
nach  bekannten  Formeln: 

y  +  0=pq  —  ^r 

ye^^  +  P^r  —  6pqr  +  gt^. 
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mithin:' 

fy  -  0y=p^q^  —  4ff»  +  ISjpgr  --  4jpV  -  27  rl 

Es  moGs  somit  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  sein. 
Nennen  wir  diese  rechte  Seite  Q^,  so  ist 

e  =  ±  (y  -  ^)  =  +  («  -  ^)  (^  -  y)  (y  -  «), 

mid  die  vorstehende  Gleichung  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 
4(2>«  -  iqy  =  (2i>3  -  dpq  +  27r)«  +  27  Q\ 

Nimmt  man  also  an,  dafs  die  Zahlen  |7,  q,  r  ganze  Zahlen  seien,  und 
bringt  man  |)'  —  3g  auf  die  Form  2'*(2w  +  1),  so  mufs  n  gerade 
und  zugleich  2w  +  1  von  der  Form  f^  +  ^9^  ^^^y  ^6*^  wenn  eine 
von  diesen  beiden  Bedingungen  nicht  stattfände,  so  könnte  man  die 
linke  Seite  der  Gleichung  nicht  auf  die  Form  P*  +  27  Ö*,  welches 
die  der  rechten  Seite  ist,  bringen. 

Endlich  folgt  aus  eben  diesem  Satze,  dafs,  wenn  die  Gleichung 
x^  —  px^  -j-  ga;  —  r  =  0 
drei  rationale  Wurzeln  hat,  der  Ausdruck  einer  von  diesen  Wurzeln, 
welcher   durch   die  Gardanische  Formel   dargestellt   wird,    immer 
von  der  Form  ist: 

wobei  A  und  B  und  ebenso  auch  1/ J.*  +  y-B*  rational  sind. 

Stellt  man  durch 

Y^—pV^  +  qV—r  =  0 

die  Gleichung  dar,  deren,  positiv  oder  negativ  genommene,  Wurzeln 

Xy  y,  z  der  Gleichung 

a?*  +  y"  +  ^  =  0 

genügen  sollen,  wo  n  eine  Primzahl  ist,  so  kann  man  die  linke  Seite 
durch  eine  f'unktion  von  p,  g,  r  ausdrücken,  welche,  gleich  Null 
gesetzt,  die  erste  Gleichung  des  Problems  ist.  Aufserdem  mufs  die 
Funktion 

40'  -  Hf  —  i^^P"  —  ^M  +  27 r)^ 

welche  für  alle  Werte  von  n  dieselbe  ist,  von  der  Form  27^  sein. 

Diese  beiden  Gleichungen  können,  wenigstens  in  speciellen 
Fallen,  die  Auflösung  der  Gleichung  a;"  +  y"  +  ;?"  =  0  erheb- 
lich erleichtern  oder  zum  Beweis  der  Unmöglichkeit  der- 
selben führen.    Man  kann  ferner  noch  Folgendes  bemerken: 

1)  Der  KoefQcient  j),  welcher  gleich  der  Summe  a;  +  y  +  ^  ist, 
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ist,  wie  weiter  unten  (im  sechsten  Hauptteil)  gezeigt  werden  wird, 
stets  eine  gerade  durch  n^  teilbare  Zahl. 

2)  Der  Koefficient  g,  welcher  gleich  xy  -\-  y»  -\-  zx  ist,  ist  stetB 
eine  ungerade,  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen*  wie  p  behaftete 
Zahl,  welche  weder  mit  p  noch  mit  r  einen  gemeinsamen  Teiler  hak 

3)  r  ist  eine  gerade  Zahl  yon  entgegengesetztem  Vorzeichen  wie 
p  und  teilbar  durch  r?. 

Man  kann  in  allen  Fällen  p  =  1  setzen  und  sodann  q  und  r  als 
rationale  Gröfsen  betrachten,  die  man  durch  diese  beiden  Gleichungen 
bestimmen  mufs. 

§  14. 

Methode  zur  Auflösung  der  Gleichung  y^  =  a  +  6^»  +  ca;^  +  rfr*  +  cai* 

in  rationalen  Zahlen. 

452. 
Nachdem  wir  dazu  geführt  worden  sind,  die  Auflösung  der  un- 
bestimmten Gleichungen   zweiten  Grades   ausführlich   zu  behandeln, 
müssen  wir   einer   Methode   Erwähnung  thun,    welche  Ton 
Format  für  die  rationale  Auflösung  der  Gleichung 

y«  =  a  +  6a;  +  crc*  +  dx^  +  ea^, 
deren  rechte  Seite  ein  rationales,  den  vierten  Grad  nicht  übersteigen- 
des Polynom  ist,  angegeben  worden  ist.     Die  hauptsächlichsten 
Fälle,  in  denen  die  Auflösung  möglich  ist,  sind  folgende. 

1)  Wenn  die  Zahl  a  gleich  einer  positiven  Quadratz^hl  p  ist,  so 
geben  die  Werte  a;  =  0,  y  =^  f  unmittelbar  eine  Lösung  der  ge- 
gebenen Gleichung.    Um  eine  andere  Lösung  zu  erhalten,  setzen  wir: 

a  +  lx  +  ca^  +  dx?  +  ex^  =  (/*+  gx  +  hx^^. 
Dies  giebt,  wenn  wir  entwickeln  und  ordnen: 

0  =      p  +  2fgx  +  2fhx'  +  2ghx^  +  Ä*a;* 
—  a  —      hx  —      cx^  —      dx^  —    ea?* 
+    g'xK 

Nun  ist  bereits  V*  =  a.    Setzt  man,  um  die  beiden  folgenden  Glieder 
verschwinden  zu  lassen, 

2/</-6  =  0,      2A-C  +  /-0, 
so  erhält  mau  die  Werte  der  Eoefficienten  g  und  h,  nämlich: 

*  I.  _  c  -  5' 


9  = 


2/-'  if 
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Da  hierdurch  die  Gleichung  auf  die  beiden  einzigen  Glieder,  welche 
ar*  und  ic*  enthalten,  reduciert  ist,  so  folgt  daraus  ein  rationaler  Wert 
von  Xj  nämlich  : 

^'^    e-h^    ' 

Dieser  Wert  giebt  somit  eine  neue  Lösung  der  gegebenen  Gleichung 
in  rationalen  Zahlen,  wofern  nicht  2gh  =  d  oder  e  «»  A^  ist. 

Bezeichnet  man  die  zweite  Lösung  durch  x  =  m,  und  setzt  man 
allgemein  x  =  m  -]-  x\  so  geht  die  rechte  Seite,  nach  Einsetzung 
dieses  Wertes  in  die  gegebene  Gleichung,  über  in 

a  +  Vx  +  cx^  +  d'x^  +  ex\ 

in  welcher  a  ebenfalls  ein  positives  Quadrat  ist.  Man  kann  also  in 
derselben  Weise  verfahren,  um  einen  neuen  Wert  von  x'  zu  erhalten, 
und  so  fort  ins  Unendliche.  Hieraus  sieht  man,  dafs  ein  erster  be^ 
kannter  Wert  von  x  genügt,  um  unendlich  viele  andere  zu  finden, 
abgesehen  von  einigen  besonderen  Fällen,  die  fast  nur  eintreten 
können,  wenn  es  absolut  unmöglich  ist,  der  gegebenen  Gleichung 
anders  als  durch  die  zuerst  gegebenen  Werte  zu  genügen. 

2)  Ist  der  Koefficient  e  des  Gliedes  es^  gleich  einer  positiven 
Quadratzahl  h^,  so  setze  man: 

a  +  6a;  +  ca;^  +  doi^  4-  ea:*  =  (f^gx  +  hx^y. 
Dies  giebt,  wenn  man  entwickelt  und  vereinfacht: 
0  =     f^  +  2fgx  +  2fhx^  +  2ghx^ 
—  a  —      bx  —       cx^  —      dx^ 

Jetzt  kann  man  die  Glieder  mit  x^  und  x^  zum  Verschwinden  bringen, 

wenn  man  setzt: 

d  o c  —  ^* 

Alsdann  reduciert  sich  die  Gleichung  auf  eine  Gleichung  ersten  Grades 

und  diese  giebt: 

_    a-p 

^  -  2^^y 

Diese  Lösung  liefert  sodann,  wie  im  vorhergehenden  Falle,  unendlich 
viele  Lösungen;  jedoch  darf  2fg  —  b  nicht  gleich  Null  sein. 

3)  Ist  die  gegebene  Gleichung  von  der  Form: 

y«  =  /•»  +  6a;  +  cx^  +  dx^  +  h^x\ 
so   dafs   sie   zu  gleicher  Zeit  zu  den  beiden  vorhergehenden  Fällen 
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gehört^  so  kann  man  Ton  jedem  der  beiden  angegebenen  Hül£smittel 
Gebrauch  machen.    Man  kann  auch  sogleich 

y  =  f  -^  gx  +  ho(? 
setzen^  und  dies  giebt^  wenn  man  einsetzt,  entwickelt  und  die  mög- 
lichen Vereinfachungen  vornimmt: 

0  =  2fgx  ±  2fhx^  +  2ghx^ 
—  fear  —       cx^  —      dx^ 
+     g'x\ 
Dieser  Gleichung  kann  man  aber  auf  zwei  yerschiedene  Arten   ge- 
nügen,  einmal,  indem  man  g  =  yrr  setzt,  wodurch  sich 

^~   ±2pÄ  — ä 

ergiebt,  das  andere  Mal,  indem  man  g  =  +'öh:  ^^^^f  wodurch  man 


x> 


2h 
2fg-b 


c  —  5f«  4:  2fh 
erhält. 

4)  Hat  man  eine  durch  x  '^m  bezeichnete  Losung,  so  setze  man 
o;  =  m  -|-  x';  dadurch  wird  die  Gleichung  auf  den  ersten  Fall  zurück- 
geführt. 

Wir  konnten  eine  grofse  Zahl  von  Anwendungen  dieser  Methode 
hinzufügen,  die  sich  aus  Problemen  der  unbestimmten  Analysis  er- 
geben, deren  Losung  von  Euler  in  mehreren  von  seinen  Abhand- 
lungen und  im  zweiten  Bande  meiner  Algebra  angegeben  worden  isi 
Wir  beschränken  uns  jedoch  auf  ein  oder  zwei  Beispiele  dieser  Ari^ 
um  eine  Vorstellung  Ton  diesem  Zweige  der  Analysis  zu  geben.  Der- 
selbe erfordert  grofsen  Scharfsinn  bei  der  Wahl  der  zur  Losung 
führenden  Hülfsmittel,  steht  jedoch  als  zu  speciell  nur  in  einer  ent- 
fernten Beziehung  zu  unserm  Gegenstande. 

453. 
Wir   stellen  uns  die  Aufgabe,   drei  Zahlen  »,  y,  a  von 
der  Beschaffenheit  zu  finden,  dafs  die  drei  Formeln 
x^  +  y^  +  2z\      X*  +  0«  +  2y^      y^  ^  ^«  +  2^ 
Quadratzahlen  darstellen. 

Da  man  vori^ussetzen  kann,  dafs  diese  Zahlen  keinen  gemein- 
schaftlichen Teiler  haben,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  sie  alle  drei 
ungerade  sein  müssen.     Man  kann  daher 

y  =»  a;  -^-  2jp,      0  =  a?  -j-  2g 
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setzen  and  erhält: 

2^  +  y^  +  2is^  =  4x*  +  4(p  +  2q)x  +  4(p*  +  2q% 
Setzen  wir  diese  Gröfse  gleich  4(a;  + /)*>  so  folgt  daraus: 

Die  zweite  Formel  giebt  analog: 

g'  +  gp'-p' 

und  um  diese  beiden  Werte  in  Übereinstimmung  zu  bringen,  setzen  wir: 
p»^2q'-  r=  q'-{-2p'-   ^ 
2f-    p  -2q-^2g-    q   —2p. 

Hieraus  erhalten  wir  rationale  Werte  von  f  und  g,  nämlich: 

/•=|(52  +  3i>),      9  =  i(PP  +  ^a). 
und  vermöge  dieser  geht  der  Wert  von  x  über  in: 

7p«^30pg  +  7g« 
8(1'  + 2) 
Dieser  Wert  genügt  bereits  den  beiden  ersten  Bedingungen.     Ferner 
erhält  man  die  entsprechenden  Werte  von  y  und  z  durch  die  Formeln: 

y  =  x  +  2p,       0  =  x  +  2q, 
so  dafs  man,  nach  Unterdrückung  des  gemeinsamen  Nenners,  setzen 
kann: 

x=    7i?*  -  SOpg  +    7a* 

y  «23p*- 14m  +    78' 

0=    7jj*  -  14pq  +  23gl 
Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Formel  y*  +  ^  +  2x*  und  setzt 
man  -^  ==  1  +  ^,  so  hat  man  noch  der  Bedingung  zu  genügen: 

1  +  2«-  +  2^»  +  ^  +  4^1-^*  =  einer  Quadratzahl. 

Nun  findet  man  ohne  weiteres  d'^^O,  oder  d'=  —  1,  oder -&  =  —  2; 
jedoch  ergiebt  sich  hieraus  keine  Lösung.  Ist  also,  der  vorstehenden 
Methode  gemäfs, 

l  +  2*  +  2*»  +  ^  +  ig-*«  =  (l  +  a*  +  ii^)*, 

und    entwickelt  man   diese   Gleichung,   so   erhält   man,   wenn   man 

g 
a  =  -T^  setzt,  d'  =  208,  demnach  jp  =  209,  g  =  1,  und  hierdurch 

ergiebt  sich  die  folgende  Lösung: 

w  =  18  719,      y  =  62  609,      ;?  =  18  929. 
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Es  würde  leicht  sein,  aus  diesen  noch  mehrere  andere  zu  finden, 
jedoch  würden  dieselben  wahrscheinlich  komplicierter  sein,  obwohl 
die  von  uns  angewandte  Methode  nicht  besagt,  dafs  die  gefundenen 
Zahlen  die  kleinsten  seien,  welche  der  Aufgabe  genügen. 

454. 

Es  sei  ferner  die  Aufgabe  gestellt,  drei  ungleiche  Qua- 
dratzahlen x^  y^,  z^  VOM  der  Beschaffenheit  zu  finden,  dafs 
die  drei  Formeln 

^*  +  y*  —  ^^      a;*  +  j3*  —  y*,      y*  +  ie?*  —  ^ 
Quadratzahlen  darstellen. 

Man  findet  leicht,  dafs  die  ersten  beiden  Bedingungen  erfüllt 
werden,  wenn  man  setzt: 

z=^r^  ---  TS  —  s^. 

Man  hat  also  nur  noch  die  dritte  Bedingung  zu  befriedigen,  und 
diese  geht  durch  die  Substitution  dieser  Werte  über  in: 

r*  —  4r*s*  +  s*  ==s  einer  Quadratzahl. 
Ist  r^=^Sy  so  reduciert  sich  die  Aufgabe  darauf,  zu  bewirken,  dafs 
^  -  4^8  +  1 

eine  Quadratzahl  werde.  Man  könnte  -ö-  =  0  oder  -ö-  =  2  setzen, 
jedoch  würde  sich  hieraus  keine  passende  Lösung  ergeben.  Um  andere 
Werte  zu  erhalten,  sei  -ö"  =  2  +  9?  dadurch  erhält  man: 

1  +  I69)  +  2O9?*  +  89»  +  9?*  =  einer  Quadratzahl. 

Setzen  wir  diese  Gröfse  gleich   (1  +  89  +  ay*)*  und  nehmen  wir 

sodann  a==l,  so  finden  wir  9  = j-,  mithin  ^  = j-,  r=15, 

5  =  4,  und  hieraus  folgt  die  nachstehende  Lösung: 

fl?  =  241,      y  =  269,      ^  =  149. 

Dies  sind  wahrscheinlich  die  kleinsten  Werte,  welche  der  Aufgabe 
genügen.    Man  hätte  auch  a  ==  —  22  setzen  können,  wodurch  man 

^>  =  -— ,  d-  =  -jTT-,  oder  r  =  442,  s«=  161  erhalten  hatte.  Hieraus 

aber  würden  sich  Werte  ergeben,  die  weit  beträchtlicher  sind,  als 
die  vorhergehenden. 
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Man  kann  auch  einen  andern  Weg  einschlagen,  um  zu  bewirken, 
daCs  die  Grofse  1  -|-  16^  +  2O9)*  +  89'  +  9*  gleich  einer  Quadrat- 
zahl  werde.  Stellen  wir  dieses  Quadrat  durch  (1  +  mg)  +  n<p^y  dar, 
so  erhalten  wir,  wenn  wir  diese  Gröfsen  gleichsetzen  und  entwickeln: 

0  =     2m9)  +  2n9)2  +  2mnq)^  +  w^* 

—  16(p  -  20g)*  —       89?»  —     g)^ 

+  m^tp*. 
Setzt  man: 

16  — 2to 8  — 2fiin 

9^  ~  2n  +  m*  —  20  ~     n«— 1    » 

so  erhält  man  zwischen  m  und  n  die  Gleichung: 

(8  +  w)n*  +  (w»  —  20m  -  8)«  —  4i»^  +  1»  +  72  —  0. 

Um  nun  einen  rationalen  Wert  von  n  zu  erhalten,  setzen  wir 
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m  =  —  8;  dadurch  ergiebt  sich  w  = rr-,  9  «=  -TgT-,  und  dies  ist 

die    zweite   der   beiden,    mittelst   der   andern   Methode   gefundenen, 
Lösungen. 

§  15. 

Entwicklung  des  ins  Unendliche  fortgesetzten  Produkts: 

(1  -  rc)  (1  -  ic»)  (1  -  rr^)  . . . . 

455. 
Wir  betrachten  allgemeiner  das  Produkt: 

(1  +  X0){1  +  a^i&)(l  +  ^^)(1  +  a:*^)  • . . 
und  nehmen   an,   dafs   dieses  Produkt,   nach  Potenzen   von   0   ent- 
wickelt, die  Reihe  ei^ebe: 

I  +  Pz+Qz^  +  Ez^-^ 

Setzt  man  xz  an  die  Stelle  von  ;?,  so  erhält  man: 

(1  +  x*d)(l  +  a^is)(l+a^0)"'  =  l  +  Pxjs  +  Qa^0*  H , 

und  somit: 

1  +  P;g  +  e^»  +  B;^  H (1  +  fl?^)  (1  +  Px0  +  Qx'z*  -j ). 

Entwickelt  man  die  rechte  Seite,  und  setzt  darauf  die  Koefficienten 
gleicher  Potenzen  yon  0  einander  gleich,  so  ergiebt  sich: 


Q 


l  —  x 

Px*     ^  x^ 

1  — a;«  (1— a:)(l— Ä») 
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1  —  ojs  (1  _a-)  (1  -  rc»)  (1  —  x^) 

Ex*  x'^ 


1—x*  i^l—x)(l  —  x^)(\  -  a:»)(l— X*) 

U.    8.    Wr 


Ist  0  =  —  1,  80  wird  das  gegebene  Produkt 
(1  _-,)(!  _a^)(l  _«;»)..., 

welches  wir  X  nennen  wollen,  ausgedrückt  durch  die  Reihe: 


1  — o;     '     (1  —  a;)(l— Ä*)  (1  —  x)  (1  —  x*)  (1  -  a;») 

+ 


(1  —  X)  (1  —  X*)  (1  —  X»)  (1  —  X*)  ' 

und  zwar  sieht  man,  dafs  die  Zähler  die  Trigonalzahlen  1,  3,  6,  10, 
15,  ...  zu  Exponenten  haben.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie 
man  aus  den  Nennern  der  Reihe  nach  die  Faktoren  1— ^ 
1  —  «*,  1  —  ar*,  ...  wegschaffen  kann. 


456. 

Hierzu   verwandeln   wir  jedes  Glied   der  Reihe  in  zwei  andere, 
nämlich: 

-r in  rc  +  . — 

1  —  X  '1  — X 

/m3  /viS  rinJ 

t/lf  •  «4/  I  U/ 

"(1  —  aj)  (1  —  x*)    *"    1— rc     •"  (T-  ^)  a'—'-c^" 


(1  — a;)(l  — a;*)(l— x»)  (1  -  a:)  (1  —  ä«)     »     (1  —  x)  (1  —  a:*)  (l  -  ^') 

U.    8.    W. 

Hierdurch  geht  die  Reihe  (A)y  wenn  man  das  erste  Glied  1  bei  Seite 
läfsty  über  in: 

"~  ^         1  — «  "^'   (1— a:)(l  — a?^  ~   (1  -  x)  (1  —  a;«)  (1  —  aj'Ö"    ' 

'     1  — a;  ~  (1— -a;)(l  — a;*)     '     (1  —  a;)  (1  —  «•)  (1  —  x») 
oder,  wenn  man  reduciert: 

(5)  _  a;  _  a;2  +  ___   _   _____ 

-I 

~     {l—X*)(l^X^(l'—X*) 

Da  es  wesentlich  ist,  das  Gesetz  zu  bemerken,  welches  di^  ^^' 


r 
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ponenten  2,  5,  9,  14,  ...  befolgen,  werfen  wir  einen  Blick  auf  das 
nnten  folgende  Schema^  in  welchem  dasselbe  klar  hervortritt. 

Die  erste  Horizontalreihe  ist  die  der  natürlichen  Zahlen,  die 
zweite  ist  die  Reihe  der  Trigonalzahlen  oder  der  Exponenten  der 
Zähler  in.  der  ersten  Reihe  {Ä).  Addiert  man  zu  jeder  Trigonalzahl 
die  darüberstehende  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe,  so  erhält  man 
die  Reihe  2,  5,  9,  14,  20,  . . .,  also  die  Reihe  der  Exponenten  von  x 
in  der  Reihe  (5),  wenn  man  davon  das  erste  Glied  —  x  ausnimmt, 
dessen  Exponent  1  in  der  Tafel  unmittelbar  über  2,  anstatt  neben  2 
wie  in  der  Reihe  (B)  steht. 

Nachdem  dies  vorausgeschickt  ist,  sehen  wir,  dafs  der  Faktor 
1  —  X  aus  den  verschiedenen  Nennern  verschwunden  ist.  Entfernen 
wir  ebenso  den  Faktor  1  —  x^,  so  geschieht  dies,  indem  wir  setzen: 


l—x* 


(1  —  Ä«)  (1  —  x') 


X^ ,  X^ 

"l  — Ä*     '     (1— a;«)(l— Ä») 


x^*  x^' 


+ 


(l--a;«)(l— a:«)(l~a;*)  (i  _  ««)  (i  —  ajS)     '     (1  —  x^  (l  —  x*)  (l  —  x*) 

u.  s.  w. 

Hierdurch  geht  die  Reihe  (B\  wenn  man  den  ganzen  Teil  --x  —  a? 
wegläfst,  über  in: 

^  4.  _5 ? I ? ... 

^    1— a;«  (l-a;*)(l  — aj«)    ^   (1  —  a;'*)  (1  —  a;»)  (1  —  aj*) 

""    1— a;«  "^   (1  — a;*)(l  — flc»7         (1  —  aj*)  (1  —  aj»)  (1 -^o*)"  "^ 
oder,  wenn  man  vereinfacht, 

(C)  T^  +  X    -  -z^^^  +  -(j7_^,)(i_-4)- 

jr» ^    , 

(1  — a;«)(l  — a;*)(l  — a;^)    "^  ' 

Die  Exponenten  5,  7,  12,  18,  25,  ...,  welche  mit  Ausnahme  des 
ersten  5  die  Reihe  (C)  der  Tafel  bilden,  .ergeben  sich  aus  den  vor- 
hergehenden 5,  9,  14,  20,  . . .,  indem  man  zu  letzteren  die  senkrecht 
darüberstehenden  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  addiert  Was 
den  Exponenten  5  der  Reihe  C  anlangt,  so  steht  derselbe  in  der 
Tafel  unmittelbar  über  7,  gleich  als  ob  er  zur  vorhergehenden  Reihe 
(-B)  gehorte. 

Trennen   wir  den   ganzen  Teil  a^  -}~  ^'  ^^n  der  Reihe  (C)  ab, 
tmd  geben  wir  dem  übrigbleibenden  Teile  die  Form: 


^ 
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12  I 


(1  -  a;2)  (1  _  ^.4)  (1  _  ^5) 


■^"    l^o;»  "(l^^TS»)  (1  —  Ä*)  "•"    (1— x'OCl  — a;*)(l~a?*)        '"' 

so  erhalten  wir,  wenn  wir  yereinfachen,  die  vierte  Reihe: 

j 5 

~     (1  —  iC*)  (1  -  OJ*)  (1  —  Ä<0  ' 

bei  welcher  der  Faktor  1  —  x^  nicht  mehr  in  den  Nennern  vorkommi 
Es  treten  darin  die  Exponenten  12,  15,  30,  39,  ...  auf,  welche  mit 
Ausnahme  des  ersten  die  Reihe  (D)  in  der  Tafel  bilden.  Man  erhalt 
dieselben  aus  den  vorhergehenden  12,  18,  25,  33,  . . .  wenn  man  za 
jedem  der  letzteren  die  darüberstehende  Zahl  aus  der  natürlichen 
Zahlenreihe  addiert. 

Man  sieht,  dafs  es  unnötig  ist,  diese  Rechnung  noch  weiter 
fortzusetzen,  dafs  man  sich  vielmehr  darauf  beschränken  kann,  die 
Tafel  weiter  zu  berechnen,  indem  man  in  jeder  Vertikalreihe  zu  jeder 
Zahl  die  an  der  Spitze  der  Vertikalreihe  stehende  Zahl  aus  der  natür- 
lichen Zahlenreihe  addiert.  Alsdann  sind  die  letzten  beiden  Glieder 
jeder  Vertikalreihe  die  Exponenten  von  x  in  der  vereinfachten  B^ihe 
oder  in  dem  gesuchten  Produkt.  Was  die  Vorzeichen  dieser  beiden 
Glieder  anlangt,  so  geht  aus  unserer  Rechnung  deutlich  hervor,  dafs 
sie  positiv  sind  bei  den  Vertikalreihen  von  gerader  Ordnung  und 
negativ  bei  denen  von  ungerader  Ordnung. 

Natürliche  Zahlen:     1,    2,      3,      4,      5,      6,      7,      8,      9,... 

{Ä) 1,    3,      6,    10,  15,  21, -28,  36,  45,... 

(B) 2,    5,      9,    14,  20,  27,  35,  44,  54,... 

(C) 7,    12,    18,  25,  33,  42,  52,  63,... 

(D) 15,    22,  30,  39,  49,  60,  72,... 

(E) '              26,  35,  45,  56,  68,  81,... 

{F) 40,  51,  63,  76,  90,... 

(G) 57,  70,  84,  99,... 

Mithin  ist  das  gesuchte  Produkt: 

X=l  —  X'-x^  +  x^  +  x'^-'X^^  —  x^^-i'a^^-i'X^^  —  s^'-(xf^ 

+  a?"  +  a;*' 
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457. 

Was  das  Gesetz  der  Exponenten  dieses  Produkts  angeht, 
so  ist  dasselbe  leicht  za  finden.  Denn  da  alle  Vertikalkolonnen  arith- 
metische Progressionen  sind,  so  erhält  man,  wenn  man  mit  k  die 
Zahl  ans  der  natürlichen  Zahlenreihe,  welche  die  Ordnung  einer 
Kolonne   angiebt,   bezeichnet,   f&r   das   letzte  Glied  dieser  Kolonne 

4-*(*+l)  +  ft*    oder    4-(3Ä*  +  *),    und    für    das    vorletzte   Glied 

^k(]c+l)  +  k(h—l)  oder  y  (SÄ*  —  k).  Mithin  besitzt  die  Reihe 
der  Exponenten  2,  7,  15,  26,  40,  57,  ...  das  allgemeine  Glied 
y(3P  +  *)  und  die  Reihe  der  Exponenten  1,  5,  12,  22,  35,  51,  . .  . 

das  allgemeine  Glied  y  (3Ä^  —  k)]  folglich  kann  das  gesuchte  Pro- 
dukt X  nur  solche  Potenzen   von  x  enthalten,   welche  sich  durch 

x^  "  ,  wo  k  eine  ganze  Zahl  ist,  darstellen  lassen.  Diese  Potenzen 
haben  den  Koefficienten  +  1,  wenn  k  gerade  ist,  und  —  1,  wenn  k 
ungerade  ist. 

Die  Reihe  1,  5, 12,  22,  35, . . .,  deren  allgemeines  Glied  vC^**""  *^) 

lautet,  ist  eigentlich  die  der  Pentagonalzahlen  (siehe  oben  No.  156); 
jedoch  gehört  die  andere  Reihe  2,  7,  15,  26,  40,  . . .  ebenfalls  zu 
denselben  Zahlen.  Man  erhält  sie  nämlich,  wenn  man  k  die  Werte 
—  1,  —  2,  —  3,  . . .  beilegt,  d.  h.  das  Zeichen  von  k  ändert.  In  der 
That  bilden  die  beiden  Reihen  nur  eine  einzige,   welche  aus  dem< 

selben  allgemeinen  Gliede  ^(34*  —  Ä)  abgeleitet  wird,  wie  man  im 
Folgenden  sieht: 

Jo -4,  -3,  -2,  ~  1,0,  1,  2,    3,    4,  ... 

Pentagonalzahlen:      26,      15,        7,        2,  0,  1,  5,  12,  22,  •  •  • 

Ist  Ncif  ein  beliebiges  Glied,  welches  in  der  Entwicklung  des 
Produkts  mehrerer  Faktoren  1  —  af,  1  —  x^,  1  —  x^,  . . .,  die  in 
endlicher  oder  unendlicher  Anzahl  vorhanden  sein  können,  vorkommt, 
so  stellt  der  Koefficient  N  allgemein  die  Differenz  zwischen  der  Zahl 
dar,  welche  angiebt,  wie  oft  sich  die  Zahl  n  durch  Addition  einer 
geraden  Anzahl  der  Exponenten  a,  /),}',..  bilden  läfst,  und  der 
Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  die  Zahl  n  durch  Addition  einer  un- 
geraden Anzahl  dieser  Exponenten  entstehen  kann. 

Legendre,  Zahlontheorie  II.  9 
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458. 
Aus  dem  soeben  bewiesenen  Gesetze  ergeben  sich  somit  f&r  die 
Entwicklung  des  ins  Unendliche  fortgesetzten  Produkts 

die  folgenden  Sätze: 

1)  Jede  Zahl^  welche  nicht  Pentagonalzahl   d.  h.  nicht 

unter    der   Form   yCSÄ^  +  Ä)    enthalten    ist,    läfst    sich   auf 

ebenso  viele  Arten  durch  Addition  einer  geraden  Anzahl 
der  natürlichen  Zahlen  1,  2,  3,  4,  . . .  bilden,  wie  durch  Ad- 
dition einer  ungeraden  Anzahl  derselben  Zahlen. 

2)  Jede  gerade,  oder  einem  geraden  Werte  von  i  ent- 
sprechende Pentagonalzahl,  läfst  sich  einmal  mehr  durch 
Addition  einer  geraden  Anzahl  der  natürlichen  Zahlen,  als 
durch  Addition  einer  ungeraden  Anzahl  derselben  Zahlen 
bilden. 

3)  Das  Umgekehrte  findet  statt  bei  jeder  ungeraden 
Pentagonalzahl. 

Dieselbe  Entwicklung  bietet  noch  andere  weit  bemerkenswertere 
Eigenschaften  dar,  welche  man  in  dem  Kapitel  de  Parti tione  Nnme- 
rorum  von  Euler's  Introd.  in  Anal.  inf.  und  im  I.  Teile  des  III.  Bandes 
der  Nova  Acta  Petrop.  findet. 

§  16. 

Über  ähnliche  Funktionen,  welche,  mit  einander  moltipliclert,  Produkte 
von  derselben  Form  geben. 

459. 
Wie  wir  bereits  in  §  4  gesehen  haben,  besitzen  die  verschiedenen 
quadratischen  Teiler  einer  und  derselben  Formel  t^  +  au^  die  Eigen- 
schaft, dafs,  wenn  man  zwei  oder  mehrere,  gleiche  oder  verschiedene 
Teiler  mit  einander  multipliciert,  das  Produkt  stets  durch  einen  der 
quadratischen  Teiler  derselben  Formel  sich  darstellen  läDsi  Eine 
analoge  Eigenschaft  zeigt  sich  bei  gewissen  homogenen 
Funktionen  aller  Grade,  nämlich  bei  den  Polynomen  dritten  Gra- 
des mit  drei  Veränderlichen,  bei  den  Polynomen  vierten  Grades  mit 
vier  Veränderlichen,  u.  s.  w.  Wir  wollen  dies  darlegen,  indem  wir  mit 
den  Polynomen  zweiten  Grades  mit  zwei  Veränderlichen  beginnen, 
wodurch  wir  auf  die  bekannten  Formeln  wieder  zurückkommen. 
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Sind  a  und  ß  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  zweiten 
Grades: 

i>*  ~  «i>  +  6  =  0, 

so  kann  man  die  Formel  zweiten  Grades 

a?*  +  axy  +  hy^ 

als  das  Produkt  der  beiden  Faktoren 

{x  +  ay)  {x  +  ßy) 
betrachten^  da  man  a"\- ß  =  ay  aß==^b  hat.    Ebenso  stellt  die  Formel 

«i'  +  «a;iyi  +  Wy 

welche  in  ähnlicher  Weise  aus  zwei  andern  Veränderlichen  Xi,  y^ 
gebildet  ist;  das  Produkt  der  beiden  einfachen  Faktoren 

(^1  +  aj/i)  (^1  +  ßVi) 
dar. 

Will  man  jetzt  diese  beiden  Formeln  mit  einander  multiplicieren^ 

so  nehme  man  zunächst  das  Produkt  der  beiden  Faktoren 

(x  +  ay)  (x^  +  ay,). 
Dasselbe  ist: 

XX,  +  a(xy,  +  yx,)  +  a^yy,, 

oder,  wenn  man  aa  —  6  an  Stelle  von  a*  setzt: 

XX,  —  byy,  +  a(xy,  +  yx,  +  ayy,). 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

X^xx,  —  byy, 

80  erhält  man: 

(x  +  ay)  (x,  +  ay,)  =  X  +  aY. 

Aus  demselben  Grunde  hat  man,  wenn  man  ß  für  a  setzt: 

Multipliciert  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander,  so  ist  die 
linke  Seite  das  Produkt  der  beiden  gegebenen  Polynome  und  die 
rechte  verwandelt  sich  in  X*  +  aXr+  bY^.  Hieraus  erkennt  man, 
dafs  das  Produkt  der  beiden  -ähnlichen  Funktionen 

^  +  axy  +  by^y      x,^  +  ax,y,  +  by,^ 
dargestellt  wird  durch  eine  Funktion  derselben  Art,  nämlich: 

X^  +  aXY+bY^. 
Man  kann  jedoch  das  Produkt  der  beiden  gegebenen  Polynome 
noch  auf  eine  zweite  Art  bilden. 


j 


^ 


132  Vierter  Haaptteil. 

460. 

Multipliciert  man  nämlich  zuerst  x  •■{-  ay  mit  x^  •■\-  ßtfi,  so  wird 
das  Produkt  gleich  xx^  +  ayx^  +  ßxy^  +  (tßyy^y  oder,  wenn  man 
die  Werte  ^  =  a  —  a,  aß  *=h  einsetzt: 

xx^  +  axy^  +  hyy^  +  a{yx^  —  a^y»). 

Somit  kann  man  X  und  F  die  Werte  geben: 

X  =  a?a?i  +  aa;yi  +  hyy^ 

Y=yx,  -xy,, 

und  das  gesuchte  Produkt  wird  ebenfalls  dargestellt  durch: 

X^  +  aXY+bY^. 

Daraus,  dafs  das  Produkt  zweier  Faktoren  von  der  Form 

x^  +  axy  +  6y* 

auf  zwei  verschiedene  Arten  auf  die  gleiche  Form 

X^  +  aXY+bY^ 

gebracht  werden  kann,  folgt,  dafs  das  Produkt  dreier  Faktoren  wie 

x^  +  axy  +  by\    x^  +  ax^y^  +  ly^,    x^  +  ax^y^  +  fty,' 

sich  auf  vier  verschiedene  Arten  auf  diese  Form  bringen  lafst,  dafs 
das  Produkt  von  vier  Faktoren  achtmal  von  derselben  Form  ist  u.  s.  w. 
Hat  man  allgemein  n  Faktoren  von  der  Form 
x^  +  axy  +  6y', 
so  ist  ihr  Produkt  2"""* -mal  von  derselben  Form. 

461. 

Wenn  die  in  Rede  stehenden  n  Faktoren  einander  gleich 
sind,  so  erhält  man  auf  ebensoviele  Arten: 

ix^  +  axy  +  hfY  =  X»  +  aXF+  hY^. 

Aber  diese  Gleichung  hat  nur  eine  Lösung,  wenn  man  will,  dafs 
die  unbestimmten  Gröfsen  X  und  Y  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor 
haben. 

Um  diese  Lösung  direkt  zu  finden,  kann  man  sich  der  Gleicbufig 

X  +  a  r  =  (a;  +  ayf 
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oder 

i  +  |ar+ r|/x'r-5  =  (.  +  i.«y  +  y|/^6)" 

bedienen.    Aus  dieser  erhält  man: 

.(«+i«y)-,+  ".<"7«i'i=i>  (,+ i„)-v(^_6)+... 

Auf  diese  Weise  kennt  man  allgemein  die  beiden  Funktionen  X  und  Y 
fftr  jeden  Wert  von  n. 

462. 

Nehmen    wir  jetzt   an,   dafs  a,  /J,  y   die   drei  Wurzeln  der 
Gleichung 

p^  —  ap^  +  6jp  —  c  ««=  0 

seien,  und  entwickeln  wir  das  Produkt  der  drei  Faktoren: 
(x  +  ay  +  a\z)  {x  +  ßy  +  ß^z)  (x  +  yy  +  y^e), 
so  finden  wir  den  folgenden  Ausdruck: 
^+{^  +  ß  +  7)x^y  +  (««  +  ß'  +  y^)a?z  +  {aß  +  ay  +  ßy)xy^ 

+  (a^/J  +  ^V  +  /«  +  «V  +  /»'«  +  fß)  xye 

+  («*/J*  +  ß^Y^  +  fa'^xz'  +  aßyy^  +  {a^ßy  +  ß^ya+faß)  yh 

In  diesem  Ausdrucke  sind  sämtliche  Eoefificienten  symmetrische  Funk- 
tionen der  Wurzeln  a,  /J,  y;  sie  können  somit  durch  die  Koefficienten 
der  Gleichung  in  p  ausgedrückt  werden.  Das  in  Bede  stehende  Pro- 
dukt reduciert  sich  also  auf  eine  vollkommen  rationale  Funktion, 
nämlich: 

^  +  aofy  +  (a*  -  26)  7?z  -f  hxy^  +  (afc  —  3c)  xy^-f  (6>  -  2ac)xs' 

+  cy^  +  öcy*;8f  -f  ftcyjEf*  +  c*;?', 

und  diese  Funktion,  welche  wir  mit  4>(a;,  y,  ;8()  bezeichnen, 
besitzt  die  Eigenschaft,  dafs,  wenn  man  mehrere  solche 
Funktionen,  in  denen  die  Gröfsen  a,  &,  c  dieselben  bleiben, 
mit  einander  multipliciert,  das  Produkt  stets  eine  Funktion 
^on  derselben  Form  ist. 
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463. 
Nehmen  wir  nämlich  an,  dafs  man  die  vorige  Punktion  0(x,y,  5) 
mit  einer  ähnlichen  Funktion  ^{pi^y^fi^,  in  welcher  die  Konstanten 
a,  b,  c  dieselben  sind,   multiplicieren  solle,   so  reduciert  sich  diese 
Aufgabe  darauf,  das  Produkt  der  sechs  Faktoren  zu  bilden: 
X  +  ay  -j-  a^z  ,      x  +  ßy  ^  ß^ss ,      a?  +  yy  +  y*j? 

^1  +  aj/i  +  «'^1,     ^1  +  /Jyi  +  ß^^v     ^1  +  yyi  +  f^v 

Multipliciert  man  nun  zunächst  a?  +  «y  +  0^0  mit  x^  +  ^Vi  +  «^^1 

und  setzt  dann  in  dem  Produkte  an  Stelle  von  a'  und  a^  ihre  Werte: 
a^  =s  aa^  —  6a  +  c,       a*  =  (a^  —  6)  a*  —  (ab  —  c)  «  +  öc, 

so    wird   dieses  Produkt   ausgedrückt  durch  X  +  a  Y  +  a^Z,  wenn 

man  setzt: 

X  =  a?fl?i  +  c  (y^i  +  ^y,)  +  ac^eije^i 

^  =  icyi  +  yxi  —  6  (y;?!  +  zy^)  —  (a6  —  c)  zzi 

Z  =  xZi  +  0X^  +  yy^  +  a{yz^  +  jeryj  +  (a^  —  6)x^^i. 

Man  sieht  also,   dafs  das  Produkt  der  beiden  gegebenen  Fanktionen 

^{x,y,z),  0(a?i,yi,^i)  gleich  ist  dem  Produkte  der  drei  Faktoren: 
(X  +  ar+  a'Z)  (X  ^ßY+ß'Z)  (X  +  y  Y+  fZ) 

und  somit  gleich  der  durch  <t>(X,  F,  Z)  bezeichneten  Funktion,  welche 

lautet: 

X»  +  aX2r+  (a*  --  2b)X^Z+bXY^  +  (ab  —  3c)XYZ 

+  (b'  -  2ac)XZ«  +  cY^  +  acY^Z+bcYZ^  +  (^21 

464. 
Nehmen  wir  nun  an,  dafs  dieses  Produkt  mit  einer  dritten,  den 
beiden  andern  ähnlichen  Funktion  ^(i»2>y2;^a)  multipliciert  werden 
solle,  so  mufs  man  offenbar  setzen: 

X,  =  Xx^  +  c(Yz,  +  Zy^)  +  acZz^ 
Fl  «  Xy^  +  Yx^  -  &(r;?2  +  Zyg)  -  (a6  -  c)Zz^ 
Z^  =  X0,  +  Zx^  +  5^y2  +  «(3^^2  +  Zy,)  +  (a«  -  b)Zs,, 
und  das  Produkt  der  Funktionen,  um  die  es  sich  handelt,  wird  aas- 
gedrückt durch  die  ähnliche  Funktion  <t)(Xi,  Y^yZ^, 

Ebenso  verhält  es  sich  bei  einer  beliebigen  Anzahl  von  Funk- 
tionen und  somit  bei  einer  beliebigen  Potenz  derselben  Funktion,  h 
diesem  letzteren  Falle  kann  man  zum  Resultate  jedoch  durch  ein 
einfacheres  Verfahren,  als  das  der  successiven  Multiplikation  ist,  ge- 
langen. 
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Man   kann   nämlich  mittelst  verschiedener  bekannter  Methoden 
direkt  die  Grofsen  X,  Y,  Z  derart  bestimmeo,  dafs  man  hat: 

Dazu  hat  man  nur  die  linke  Seite  nach  Potenzen  von  a  zu  entwickeln 
und  an  Stelle  der  Potenzen,  welche  höher  sind  als  a^y  ihre  vermittelst 
der  Gleichung  a^  ^^au^ —  6a  +  c  reduciertien  Werte  zu  substituieren. 
Hierdurch  wird  die  Gröfse  0"(fl?,  y,  z),  welche  die  n*®  Potenz  der 
Funktion  ^{Xy  y,  is)  bezeichnet,  ausgedrückt  durch  0(X,  Y,  Z). 

465. 
Im  Falle  w  =  2  findet  man  unmittelbar  mit  Hülfe  der  Formeln 
des  Artikel  463,  wenn  man  darin  x^  =  x^  y^  =^  y,  iSi  =  0  setzt: 
Z  =  a?^  +  2cy0  +  acis^ 
r  =  2xy  —  2hyz  —  {ah  —  c)  ^ 
Z=2xz  +  y^  +  2ayz  +  (a^  —  b)z\ 
Diese  Werte  genügen  der  Gleichung 

<i>\x,y,e)'^<t>iX,Y,Z), 
welches  auch  die  drei  Unbestimmten  x,  y,  z  sein  mögen. 

Stellt  man  zwischen  diesen  drei  Unbestimmten  die  Beziehung 

0  =  2xz  +  y'  +  2ayz  +  (a^  —  b)z^ 
fest,  wodurch  sich  Z  =  0  ergiebt,  so  reduciert  sich  <t)(X,  Y,  Z)  auf 

z»  +  ax«r+6xr«  +  cr3, 

woraus  folgt,  dafs  die  Gleichung 

X^  +  aX^Y  +hXY^  +  cY^  =^  V^ 
sich    allgemein    auflösen    läfsi     Denn   nimmt   man   die   Unbe- 
stimmten derart  an,  dafs  die  Bedingungsgleichung  Z  =  0  erfüllt  ist, 
so  sind  die  für  X  und  Y  sich  ergebenden  Werte  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dafs  man  gleichzeitig  V=  ^{x^y^z)  hat. 

Setzt  man  zu  dem  Zwecke  y  =  (w  —  a)xf,  wodurch  sich 
2x  2a;(ii  — g) 

ergiebt,  so  erhält  man  die  Lösung: 

y -Jp&%r  («'  -  au'  +  bu-e) 

■=      (6-u'F\+  (8a«c  -  2o6*  -  46c) M  +  6»  -  4abc  +  8c*      J' 
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Will  man,  dafs  die  Funktionen  X  und  Y  keinen  gemeinscbafUichen 
Teiler  haben,  so  kann  man  m  =  ~ ,  o?  =  (u*  —  6)x?  setzen,  und  ge- 
nügt sodann  der  Gleichung 

X«  +  aX^Y+  bXY^  +  cY^  =  V 
durch  die  Werte: 

X  =  y*  -  2bi/0^  +  Scyff"  +  (6*  —  4:ac)^ 
Y=  —  Aziy^  —  ay^ß  +  hys^  —  cjsi^) 
F  =  y6  -  2aj^;^  +  56»*^*  -  20cyV  -  (56«  —  20a(;)  j^^ 
—  (8a«c  -  2a6*  —  46c) y;^  -  (6»  -  4a6c  +  8e?)^. 

Dies  sind  die  Formeln,  welche  sich  aus  der  Annahme  Z=0  ergeben. 
Die  Annahmen  X  =  0,  Fe=  0  würden  zu  ähnlichen  Formeln  fuhren, 
vermittelst  deren  die  Gleichungen 

cY^  +  acY^Z  +  bcYZ^  +  (?Z^^V^ 
X»  +  (a*  -  26^  X^Z  +  (6*  -  2ac)  XZ^  +  i?Z^  =  7» 
allgemein  gelöst  würden. 

466. 
Betrachten  wir  jetzt  die  Gleichung  vierten  Grades 
lA  —  ap^  +  6y  —  cp  +  d  =  0, 
deren  Wurzeln  a,  /J,  y,  d  seien,   und  bilden   wir    mit  Hülfe  dieser 
Wurzeln  die  vier  Polynome: 

ic  +  ay  +  a^z  +  a^u 

^  +  ßy  +  ß^z  +  /3'w 
^  +  Yy  +  f^  +  y'« 

a;  +  *!/  +  *'^  +  Ä'w, 

so  ist  das  Produkt  dieser  vier  Polynome  eine  symmetrische  Funktion 
der  Wurzeln  a,  ß,  y,  8]  denn  es  bleibt  dieses  Produkt  offenbar  un- 
geändert,  wenn  man  diese  Wurzeln  irgendwie  mit  einander  vertauscht 
Diese  Funktion  ist  somit  ein  in  Bezug  auf  x,  y,  z,  n  homogenes 
Polynom  vierten  Grades,  dessen  Koefficienten  sich  durch  die  gegebenen 
Gröfsen  a,  6,  c,  ä  ausdrücken  lassen,  wenn  man  die  bekannten  For- 
meln zur  Bestimmung  einer  symmetrischen  Funktion  der  Wuneln 
einer  gegebenen  Gleichung  anwendet 

Da  jedoch  die  grofse  Menge  der  Glieder,  aus  denen  ein  solches 
Produkt  besteht,  einige  Schwierigkeiten  bei  der  Bestimmung  der 
Koefficienten   bereiten    konnte,    so   kann   man   annehmen,   dafs  der 
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Faktor  a;  +  ay  +  a*M  +  a^0  und  die  drei  andern  diesem  ähnlichen  die 
Wuneln  der  Gleichung  vierten  Grades  sind: 

p4  —  Aq^  +  Bq^  —  6V  +  D  =  0, 

welche  man  erhält,  indem  man\p  aus  den  beiden  Gleichungen 

Q^x+py+p^a  +  pUi 

0  =jp*  —  op*  +  ftp*  —  cp  +  d 

climioieri.  Mit  Hülfe  dieser  Elimination  erhält  man  die  Eoefficienten 
Äy  Py  C,  D  als  Funktionen  von  x,  y,  0,  u,  a,  b,  c,  d,  und  da  D  das 
Produkt  der  vier  Werte  yon  q  ist,  so  ist  offenbar  D  die  gesuchte 
Funktion,  welche  sich  aus  dem  Produkte  unserer  vier  Polynome  ergiebt 

467. 

Wird  diese  Funktion  durch  4>(a;,  y,  0,  u)  dargestellt,  und  soll 
dieselbe  mit  einer  ähnlichen  Funktion  ^(x^y  y^,  a^,  tej,  in  welcher  die 
Grofsen  a,  b,  c,  d  dieselben  sind,  multipliciert  werden,  so  braucht 
man  nur  das  Produkt  der  beiden  Polynome  zu  betrachten: 

^  +  «y  +  «*^  +  «*w 

Ist  dieses  Produkt  gleich  X  +  air+  a*Z+  a'Z7,  so  findet  mau: 
X  =  xx^  —  d{uy^  +  ^^1  +  y^h)  —  ad(u0i  +  ^^i)  —  («*  ■—  b)duu^ 
^  =  y^i  +  «J/i  +  c(wyi  +  Wi  +  ywi)+  (ac  -  d){uz^  +  zu^) 

•■\'{a^c  —  bc  —  ad)uu^ 

Z  =  zx^  +  yy^  +  xz^  —  b{uyy^  +  zz^  +  yw, )  —  {ah  —  c){uzi  +  zui) 

—  (a*6  —  6*  —  ac  +  d)utii 
U=  ux^  +  zyi  +  yzi  +  xu^+aiiiy^  +  zz,  +  yu^)  +  (a^—  b)(uz^  +  zu^) 

+  (a'*  —  2a6  +  c)iiWj, 

und  das  Produkt  der  beiden  gegebenen  Funktionen  i8tcl)(X,  Y^Z,  U). 
Ebenso  verhält  es  sich  bei  dem  Produkt  von  drei  oder  einer  grölseren 
Zahl  von  Funktionen.  Wir  glauben  jedoch  diese  Art  von  Unter- 
suchungen, welche  auf  alle  Grade  anwendbar  sind,  aber  zu  immer 
verwickeiteren  Resultaten  führen,  nicht  welter  ausdehnen  zu  brauchen. 
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§   17. 

Über  einige  Aufgaben,  welche  sich  mehr  oder  weniger  direkt  anf  die 
unbestimmte  Analysis  beziehen. 

468. 

Unter  den  zahlreichen  Aufgaben  aus  der  unbestimmten  Analysis, 
deren  Losung  wir  Euler  verdanken ,  wählen  wir  die  beiden  folgen- 
den aus,  welche  sich  in  seiner  Korrespondenz  mit  Lagrange*)  finden. 

Aufgabe  1.  Fünf  Zahlen  x^  y,  0,  u,  v  von  der  Beschaffen- 
heit zu  finden^  dafs  die  um  eine  Einheit  vermehrten  Pro- 
dukte von  je  zweien  dieser  Zahlen  eine  Quadratzahl  ergeben. 

Um  zunächst  di^  drei  ersten  Zahlen  x,  y,  z  so  zu  bestimmen, 
dafs  die  drei  Grofsen  a;y  +  1,  yz  -\-\y  zx  -\'\  Quadratzahlen  sind, 
nehme  man  das  Quadrat  V  beliebig  an  und  zerlege  Z*  —  1  in  zwei 
Faktoren  m  und  n^  so  dafs  man  hat  X^ —  1  «=>  n»n.  Alsdann  sind 
die  gesuchten  drei  Zahlen:  m^  n,  m  -f-  n  -f-  22^  und  diese  kann  man 
bezüglich  für  x,  y,  z  nehmen.  Man  erhält  nämlich  mittelst  dieser 
Werte: 

xy  +  l^P 

y^sr  +  1  =  w(m  +  n  +  20  +  1  =  (»  +  If 
zx+l=  m(m  +  n  +  2Z)  +  1  =  (m  +  0*. 

Sucht  man  sodann  eine  vierte  Zahl  u  von  der  Art;  dafs,  wenn  man 
sie  mit  den  drei  ersten  Zahlen  x,  y,  z  verbindet,  drei  neue  Groben 
wa;  +  1,  wy  +  1,  Mj8f  +  1  entstehen,  welche  gleich  Quadraten  sind, 
so  wird  diese  Bedingung  erfüllt ,  wenn  man  setzt: 

u  =  4l(l  +  fn)(l  +  n). 
In  der  That  erhält  man  mittelst  dieser  Werte: 

ux+l=Alm{l  +  m)(l  +  n)  +  {P  —  mny^{P  +  2lm  +  fnny 
uy  +  l  =  iln(l  +  m){l  +  n)  +  (p--mny  =  (P  +  2ln  +  mny 
uz  +  l=4:l(l  +  m){l  +  n)(fn  +  n  +  2[)  +  {J^  —  fnny 

=  {SP  +  2l[m  +  n]  +  mny 

Sucht  man  endlich  eine  fünfte  Zahl  v,  welche,  mit  den  andern  Tier 
verbunden,  jede  der  Grofsen  vx  -\-  l,  vy  +  1,  rjer  +  1,  vm  -f- 1  w 
einem  Quadrate  macht,  so  bezeichne  man  zunächst  durch 


*)  Siehe  die  in  der  Bibliothek  des  Instituts  niedergelegten  Mannskripie  too 
Lagrange.  Anm.  d.  Verf. 
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'^^-pi'  +  q'^'-ri  +  s-O 
die  Gleichung  vierten  Grades,  deren  Wurzeln  a;,  y,  0,  u  sind;  alsdann 
bestimmt  sich  die  gesuchte  Zahl  v  rational  durch  die  Formel: 

„^  4r  +  2i>(8+l) 

469. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  nach  £uler  angegebenen  Lösung 
danuthun,  mufs  man  zeigen,  dafs  die  Gröfse  §t;-f~  I9  ohne  dafs  £ 
specialisiert  würde,  ein  Quadrat  und  somit  die  Grofse 

4ri  +  2pis  +  1)1  +  (s  -  1)» 
ebenfalls  ein  Quadrat  ist.    Nun  giebt  aber  die  Gleichung  für  g: 

4r|  =  4g*  —  4pi^  +  4g6»  +  45; 
mithin  rednciert  sich  Alles  darauf,  zu  beweisen,  dafs  die  Gröfse 
41*  -  4pi'  +  4ffg«  +  2p{s  +  1)6  +  (s  +  ly 

für  jeden  Wert  von  |  ein  Quadrat  ist 

Nun  sieht  man,  dafs  diese  Gröfse  wirklich  das  Quadrat  von 
2i^  — p^  —  6-  —  1  darstellt,  sobald  die  Bedingung 

erfüllt  ist.  Nachdem  die  Aufgabe  bis  auf  diesen  Punkt  reduciert  ist^ 
bilden  wir  die  Gleichungen: 

q  SS  fnn  +  (w  +  n)(0  +  fi)  +  0u 
p^  —  4g  =  (w  +  w  —  z  —  uf  —  4mn  —  4zu 

=  {21  +  uy  -  4(i*  -  1)  -  4zu 
4(s  +  1)  =  4mnu0  +  4  =  4zu(P  -  1)  +  4, 
mithin : 

^2  _  4^  _  4(^.  +  1)  =  u(ti  +  4/  -  4Pz). 

Andrerseits  sieht  man  leicht,  dafs  u^=4p0  —  41  ist  und  dafs  somit, 
da  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  verschwindet,  die  in  Frage 
kommende  Bedingung  erfüllt  ist. 

Jetzt  hat  man  nur  noch  die  vier  Werte  von  5  iii  die  allgemeine 
Formel 

zn  substituieren,  wodurch  man  die  vier  folgenden  Resultate  erhalt: 


1 
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vy+i-=[ fzn j 

«*  + 1  =  1 — tl — j 


VW 


+  1  =  \ i— i j  • 

Ist  z.  B.  m  =  1,  w  «=  3,  Z  =  2,  so  erhalt  man  x=l,  y  =  3,  j?  =  8, 

7774.80 

120;  V  =  .       .g- ,  uüd  diese  fünf  Zahlen  x,  y,  z,  w,  v  sind  so  be- 


u 


(2879)* 


B 
F 
~K 
1) 

C 
G 
~L 

D 
M 

schaffen,  dafs  das  um  eine  Einheit  vermehrte  Produkt  von  je  zweien 
derselben  ein  Quadrat  ist. 

470. 

Aufgabe  2.  In  ein  wie  in  der  nebenstehen- 
den Figur  in  16  Felder  geteiltes  Quadrat  soll 
man  16  Zahlen  Ä^  By  Cy...  Q  einschreiben, 
welche  folgenden  Bedingungen  genügen: 

1)  dafs  die  Summe  der  Quadrate  der  Zahlen  in  jeder 
der  vier  Horizontalreihen,  ferner  auch  in  jeder  der  vier 
Yertikalreihen  und  in  beiden  Diagonalen  dieselbe  ist 
Dieä  giebt  10  Bedingungen. 

2)  dafs,  wenn  man  in  zwei  beliebigen  Horizontalreihen 
die  über  einander  stehenden  Zahlen  multipliciert  und  die 
Produkte  addiert,  diese  Summe,  z.  B.  ÄE  +  BF+CG  +  DH, 
stets  gleich  Null  ist,  und  dafs  dasselbe  gelten  soll  bei  zwei 
beliebigen  Vertikalreiheu.     Dies  giebt  12  Bedingungen. 

Man  hätte  also  im  Ganzen  22  Bedingungen  zu  erf&llen  und  nur 
16  Unbekannte.  Indessen  bemerkt  Euler,  dafs  es  unendlich  viele 
Arten  giebt,  dieser  Aufgabe  zu  genügen.  Er  war  im  Besitz  der 
allgemeinen  Lösung  derselben  und  gab  als  Beispiel  das  folgende 
Quadrat: 

68,  ~  29,       41,  -  37 

-  17,        31,        79,        32 
59,        28,  —.23,        61 

—  11,  —  77,  8,        49. 

Die  Auflösung  dieses  Problems  ist  nicht  veröffentlicht  worden, 
und  es  wäre   sehr  zu  wünschen,  dafs  dies  geschehe,  wenn  man  sie 


r 
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unter  den  noch  nicht  gedruckten  Manuskripten  des  Verfassers  finden 
konnte;  denn  wie  man  sieht^  würde  es  sehr  schwierig  sein^  sie  wieder- 
herzustellen 

471. 
In  der  Einleitung,  Artikel  X,  haben  wir  gesehen,  dafs,  wenn  eine 
gegebene  Zahl  N  die  Form  2"«a/3y-«*  besitzt,  wo  a,  ß,  y, . . .  un- 
gleiche Primzahlen  sind,  die  Summe  der  Teiler  der  Zahl  N  gegeben 
ist  durch  die  Formel: 

(2»+» -1)(1 +  «)(!+• /J)(l+y)  .. 

Hätte  man  an  Stelle  des  einfachen  Faktors  a  den  doppelten  Faktor 
a^,  so  würde  dieser  Faktor  in  der  Formel  anstatt  durch  l  -{-  a  durch 

1  +  a  +  a*  oder t-  vertreten  sein,  ebenso  würde  bei  dem  Faktor 

a*  die  Formel  den  Faktor  1  +  «  +  «^  +  a^  oder  — — .-   enthalten, 

u.  s.  w.  Dasselbe  findet  Anwendung  auf  die  andern  Faktoren,  die 
auch  nicht  einfach  zu  sein  brauchen.  Wir  geben  im  Folgenden 
einige  Anwendungen  dieser  Formel. 

I.   Hat  man  n  so  gewählt,  dafs  2" —  1  eine  Primzahl  ist,  und 
setzt  man: 

i^  =  2'— 1(2«— 1), 

so  ist  die  Summe  der  Teiler  der  Zahl  N  der  vorher  angegebenen 
Formel  zufolge  gleich 

2»(2«-l); 

mithin  ist  die  Summe  doppelt  so  grofs  als  die  Zahl  N,  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  die  Zahl  N  ist  gleich  der  Summe  ihrer  aliquoten 
Teile.    Die  einfachsten   derartigen  Zahlen,   denen   man  den  Namen 
^vollkommene  Zahlen'^  beigelegt  hat,  sind: 
2«(2»  —  1)  =  28,      2*(25  —  1)  =  496,      2«(2'  -  1)  =  8128, 
2i«(2i3  -  1)  =  2". 8191  =  33550336  u.  s.  w. 
IL    Will  man  eine  Zahl  N  von  der  Beschafi'enheit  haben,  dafs 
die  Summe  ihrer  Teiler,  JV  mit  einbegriffen,  dreimal  so  grofs  3,1b  N 
sei,  und  setzt  man  ^«=s  2"«  a/3y ...,  wo  a,  /3,  y..    ungleiche  Prim- 
zahlen sind,  so  mufs  man  der  Gleichung 

(2»+i_l)(l  +  a)(l +/})(! +y)...  =  3. 2-.«^y. 
oder  der  Gleichung 

l  +  tt      l  +  p      l  +  y  __      3-2^ 

/  «  ß  y  2'+^— 1 

Genüge  leisten. 
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12 
Ist  n  >»  2,  so  wird  die  rechte  Seite  gleich  -=-'    Setzt  man  also 

a  =  7,  so  erhält  man    -"^- i-?^...  =  —  =  — -^  eine  Gleichung, 

die  unmöglich  ist^  weil  die  Nenner  ß^  Yr"  ungerade  sind. 

Ist  n  =  3,  so  erhält  man       '  "  — i^ . . .  =  --~  =  -— .  Daraus 
'  «  ß  16  5 

ergiebt  sich  a  =  5  und  — —^  ...==--  =  —;  mithin  ist  /J  =  3,  und 

eine  der  gesuchten  Zahlen  ist  2^-3-5  =  120. 

Die  Annahme  n  <=  4  führt  zu  etwas  Unmöglichem.     Ist  daher 

K  .,1  +  al  +  fl  96  32Ti.i  9   o      n 

n  =  5,  so  wird  —^ p     •'*  "^  "es"^  "äTT"'  ^^^  ^^^  ""^'  ^"^^> 

1  -^  V  32 

SO  erhält  man  — ~-- . . .  =  -—-  s=  1.    Mithin  sind  keine  andern  Prim- 

y  4«8 

zahlen  weiter  anzuwenden  als  3  und  7,  und  es  ist  die  zweite  der 
gesuchten  Zahlen  gleich  25-3.7  =  672. 

Da  die  Fälle  n  =  6  und  n «»  7  zu  keinem  Resultate  führen,  so 

ork  -rl  +  al  +  P  768  Oi.x  n 

sei  n  =  8.     Dann  ist  — ' ~-  ••.«==  -z-;;^  •     Setzt  man  a  =  7, 

a  ^  7-73  ' 

/J-73,  so  wird  l±iL.i^-l...  =  -;««-  =  ii.   I8ty=37,»-19, 

SO  ergiebt  sich      "*"^  ...  =  —.    Hieraus  folgt  schliefslich  a  =  5,  und 

die  gesuchte  Zahl  ist  ^  =  2^  •  5  -  7  •  19  •  37  •  73.  Dieses  Resultat  be- 
stätigt man  unmittelbar  durch  die  allgemeine  Formel ,  aus  welcher 
sich  die  Summe  der  Teiler  gleich 

(2»- 1)6. 8. 20. 38. 74  =  2». 3. 5. 7. 19. 37.  73  =  3-^ 
ergiebt. 

in.  Um  eine  Zahl  N  von  der  Beschaffenheit  zu  erhalten,  dals 
die  Summe  ihrer  Teiler,  N  mit  einbegriffen,  viermal  so  grofs  als 
n  ist,  mufs  man  die  Gleichung  auflösen: 

l+tt       l  +  P     ^^  ^       42" 
a  ß  2*"^^— 1 

32  6        Iß 

Ist  n  =  3,  so  ist  die  rechte  Seite  gleich  tf  *=  y  ' '  o" '      M*" 

16 

erhält  daher  zunächst  a  «=  5.  Wegen  des  Faktors  -^  aber  erkennt 
man,  dafs,  wenn  man  /S  =:  3  setzt,  der  Faktor  ß^  an  die  Stelle  von  ß 
tritt    Man  mufs  also         a%        =  -—  an  Stelle  von  -^—  nehmen  und 

.  16  13       16        .T  X  j  IQ  i  16  14      8 

setzen  —  =  —  .—-.     Ist  dann  y  =»  13,  so  setze  man  —-=:  —  •  -^ 


r 


§  17.  Einige  Aufgaben  der  unbest.  Analysis.  143 

Dies  giebt  schlieJälich  ^  s»  7  und  die  gesuchte  Zahl  ist: 
JV=  2». 3«'.5. 7. 13  =  32760. 
Setzt  man  n  =  5,  so  findet  man  in  ähnlicher  Weise 
JV^=2».3».5.7  =  30240, 

eine  Zahl,  die  noch  einfacher  ist  als  die  vorhergehende. 

IV.  Will  man  eine  Zahl  N  von  der  Beschaffenheit  finden,  daJs 
die  Summe  ihrer  Teiler,  J^ mit  einbegriffen,  fünfmal  so  grofs  als  JV' 
sei,  so  mufs,  wenn  man  die  höchste  in  N  aufgehende  Potenz  yon  2 

mit  2"  bezeichnet,  der  allgemeinen  Formel  zufolge     ^  .  ^ gleich 

dem  Produkte   mehrerer  .Faktoren  sein,   yon  denen  jeder  bei  einem 

einfachen  in  N  aufgehenden  Paktor  a  die  Form  ,    bei    jedem 

doppelten  Faktor,  a*  die  Form  — "*"    ,  u.  s.  w.  besitzt. 

Ist  n  <=s  7,  so  erhält  man: 

640  ^  128  ^  1  +  17     64      64         l+3+8«  +  3«     U     U^        8  _  1+6    J^ 

265        3. 17*™       17      *27'33~  3»  *  40  '  40 '^  6  6      *3 

m 

Der  Faktor  —  zeigt  an,  dafs  die  gesuchte  Zahl  durch  3^  teilbar  ist; 
mithin  mufs  man  die  Rechnung  von  Neuem  anfangen  und  setzen: 

64  3-64   _    1  +  3  +  3*+ 3^  +  3^       3»64 

27    ^      3*     ~"  3*  11«  ' 

sodann: 

192    _    1+11+11«    J^2^        192   8       20       6 

11«   ~  11«  '  133  '      133  7   '   19   '   6  ' 

Da  alle  diese  Faktoren  von  der  Form  sind,  so  ist  die  Rech- 

en ' 

nang  beendet  und  die  gesuchte  Zahl  ist: 

iV^=2^3*.lP-5.7.1719. 
In  gleicher  Weise   würde  man  finden: 

JV^=2^.35.7«.5.13.17.19, 
eine  Zahl,  die  ein  wenig  einfacher  ist  als  die  vorhergehende. 

472. 
Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  zwei  Zahlen  Ä  und 
■B  von  der  Beschaffenheit  zu  finden,  dafs  eine  jede  von 
ihnen  gleich  der  Summe  der  Teiler  der  andern,  diese  nicht 
mit  einbegriffen,  ist.  Wir  nehmen,  um  die  Auflösung  zu  erleich- 
^ni,  au,  dafs  diese  beiden  Zahlen  dargestellt  seien  durch  ^  =  2^-;/, 
■B  =  2^«a/S,  wo  a,  ß,  y  Primzahlen   sind.     Da   die   Bedingung   der 
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Aufgabe  erfordert^  dafs  die  Summe  der  Teiler  von  A  sowohl  wie  die 
Summe  der  Teiler  von  B  gleich  A  -^^  B  sei^  so  erhalten  wir  die 
doppelte  Gleichung: 

(2».+i  _  1)(1  +  y)  =  (2».+»  -  1)(1  +  a)(l  +  ^)  =  2«(a/}  +  y). 
Hieraus  folgt  zuerst: 

1  +  y  =  (1  +  «)(i  ^  ß), 


oder: 
ferner: 


y  =  a  +  ^  +  a/}; 


a/}-(2'»—  l)(a  +  /3)=  2"»+i  — 1. 
Diese  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

(a  -  2«  +  1)0?  -  2"»  +  1)  =  2«*». 
Hiernach  scheint. es,  als  ob  jede  Art,  2*^  in  ungleiche  Faktoren  zu 
zerlegen,  eine  Losung  geben  mfifste. 

Die  erste  Art  der  Zerlegung,  welche  sich  darbietet,  besteht  darin, 
dafs  man  setzt: 

«  — 2"»+ 1  «2"»-^    ,.        .,       (a  — 3.2'»-*— 1 
^-2«.+  l  =  2Wi}  ^^^«  «^^^^M^  =  3.2'»-l 
und  hieraus  folgt:  y  «=  9  •  2**"—*  —  1. 

Damit  jedoch  diese  Losung  zulassig  sei,  müssen  die  auf  diese  Weise 
bestimmten  Zahlen  «,  /S,  y  Primzahlen  sein.  Giebt  man  m  der  Reihe 
nach  die  Werte  2,  3,  4,  • . .,  so  erhält  man  die  in  der  nachstehenden 
Tafel  enthaltenen  Werte: 


m 

te 

ß 

y 

A 

B 

2 

5 

11 

71 

284' 

220 

3 

11 

23 

287 

4 

23 

47 

1151 

18416 

17296 

5 

47 

95 

4607 

6 

95 

191 

18431 

•  7 

191 

383 

73727 

9437056 

9363584 

8 

383 

767 

294911 

9 

767 

1535 

1179647 

10 

1535 

3071 

4718591 

11 

3071 

6143 

12 

6143 

12287 

13 

12287 

24575 

14 

24575 

49151 

16 

49151 

98303 

1 

r 
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Wie  man  sieht,  sind  die  Zahlen  2,  4,  7,  für  m  gesetzt,  von  der 
Art,  dafs  die  daraus  entstehenden  Werte  von  er,  j3,  y  Primzahlen 
sind.  Dies  giebt  die  drei  Losungen,  welche  in  der  Kolonne  A  und 
in  der  Kolonne  B  enthalten  sind.  Jedoch  giebt  diese  Tafel,  bis  zu 
m  SB  15  fortgesetzt,  keine  Lösung  weiter. 

Cm  eine  andere  Auflosungsformel  zu  erhalten,  kehren  wir  zu  der 
Gleichung 

(a  —  2'»  +  1)03  —  2«  +  1)  =  2«'« 
zurück.    Dieselbe  läfst  sich  allgemein  in  zwei  andere  zerlegen  wie  folgt: 

a  —  2»^  +  1  =  2*"-^* 
|3  _  2«  +  1  =  2"»+'', 
und  aus  diesen  ergiebt  sich: 

a  =  (2-«  +  1)2"»-''  —  1 

/S  _  (2^  +  1)2'»  —  1 

^  =  (2^^  +  i)«2«'»-i"-  1. 

Die  Zahl  fi,  welche  in  diesen  Formeln  willkürlich  bleibt,  mufs 
ungerade  sein,  denn  wäre  sie  gerade,  so  würde  der  Wert  von  y  all- 
gemein von  der  Form  p^  —  1  und  somit  keine  Primzahl  sein. 

Wir  hatten  den  Fall  ^  =  1  bereits  gehabt.  Wir  dürfen  aber 
nicht  fi  =  3  setzen,  weil  alsdann  2^  +  1  ««  9  wäre,  und  es  somit 
unter  den  Werten  von  a  und  ß  stets  einen  gäbe,  welcher  in  der 
Form  ^  —  1,  die  nur  einer  zusammengesetzten  Zahl  zukommen  kann^ 
enthalten  wäre. 

Es  sei  also  ^  s=  5.     Dann  erhält  man  die  Formeln: 

«  =  332"»-»— 1 

/J  =  33-2'»— 1 

y  =  (33)«.2»'«-5— 1. 

Setzt  man  m  =  8,  so  ergiebt  sich  «  =  263,  /3  =  8447,  y  =  2230271; 
jedoch  folgt  hieraus  keine  Losung,  weil  y  durch  463  teilbar  ist. 
Einige  weitere  Versuche  in  Bezug  auf  den  Wert  von  m  sind  ebenso- 
wenig von  Erfolg. 

Setzt  man  endlich  fi<»  7,  so  erhält  man  die  neuen  Formeln: 

a  =  129.2'«-7-  1 
/S  =  129.2"»— 1 
y  =  (129)2.2«"'-'— 1. 
Ist  in  =  8,  «o  wird  a  =  257,   ß  =  33023,   y  —  8520191.     Hieraus 
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ergiebt  sich,  da  die  beiden  ersten  Zahlen  Primzahlen  sind^  eine 
Lösung^  falls  auch  y  eine  Primzahl  ist.  Diese  Losung  würde  sein 
A  =  2^y,  B  =  28.aj3. 

Die  Aufgaben ;  die  wir  soeben  behandelt  haben,  gehören  zu  den- 
jenigen, mit  welchen  sich  die  Mathematiker  zur  Zeit  Fermat's  dA 
gegen  die  Mitte  des  IT^'^  Jahrhunderts  beschäftigten.  Wir  haben 
dieselben  hier  angeführt,  weil  die  Methode,  welche  zu  ihrer  Auflösung 
führt,  nicht  allgemein  bekannt  ist.  Man  vergleiche  über  diesen  Gegen- 
stand den  dritten  Band  der  Briefe  vonDescartes  und  die  „Influence 
de  Permat  sur  son  siecle'*  betitelte  Schrift  von  Genty. 


§  18. 

Über  eine  andere  Aufgabe,  welche  durch  die  Art,  wie  man  zu  ihrer 
Auflösung  gelangt,  bemerkenswert  ist. 

473. 

Die  Liebhaber  des  Schachspiels  wissen,  dafs  man  den  Springer 
von  einem  gegebenen  Felde  aus  die  64  Felder  des  Schachbrettes 
durchlaufen  lassen  kann,  ohne  dafs  därselbe  zweimal  über  das  nämliche 
Feld  hinwegginge.  Einige  Mathematiker  haben  sich  mit  dieser  Anf- 
gäbe  beschäftigt  und  dieselbe  analytisch  behandeln  wollen;  jedoch  ist 
Euler  der  einzige,  dem  es  gelungen  ist,  in  systematischer  Weise 
eine  grofse  Anzahl  von  Lösungen  derselben  zu  finden  (Abb.  der  Ak. 
d.  W.  zu  Berlin.  1759).  Das  Verfahren  dieses  berühmten  Gelehrten 
ist  ebenso  sicher  wie  geistreich;  es  besteht  darin,  dafs  man  die 
Lösung  mittelst  eines  wirklichen  Ganges  des  Springers  zunächst 
probeweise  versucht.  Es  gelingt  leicht,  diesen  Gang  soweit  fort- 
zusetzen, dafs  nur  noch  eine  kleine  Anzahl  von  Feldern  zu  durch- 
laufen bleibt  Die  durchlaufenen  Felder  werden  auf  dem  Papier  (wo 
man  sich  ein  Schachbrett  von  geringer  Ausdehnung  zeichnet)  der 
Reihe  nach  mit  den  Ziffern  1,  2,  3  bis  58  bezeichnet,  faUs  58  das 
Feld  ist,  bei  welchem  man  anhalten  mufs.  Die  übrig  bleibenden 
Felder  werden  durch  die  Buchstaben  a,  6,  c,...  bezeichnet 

Es  handelt  sich  sodann  darum,  die  übrigbleibenden  Felder  unter 
diejenigen  einzureihen,  welche  einen  Umlauf  bilden  und  durch  Ziffern 
markiert  sind.  Dies  läfst  sich  ausführen  mit  Hülfe  mehrerer  allge- 
meiner Regeln,  welche  von  Euler  angegeben  sind,  und  die  wir  dar- 
legen wollen  an  einem  Beispiele,  bei  welchem  sie  fast  alle  Anwen- 
dung finden. 


r 
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474. 
Wir  nehmen  an,  dals  man  den  Springer  vom  Felde  1  aus  die 
Felder  2,  3,  4; . . .  bis  zum  Felde  60^  bei  welchem  man  anzuhalten 
gezwungen  ist,  habe  durchlaufen  lassen,  so  dafs  also  noch  vier  leere 
Felder  übrigbleiben,  die  wir  mit  den  Buchstaben  a,  by  c,  d  bezeichnen, 
wie  aus  folgendem  Schema  ersichtlich  ist: 

55.  58.  29.  40.  27.  44.  19.  22 
60.  39.  56.  43.  30.  21.  26.  45 
57.    54.    59.    28.    41.     18.    23.    20 


(I) 


38.  51.  42.  31.  8.  25.  46.  17 

53.  32.  37.  a.  47.  16.  9.  24 

50.  3.  52.  33.  36.  7.  12.  15 

1.  35.  5.  48.  6.  14.  c.  10 

4.  49.  2.  35.  6.  11.  d.  13. 

Ich  bemerke  zunächst,  dafs  der  Springer  von  dem  Felde  1  auf  die 
Felder  32,  52,  2,  von  dem  Felde  60  auf  die  drei  Felder  29,  59,  51 
und  von  dem  Felde  a  auf  die  acht  Felder  3,  51,  59,  41,  25,  7,  &,  5 
übergehen  kann,  was  ich  folgendermafsen  darstelle: 

1  {  32,  52,  2  • . .  ^ 
60  {  29,  59,  51, . .  •  J5 
a  {    3,  51,  59,  41,  25,  7,  6,  5. 

Jedesmal  nun,  wenn  eine  der  Zahlen  Ay  welche  zu  dem  Felde  1 
gehören,  derart  ist,  dafs  sich  Ä  —  1  unter  den  zum  Felde  60  ge- 
hörenden Zahlen  B  vorfindet  (wie  es  bei  diesem  Falle  zutriflFt,  wo 
man  -4  =  52  und  JB  =  51  nehmen  kann),  kehrt  der  Umlauf  1,  2, 
3,  •  •  •  60,  welcher  nicht  in  sich  zurückkehrt,  weil  man  von  dem 
Felde  60  nicht  zum  Felde  1  übergehen  kann,  wieder  in  sich  zurück, 
wenn  man  ihn  aus  den  beiden  Teilen: 

60,  59,...  .4  :  1,  2,  3---  J5, 

welche  in  unserm  Beispiel  lauten: 

60,  59,...52  :  1,  2,  3-. -51, 

zusammensetzt.  Um  diese  Vertauschung  auszudrücken,  ist  es  besser, 
ein  neues  Schema  anzufertigen,  welches  aus  dem  vorhergehenden 
entsteht,  wenn  man  alle  Zahlen  des  Teiles  1,  2,  3  ...  51  an  ihrem 
Platze  läfst,  dagegen  die  Reihe  60,  59,...  52  durch  die  umgekehrte 

10* 


1 


(II) 
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Reihe  52,  53,...  60  ersetzt,  d.h.  wenn  man  von  112  jede  der  Zahlen 
von  52  bis  60  abzieht.  Das  neue  aus  dieser  Operation  sich  ergebende 
Schema  ist  folgendes: 

57.  54.  29.  40.  27.  44.  19.  22 

52.  39.  56.  43.  30.  21.  26.  45 

55.  58.  53.  28.  41.  18.  23.  20 

38.  51.  42.  31.  8.  25.  46.  17 

59.  32.  37.  a.  47.  16.  9.  24 

50.  3.  60.  33.  36.  7.  12.  15 

1.  34.  5.  48.  b.  14.  -c  70 

4.  49.  2.  35.  6.  11.  d.  13. 

Das  Schema  (I)  bot  einen  Umlauf  von  60  Feldern  dar,  welcher 
nicht  in  sich  zurückkehrte.  Dieses  zweite  Schema  giebt  einen  in 
sich  zurückkehrenden  Umlauf,  da  man  von  dem  Felde  60  auf  das 
Feld  1  übergehen  kann  und  umgekehrt.  Ein  solcher  Umlauf  hat 
aber  den  Vorteil,  dafs  man  in  denselben  irgend  eins  der  fehlenden 
Felder  a,  h,  c,  d  einreihen  kann.  Wir  wählen  das  Feld  a,  weil  man 
von  dem  Felde  a  nach  einander  zu  den  Feldern  h  und  d  gelangen 
kann,  so  dafs  die  drei  Felder  a,  &,  d  auf  einmal  in  den  Umlauf 
eintreten. 

475. 

Da  es  acht  Felder  giebt,  von  welchen  aus  der  Springer  nach 
dem  Felde  a  gelangen  kann,  nämlich  51,  53,  41,  25,  7,  &,  5,  3, 
so  erhält  man  (da  h  nicht  gerechnet  werden  darf)  7  Arten,  die 
Operation  auszuführen.  Dieselben  würden  alle  in  gleicher  Weise  zum 
Ziele  führen. 

Wählt  man  das  Feld  51,  so  kann  man  den  neuen,  aus  63  Fel- 
dern bestehenden  Umlauf  folgendermafsen  festsetzen: 

52,  53, ...  60  I  1,  2,  3, .. .  51,  a,  6,  rf. 

Man  mufs  daher  ein  drittes  Schema  bilden,  welches  aus  dem  Schema  (II) 
entsteht,  indem  man  1,  2,  3,..  9  an  die  Stelle  der  Reihe  52,  53,..  60 
setzt,  d.  h.  indem  man  51  von  jeder  dieser  Zahlen  abzieht,  sodann  9 
zu  jeder  Zahl  der  Reihe  1,  2,  3, . . .  51  addiert  und  schliefslich  61, 
62,  63  an  die  Stelle  von  a,  b^  d  setzt.     Das  Resultat  ist  folgendes: 


r 
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6. 

3. 

38. 

49. 

36. 

53. 

28. 

31 

1. 

48. 

5. 

52. 

39. 

30. 

35. 

54 

4. 

7. 

2. 

•37. 

50. 

27. 

32. 

29 

47. 

60. 

51. 

40. 

17. 

34. 

55. 

26 

8. 

41. 

46. 

61. 

56. 

25. 

18. 

33 

59. 

12. 

9. 

42. 

45. 

16. 

21. 

24 

10. 

43. 

14. 

57. 

62. 

23. 

c 

19 

13. 

58. 

11. 

44. 

15. 

20. 

63. 

22. 

ist  daher 

nur 

noch 

das 

64'» 

Feld 

c  in 

den  Umlauf  emzu- 

(III) 


Es 

reihen.  Zu  dem  Zwecke  bemerken  wir,  dafs  man  von  dem  Felde  25 
zum  Felde  c,  ebenso  wie  vom  Felde  24  zum  Felde  63  gelaugt^  so 
da£s  man  den  vollständigen  Umlauf  bilden  kann: 

1,  2,  3  .  • .  24  I  63,  62, . . .  25,  c. 
Um  denselben  in  einem  vierten  Schema  darzustellen,  hat  man  in  dem 
Schema  (III)  an  den  Zahlen  1,  2,  3,  •  •  •  24  nichts  zu  ändern,  ferner 
25  an  die  Stelle  von  63,  26  an  die  Stelle  von  62  u.  s.  w.  zu  setzeu, 
d.  h.  von  88  alle  Zahlen  von  25  bis  63  abzuziehen,  und  endlich  64  an 
die  Stelle  von  c  zu  setzen.  Das  Resultat  dieser  Operation  ist  folgendes: 
6.      3.    50.    39.    52.    35.    60.    57 
1.    40.      5.    36.    49.    58.    53.    34 
4.      7.      2.    51.    38.     61.    56.    59 

(IV) 


41. 

28. 

37. 

48. 

17. 

54. 

33. 

62 

8. 

47. 

42. 

27. 

32. 

63. 

18. 

55 

29. 

12. 

9. 

46. 

43. 

16. 

21. 

24 

10. 

45. 

14. 

31. 

26. 

23. 

64. 

19 

13. 

30. 

11. 

44. 

15. 

20. 

25. 

22. 

Da  in  diesem  neuen  Schema  alle  Felder  ausgefüllt  sind,  so  ist  das 
Problem  gelost,  d,  h.  der  Springer  wird,  wenn  er  vom  Felde  1  aus 
auf  dift  durch  2,  3,  •  •  •  bezeichneten  Felder  übergeht,  alle  Felder  des 
Schachbrettes  durchlaufen,  ohne  auf  dasselbe  Feld  zweimal  zu  gelangen. 
Jedoch  kehrt  der  Gang,  den  wir  soeben  skizziert  haben,  nicht  in  sich 
zurück,  da  man  vom  Felde  64  nicht  zum  Felde  1  übergehen  kann.  Mithin 
haben  wir  die  allgemeine  Aufgabe  noch  nicht  gelost,  da  diese 
voraussetzt,  dafs  der  Springer  von  einem  beliebigen  Felde  ausgehe. 

476. 
Um   der  Aufgabe  allgemein  zu  genügen,  müssen  wir  ein 
Mittel  finden,  um  den  nicht  in  sich  zurückkehrenden  Umlauf,  welchen 
das  Schema  (IV)  an  die  Hand  giebt,  in  einen  in  sich  zurückkehrenden 
^u  verwandeln. 
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Bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  des  Schemas  (lY)  sind  die 
äufsersten  Felder  1  und  64  zu  weit  von  einander  entfernt,  als  data 
man  durch  eine  einzige  Operation  einen  in  sich  zurückkehrenden 
Umlauf  erhalten  konnte.  Man  kann  nur  die  Endfelder  einander 
wieder  nähern,  wenn  man  an  Stelle  des  Umlaufs  des  Schemas  den 
folgenden  Umlauf  setzt: 

64,  63, ...  28  I  1,  2,  3  . . .  27. 

Um  denselben  darzustellen,  hat  man  in  dem  Schema  (IV)  an  den 
Zahlen  64  bis  28  nichts  zu  ändern,  dagegen  fär  jede  der  Zahlen  ?on 
1  bis  27  die.  Ergänzung  derselben  zu  28  zu  nehmen,  wodurch  man 
das  folgende  Schema  erhält: 


(V) 


1 


22. 

25. 

50. 

39. 

bt 

35. 

60. 

57 

27. 

40. 

23. 

36. 

49. 

58. 

53. 

34 

24. 

21. 

26. 

51. 

38. 

61. 

56. 

59 

41. 

28. 

37. 

48. 

11. 

54. 

33. 

62 

20. 

47. 

42. 

1. 

32. 

63. 

10. 

55 

29. 

16. 

19. 

46. 

43. 

12. 

7. 

4 

18. 

45. 

14. 

31. 

2. 

5. 

64. 

9 

15. 

30. 

17. 

44. 

13. 

8. 

3. 

6. 

Nun  sind  die  den  beiden  Endfeldern  benachbarten  Felder  die  folgenden: 

1  {  26,  38,  54,  12,  2,  14,  16,  28 

64  {  13,  43,  63,  55, 
und  da  die  Zahl  14  der  ersten  Zeile  die  Zahl  13  der  zweiten  Zeile 
um  eine  Einheit  übersteigt,  so  kann  man  einen  in  sich  zurückkehren- 
den Umlauf  bilden  mit  Hülfe  der  beiden  Reihen: 
64,  63,  ...14  I  1,  2,  3,...  13, 

und  zwar  erhält  man  das  neue,  diesen  Umlauf  darstellende  Schema 
aus  dem  vorhergehenden,  indem  man  an  Stelle  der  Zahlen  1,  2,"*  13 
ihre  Ergänzung  zu  14  setzt.    Dies  giebt  das  sechste  Schema: 

22.    25.    50.    39.    52.    35.    60.    57 


(VI) 


27. 

40. 

23. 

36. 

49. 

58. 

53. 

34 

24. 

21. 

26. 

51. 

38. 

61. 

56. 

59 

41. 

28: 

37. 

48, 

3. 

54. 

33. 

62 

20. 

47. 

42. 

13. 

32, 

63. 

4. 

•55 

29. 

16. 

19. 

46. 

43. 

2. 

7. 

10 

18. 

45. 

14. 

31. 

12. 

9. 

64. 

5 

15. 

30. 

17. 

44. 

1. 

6. 

11. 

8. 
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Wir  haben  behauptet^  dafs  bei  einem  solchen  in  sich  zurück- 
kehrenden Gange,  wie  wir  ihn  soeben  in  diesem  letzten  Schema 
erhalten  haben,  der  Springer  von  einem  beliebig  gegebenen  Felde 
aas  alle  Felder  des  Schachbrettes  durchlaufen  kann,  und  zwar  kann 
dies  auf  zweierlei  Weise  geschehen. 

Will  man  nämlich  z.  6.  yom  Felde  38  ausgehen,  so  kann  man 
zwischen  den  beiden  folgenden  Gängen,  von  denen  der  eine  die  Um- 
kehrung des  andern  ist,  wählen: 

38,  59,.    .,63,  64,    1,    2,...  37 
38,  37,...,    2,     1,  64,  63,...  39. 

Demnach  ist  die  Aufgabe  durch  das  Schema  (VI)  in  ihrer  ganzen 
Allgemeinheit  gelost.  Wir  werden  aber  sogleich  zeigen,  dafs  man 
aus  einer  bekannten  Lösung  unmittelbar  eine  grofse  An- 
zahl anderer  erhält.  Zunächst  jedoch  wollen  wir  noch  ein  zweites 
Beispiel  für  die  Art  und  Weise  geben,  wie  man  einen  nicht  in  sich 
zurückkehrenden  Umlauf  zu  einem  in  sich  zurückkehrenden  macht. 

477. 

Zu  diesem  Zwecke  sei  das  folgende  Schema  gegeben: 

54.    41.     12.    25.    60.  57.  14.  23 

11.    26.    55.    40.     13.  24.  49.  58 

42.    53.     10.     61.    56.  59.  22.  15 

9.    62.    27.    52.    39.  48.  31.  50 

28.    43.      8.    47.    30.  51.  16.  21 

63.    46.    29.    38.      5.  20.  35.  32 

44.       7.      2.     19.     34.  37.  4.  17 

1.    64.    45.      6.      3.  18.  33.  26. 

Weil  die  den  beiden  Endfeldem  1  und  63  benachbarten  Felder 
die  folgenden  sind: 

1  {  2,    46 
64  {  19,  29,  63, 
kann  man  den  Gang  des  Schemas  in  drei  andere  umwandeln,  nämlich 
64,     63,...  46    I      1,  2,  3,  ..45 
1,  2,  3, ...  19    I    64,     63, . . .  20 
1,  2,  3, ...  29    I    64,     63, . . .  30. 
Indessen  gewähren  diese  drei  Kombinationen  wenig  Vorteil,  weil  die 
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Felder  1  und  64  nur  den  Übergang  zu  zwei  oder  drei  andern  Feldern 
gestatten.  Nach  einigen  Versuchen  findet  man,  dafs  der  folgende^ 
aus  drei  Teilen  bestehende  Umlauf 

30,  31, ...  46   I    1,  2,  3, ...  29   |   64,  63,    .  •  47 

den  Vorzug  verdient,  weil  die  Endfelder  30  und  47  in  die  Mitte  des 
Schemas  kommen,  und  daher  mehr  Aussicht  vorhanden  ist,  daCs  man 
durch  sie  zu  einem  in  sich  zurückkehrenden  Umlauf  gelange. 

Um  diesen  neuen  Gang  darzustellen,  mufs  man  in  dem  gegebenen 
Schema  29  von  den  Zahlen  von  30  bis  46  abziehen,  ferner  17  zu 
den  Zahlen  der  zweiten  Reihe  1,  2, ...  29  addieren  und  schlieJBlich 
alle  Glieder  der  dritten  Reihe  64,  63, . . .  47  von  111  subtrahieren. 
Man  erhält  so  das  folgende  Schema: 

57.  12.  29.  42.  51.  54.  31.  40 

28.  43.  56.  11.  30.  41.  62.  53 

13.  58.  27.  50.  55.  52.  39.  32 

26.  49.  44.  59.  10.  63.  2.  61 

45.  14.  25,  64.  1.  60.  33.  38 

48.  17.  46.  9.  22.  37.  6.  3 

15.  24.  19.  36.  5.  8.  21.  34 

18.  47.  16.  23.  20.  35.  4.  7. 

Bei  diesem  Gange  kann  man  von  jedem  der  beiden  Endfelder 
1  und  64  zu  acht  andern  Feldern  übergehen,  nämlich: 

1  {    2,    6,  8,  36,  46,  44,  50,  52 ...  a 
64  {  63,  37,  5,  19,  17,  49,  27,  55 ...  6. 

Ist  jetzt  a  eine  Zahl  der  ersten  Reihe,  und  findet  man  unter  deo 
Gliedern  b  der  zweiten  Reihe  die  Zahl  a  —  1,  so  kann  man  einen 
in  sich  zurückkehrenden  Gang  aus  den  folgenden  beiden  Teilen 
bilden: 

1,    2,  ..•  a—  1    I    64,  63,...  a. 

Dies  trifft  nun  zu,  wenn  man  a  «=  6  und  a  «»  50  setzt,  weil 
sich  5  und  49  unter  den  Zahlen  b  vorfinden.  Man  erhält  somit  die 
beiden  folgenden  in  sich  zurückkehrenden  Umläufe: 

1,  2,...    5   I   64,  63,...  6 
1,  2,...  49   I   64,  63,...  50. 


(JU) 


(JV) 
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Hieraus  ergeben  sich  die  beiden  Schemata: 

13.    58.    41.    28.     19.     16.  39.  30 

42.    27.    14.    59.    40.    29.  8.  17 

57.     12.    43.    20.     15.     18.  31.  38 

44.  21.    26.     11.    60.      7.  2.  9 

25.  56.  45.  6.  1.  10.  37.  32 
22.  53.  24.  61.  48.  33.  64.  3 
55.  46.  51.  34.  5.  62.  49.  36 
52.  23.  54.  47.  50.  35.  4.  63. 

57.  12.  29.  42.  63.  60.  31.  40 

28.  43.  58.  11.  30.  41.  52.  61 

13.  56.  27.  64.  59.  62.  39.  32 

26.  49.  44.  55.  10.  51.  2.  53 

45.  14.  25.  50.  1.  54.  33.  38 
48.  17.  46.  9.  22.  37.  6.  3 
15.  24.  19.  36.  5.  8.  21.  34 
18.  47.  16.  23.  20.  35.  4.  7. 

Wir  kennen  nun  bereits  drei  in  sich  zurückkehrende  Gänge, 
deren  jeder,  wenn  man  von  einem  gegebenen  Felde  ausgeht,  zwei 
Auflösungen  des  gegebenen  Problems  giebt.  Wir  werden  überdies 
zeigen,  dafs  jedes  solches  Schema  wie  M  drei  andere  liefert,  welche 
gleichfalls  die  Aufgabe  lösen. 


478. 

Um  jedoch  die  verschiedenen  in  sich  zurückkehrenden  Gänge,  die 
mau  finden  kann,  und  deren  Anzahl  ohne  Zweifel  sehr  grofs  ist, 
leichter  mit  einander  vergleichen  zu  können,  bemerken  wir  zunächst, 
dals  es  sich  empfiehlt  festzusetzen,  dafs  beständig  das  erste  Feld  auf 
der  linken  Seite  der  letzten  Zeile  als  das  Feld  1  genommen  werden 
solle.  Dies,  geschieht  bei  dem  Schema  M,  indem  man  von  allen 
Zahlen,  welche  gröfser  als  51  sind,  51  abzieht  und  zu  allen  andern 
13  addiert,  und  diese  Operation  wird  in  analoger  Weise  bei  jedem 
andern  Schema  ausgeführt.  Die  neue  Form,  welche  die  beiden 
Schemata  M  und  N  annehmen,  ist  demnach: 


^ 
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26.  7.  54.  41.  32.  29.  52.  43 

55.  40.  27.  8.  53.  42.  21.  30 

6.  25.  56.  33.  28.  31.  44.  51 

(M)              57.  34.  39.  24.  9.  20.  15.  22 

38.  5.  58.  19.  14.  23.  50.  45 

35.  2.  37.  10.  61.  46.  13.  16 

4.  59.  64.  47.  18.  11.  62.  49 

.1.  36.  3.  60.  63.  48.  17.  12. 

40.  59.  12.  25.  46.  43.  14.  23 

11.  26.  41.  58.  13.  24.  35.  44 

60.  39.  10.  47.  42.  45.  22.  15 

(N)                 9.  32.  27.  38.  57.  34.  49.  36 

28.  61.  8.  33.  48.  37.  16.  21 

31.  64.  29.  56.  5.  20.  53.  50 

62.  7.  2.  19.  52.  55.  4.  17 

1.  30.  63.  6.  3.  18.  51.  54. 

Ist  z.  B.  das  Schema  {M)  gegeben,  so  kann  man  dasselbe  um 
die  durch  das  Feld  1  gehende  Diagonale  sich  drehen  lassen,  so  iah 
die  Horizootalreihe  1,36,- ••12  die  Stelle  der  Vertikalreihe  1,4, •••26 
einnimmt  und  umgekehrt.  Da  jedoch  dabei  die  relative  Lage  der 
Felder  gegen  einander  dieselbe  bleibt,  so  werden  wir  diese  beiden 
Formen  nur  als  eine  einzige  betrachten. 

Man  kann  auch,  indem  man  die  Zahl  1  auf  dem  ersten  Felde 
beibehält,  die  Zahlen  der  andern  Felder  ändern,  indem  man  an  Stelle 
jeder  Zahl  die  Erj^nzung  derselben  zu  66  setzt.  Auf  diese  Weise 
würde  das  Schema  (M)  ein  zweites  liefern,  nämlich: 


(m) 


40. 

59. 

12. 

25. 

34. 

37. 

14. 

23 

11. 

26. 

39. 

58. 

13. 

24. 

45. 

36 

60. 

41. 

10. 

33. 

38. 

35. 

22. 

15 

9. 

32. 

27. 

42. 

57. 

46. 

51. 

44 

2S. 

61. 

8. 

47. 

52. 

43. 

16. 

21 

31. 

64. 

29. 

56. 

5. 

20. 

53. 

50 

62. 

7. 

2. 

19. 

48. 

55. 

4. 

17 

1. 

30. 

63. 

6. 

3. 

18. 

49. 

54. 
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Aber  dieses  zweite  Schema^  welches  man  als  die  Umkehrung 
oder  das  Reciproke  des  ersten  betrachten  kann,  giebt  in  Wirklichkeit 
keine  neue  Lösung  des  Problems.  Denn  das  Feld  des  Schachbretts, 
welches  im  Schema  (M)  mit  20  bezeichnet  ist,  ist  im  Schema  (m) 
mit  66  —  20  oder  46  bezeichnet  und  die  beiden  Gänge,  welche  im 
Schema  (Jlf)  die  Aufgabe  losen,  unterscheiden  sich  von  den  beiden 
Gängen,  welche  im  Schema  (m)  die  Losung  geben,  nur  insofern,  als 
sie  durch  verschiedene  Zahlen  bezeichnet  sind.  So  geht  z.  B.  der 
durch  20,  21,  22,  •  •  •  64,  1,  2,  •  •  •  19  im  Schema  (ilf)  angedeutete 
Umlauf  nach  und  nach  über  dieselben  Felder  des  Schachbretts,  als 
im  Schema  (m)  der  durch  46,  45, 44,  •  •  •  2, 1, 64,  •  •  •  47  angedeutete  Gang. 

479. 
Um  jetzt  wirkliche  Änderungen  im  Schema  (ilf)  herbeizuführen, 
mufs  man  annehmen,   dafs    dieses  Schema,   welches   die  Horizontal- 
reihe 1.  36.  3 •••12  zur  Grundlinie  hat,  nach  und  nach  jede  der  drei 
andern  Seiten  das  Schachbretts  als  Grundlinie  erhält 

Nimmt  man  die  Seite  12.  49.  16  •  •  •  43  zur  Grundlinie,  so  mufs 
man  11  von  allen  Zahlen  abziehen,  wodurch  sich  die  Form  ergiebt: 
54.    57.    24.    27.    46.    59.    44.    15 


(Jtf.) 


folgenden  Schemata 


(jf,) 


25. 

48. 

55. 

58. 

23. 

14. 

29. 

60 

56. 

53. 

26. 

47. 

28. 

45. 

16. 

43 

49. 

36. 

63. 

8. 

13. 

22. 

61. 

30 

52. 

7. 

50. 

3. 

62. 

17. 

42. 

21 

37. 

64. 

35. 

12. 

9. 

20. 

31. 

18 

6. 

51. 

2. 

39. 

4. 

33. 

10. 

41 

1. 

38. 

5. 

34. 

11. 

40. 

19. 

32. 

1  andern  Seiten  geben  in  analoger 
matp* 

W( 

34. 

39. 

6. 

21. 

18. 

25. 

58. 

23 

7. 

20. 

33. 

40. 

5. 

22. 

17. 

26 

38. 

35. 

4. 

19. 

32. 

59. 

24. 

57 

3. 

8. 

45. 

36. 

41. 

16. 

27. 

60 

44. 

37. 

42. 

31. 

46. 

61. 

56. 

15 

9. 

2. 

53. 

50. 

55. 

14. 

47. 

28 

52. 

43. 

64. 

11. 

30. 

49. 

62. 

13 

1. 

10. 

51. 

54. 

63. 

12. 

29. 

48. 

1 
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iL 

18. 

5. 

26. 

61. 

20. 

55. 

24. 

51 

27." 

60. 

19. 

54. 

25. 

52. 

37. 

56 

4. 

17. 

6. 

59. 

62. 

21. 

50. 

23 

7. 

28. 

3. 

48. 

53. 

36. 

57. 

38 

16. 

47. 

8. 

63. 

58. 

49. 

22. 

35 

29. 

2. 

31. 

14. 

33. 

12. 

39. 

42 

46. 

15. 

64. 

9. 

44. 

41. 

34. 

11 

1. 

30. 

45. 

32. 

13. 

10. 

43. 

40 

Somit  liefert  jeder  in  sich  zurückkehrende  Gang,  wie  der,  welcher 
durch  das  Schema  (M)  dargestellt  ist,  drei  andere  durch  die  Schemata 
(jMi),  (Jfg)?  (-ä^s)  dargestellte  Umläufe,  und  da  jedes  Schema  swei 
Losungen  des  Problems  giebt,  so  geben  die  vier  Schemata  deren 
acht  Wir  haben  ferner  noch  zwei  andere  Schemata  (VI)  und  (N) 
von  derselbe;|i  Art  wie  das  Schema  (M)  gebildet.  Mithin  kennen 
wir  bereits  24  Lösungen  des  allgemeinen  Problems,  und  es  wäre 
leicht,  eine  noch  viel  gröfsere  Anzahl  zu  finden. 

480. 
Es  werde  z.  B.  wiederum  das  Schema  (M)  genommen,  und  es 
werde  vorausgesetzt,  dafs  man  von  dem  Felde  Ä  übergehen  kouie 
zu  den  Feldern  a^b^  c...  und  von  dem  Felde  A  +  l  übergehen  k5mie 
zu  den  Feldern  a,  V,  c'...,  was  wir  folgendermalsen  ausdrücken: 

A{a,b,c,... 
A+  l  {a,6',c',..'. 
Findet  sich  unter  den  Zahlen  a ,  V,  c , .  •  •  di®  Zahl  a  +  1,  so  kann 
man  aus  dem  durch  das  Schema  gegebenen  in  sich  zurückkehrenden 
Gange   einen   andern,    ebenfalls  in    sich   zurückkehrenden,   ableiten, 
nämlich: 

a,  a  —  1,  a  —  2, . . .  ^  +  1   |  a  +  1,  a  +  2,  •  •  •  ^. 
Jedoch  ist  der  Fall  a  =  ^  +  1  und  der  Fall  ^  =  «+1;  welche  ni 
keinem  Resultate  führen,  auszunehmen. 

So  kann  man  aus  dem  Schema  (M)  die  folgenden  II  in  sich 
zurückkehrenden  Gänge  ableiten: 

58,  57, .  • .  10   I   59,  60, 

59,  58,...  11    I   60,  61, 

53,  52, ...  25   I   54,  55, 
37,  36, ...  25   I   38,  39, 

54,  53, ...  34  I   55,  56, 


.-•64,  1,  2,  3,.. 

.    9 

...64,  1,2,3,. 

•10 

. . .  64,  1,  2,  3, . . 

24 

...  64,  1,  2,  3, . 

..24 

...  64,  1,  2,  3, . 

•33. 

r 
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38  I  25,  26,  •  • .  37 

46  I  63,  64,  1,  2,  . .  •  45 

54  1  25,  26,  .  •  •  53 

55  i  34,  35,  •  • .  54 
60  I  11,  12,  .  •  •  59 

I  46,  47,  . . .  62. 

Der  erste  Umlauf  wird  aus  dem  Schema  {M)  gebildet,  indem  man 
Ton   68  alle  Zahlen  von  10  bis  58  abzieht  und  die  andern  Zahlen 
ung^ndert  läfst;  man  erhält  so  das  neue  Schema: 
42.      7.    14.    27.    36.    39.    16.    25 


24,  23,  • 

. .  1,  64,  63,  .  • . 

62,  61,  •. 



24,  23,  . 

• .  1,  64,  63,  .  •  • 

33,  32,  . 

•  1,  64,  63,  • . . 

10,    9,.. 

•  1,  64,  63,  •  •  • 

45,  44,  .  ■ 

•  1,  64,  63 

13. 

28. 

41. 

8. 

15. 

26. 

47. 

38 

6. 

43. 

12. 

35. 

40. 

37. 

24. 

17 

11. 

34. 

29. 

44. 

9. 

48. 

53. 

46 

30. 

5. 

10. 

49. 

54. 

45. 

18. 

23 

33. 

2. 

31. 

58. 

61. 

22. 

55. 

52 

4. 

59. 

64. 

21. 

50. 

57. 

62." 

19 

1. 

32. 

3. 

60. 

63. 

20. 

51. 

66. 

Bildet  man  ebenso  die  10  andern  Schemata,  welche  sich  aus  den 
angegebenen  Umläufen  ergeben,  so  erhalt  man  12  Haupt- Schemata, 
deren  jedes  vier  Formen  annehmen  kann.  Dies  giebt  im  ganzen 
48  Schemata,  von  denen  jedes  zwei  Lösungen  des  allgemeinen  Pro- 
blems liefert. 

481. 

Um  aus  dem  durch  das  Schema  (M)  dargestellten  Umlauf  elf 
andere  Umläufe  derselben  Art  abzuleiten,  haben  wir  nur  nötig,  den 
ersten  Umlauf  in  zwei  Teile,  welche  sich  in  geeigneter  Weise  ein- 
ander anpassen,  zu  zerlegen.  Man  könnte  aber  auch  denselben  Um- 
lauf in  drei  oder  mehr  Teile  derart  zerlegen,  dafs  sie  einen  in  sich 
zurückkehrenden  Umlauf  bilden.  Dies  würde  neue  Lösungen  in  fast 
unbeschränkter  Anzahl  ergeben. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  dafs,  wenn  man  vom  Felde  a  zum  Felde  b 
und  vom  Felde  a  +  1  zum  Felde  c  gelangt,  man  zu  gleicher  Zeit 
auch  vom  Felde  6  —  1  auf  das  Feld  c  +  1  übergehen  könne,  was 
wir  folgendermafsen  ausdrücken: 

a{6,      a+l{c,      6— l{c+l, 
so   erhält  man  folgenden  neuen  aus  drei  Teilen  besteheuden  in  sich 
zurückkehrenden  Gang: 
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c  +  1,  c+2,...64,  l,2,...a|  6,  6  +  1,. --c  |  a+1,  a+2,  ...fe-l. 
Derselbe  setzt  nur  voraus,  dafs  6  >  a  +  2  und  c>b  sei. 

Ein  aus  dem  Schema  (M)  sich  ergebendes  Beispiel  liefert  folgen- 
den stets  in  sich  zurückkehrenden  Gang: 

54,  55,  . . .  64,  1,  2,  ...  19  I  34,  35,  ...  53  I  20,  21,  •  • .  33. 
Um  das  Schema  zu  bilden,  welches  denselben  darstellt,  mufs  man  in 
dem  Schema  (M)  erstens  alle  Zahlen  von  54  bis  64  und  von  1  bis  19 
an  ihrem  Platze  lassen,  zweitens  alle  Zahlen  von  34  bis  53  um  14 
vermindern,  drittens  alle  Zahlen  von  20  bis  33  um  20  vermehren. 
Das  Ergebnis  dieser  Operation  ist  folgendes: 


1 


46. 

7. 

54. 

27. 

52. 

49. 

38. 

29 

55. 

26. 

47. 

8. 

39. 

28. 

41. 

50 

6. 

45. 

56. 

53. 

48. 

51. 

30. 

37 

^57. 

20. 

25. 

44. 

9. 

40. 

15. 

42 

24. 

5. 

58. 

19. 

14. 

43. 

36. 

31 

21. 

^. 

23. 

10. 

61. 

32. 

13. 

16 

4. 

59. 

64. 

33. 

18. 

11. 

62. 

35 

1. 

22. 

3. 

60. 

63. 

34. 

17. 

12. 

Nach  denselben  Prinzipien  würde  -man  noch  viele  andere  in  sieh 
zurückkehrende  Gänge  erhalten.  Daraus  ist  ersichtlich,  wie  sehr  die 
Anzahl  der  Losungen  vervielfältigt  werden  kann,  sobald  einmal  ein 
in  sich  zurückkehrender  Gang  bekannt  ist. 

482. 
Man  kann  auch  der  Losung  besondere  Bedingungen  auf- 
erlegen, wodurch  zwar  die  Anzahl  der  Losungen  verringert  werden, 
aber  doch  noch  sehr  beträchtlich  sein  wird.  Nimmt  man  z.  B.  an, 
dafs  die  Zahlen  1,  2,  3, ...  32  die  vier  unteren  Zeilen  des  Schemas, 
und  die  32  andern  die  vier  oberen  Zeilen  ausfüllen  sollen,  so  genügt 
man  der  ersten  Bedingung  in  folgender  Weise: 

3.  26.  7.  32.  1.  20.  15.  18 

8.  31.  2.  27.  6.  17.  12.  21 

25.  4.  29.  10.  23.  14.  19.  16 

30.  9.  24.  5.  28.  11.  22.  13, 

und  wenn  man  zu  allen  diesen  Zahlen  32  addiert,  so  erhält  man 
vier   andere  Zeilen,  welche   alle  Zahlen   von   33   bis  64  enthalten. 


r 
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Jedoch  lafst  sich  dieser  zweite  Teil  dem  ersten  nicht  derart  anpassen, 
dafs  sie  beide  ein  einziges  Schema  von  l  bis  64  bilden. 

Um  diese  zweite  Bedingung  zu  erfüllen ,  giebt  Euler  den  ersten 
Teil  in  folgender  Anordnung: 


22. 

7. 

32. 

1. 

24. 

13. 

18. 

15 

31. 

2. 

23. 

6. 

19. 

16. 

27. 

12 

8. 

21. 

4. 

29. 

10. 

25. 

14. 

17 

3. 

30. 

9. 

20. 

5. 

28. 

11. 

26, 

Nach  seiner  Vorschrift  hat  man  sodann  zu  allen  diesen  Zahlen  32 
zu  addieren  und  das  Resultat  in  umgekehrter  Richtung  zu  schreiben, 
indem  man  die  Zahlen  .von  links  nach  rechts  nimmt  und  die  letzte 
Zeile  zur  ersten  macht.  Fügt  man  di&sen  zweiten  Teil  dem  ersten 
hinzu,  so  ergiebt  sich  das  Yollständige  Schema: 


58. 

43. 

60. 

37. 

52. 

41. 

62. 

35 

49. 

46. 

57. 

42. 

61. 

36. 

53. 

40 

44. 

59. 

48. 

51. 

38. 

55. 

34. 

63 

47. 

50. 

45. 

56. 

33. 

64. 

39. 

54 

22. 

7. 

32. 

1. 

24. 

13. 

18. 

15 

31. 

2. 

23. 

6. 

19. 

16. 

27. 

12 

8. 

21. 

4. 

29. 

10. 

25. 

14. 

17 

3. 

30. 

9. 

20. 

5. 

28. 

11. 

26. 

Man  sieht  hieraus,  dafs  die  symmetrisch  gegenüberliegenden  Zahlen 
in  den  beiden  durch  die  Linie  ab  getrennten  Hälften  sich  beständig 
von  einander  um  32  unterscheiden.  So  hat  man  58  —  26  <»  32, 
57  —  25  =  32,  u.  s.  w.  Dieselbe  Eigenschaft  besteht  bei  den  vier 
Formen,  welche  dieses  Schema  annehmen  kann. 

Da  man  vom  Felde  1  auf  das  Feld  16  und  vom  Felde  64  auf 
das  Feld  15  übergehen  kann,  so  läfst  sich  der  vorstehende  Gang 'in 
den  folgenden  1,  2,  ...  15  |  64,  63,  ...  16  verwandeln.  Dies  giebt 
das  neue  Schema: 

58.  43.  60.  37.  52.  41.  62.  35 

49.  46.  57.  42.  61.  36.  53.  40 

44.  59.  48.  51.  38.  55.  34.  63 

a  ....  47.  50.  45.  56.  33.  64.  39.  54  ....  & 

22.  9.  32.  15.  24.  3.  18.      1  ' 

31.  14.  23.  10.  19.  16.  27.      4 

8.  21.  12.  29.  6.  25.  2.  17 

13.  30.  7.  20.  11.  28.  5.  26 
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Dieses  Schema^  in  welchem  nur  die  untere  Hälfte  geändert  ist,  be- 
sitzt aber  nicht  mehr  die  auf  die  Differenz  ähnlich  gelegener  Zahlen 
bezügliche  Eigenschaft  des  vorhergehenden,  um  ihm  dieselbe  zn 
verschaffen,  müfste  man  den  oberen  Teil  des  Schemas  dadurch  bilden, 
dafs  man  32  zu  den  Zahlen  des  unteren  Teils  hinzufügt  und  diese 
Zahlen  in  umgekehrter  Reihenfolge  schreibt 

483. 

Will  man  wissen,  wieviel  Losungen  das  gegebene  Problem 
haben  könne,  so  besteht  ein  Hülfsmittel,  dessen  man  sich  bei  dieser 
Untersuchung  von  sehr  schwieriger  Natur  bedienen  könnte,  in  Folgen- 
dem: Wir  haben  mindestens  50  Gänge,  von  denen  jeder  zwei  Losungen 
liefert,  gefunden.  Auf  diese  50  Gänge  kann  man  das  Kennzeichen 
des  Artikel  478,  durch  welches  sie  von  allen  andern  unterschieden 
werden,  anwenden.  Wir  nehmen  an^  dafs  man  durch  ein  analoges 
Verfahren  weit  mehr  Gänge  als  50,  welche  demselben  Kennzeichen 
unterliegen,  bilde.  löt  diese  Zahl  gleich  n  und  ist  N  die  Anzahl 
aller  möglichen  Gänge,  welche  von  einander  verschieden  sind  and 
sämtlich  der  Aufgabe  genügen,  so  wird  es,  wenn  n  hinreichend  grofs 
ist,  notwendigerweise  vorkommen,  dafs  es  unter  den  n  gefundenen 
Gängen  einige  gleiche  giebt,  so  dafs  sich  die  Zahl  n  auf  n  —  a  ver- 
schiedene Gänge  reduciert. 

Nachdem  dies  vorausgeschickt  ist,  findet  man  leicht  die  Gleichnng: 

~  N     '^  ^        \     N  '  )  ' 
und  hieraus  folgt: 

ein  Wert,  der  um  so  mehr  dem  wahren  Werte  nahekommt,  j« 
gröfser  n  ist. 


J^ 


Fünfter  Hauptteil. 

Anwendung  der  nnbestimmten  Analysis  bei  der  AnflSsnng  der 
fileichnng  a;"  —  1  =  0,  in  welcher  n  eine  Primzahl  ist. 


§  1. 
Grundlagen  dieser  neuen  Theorie. 

484. 
Sondert  man  von  der  linken   Seite  den  Paktor  a;  —  1   ab  und 
setzt  man: 

80  besitzt  bekanntlich  nach  dem  Cotesischen  Satze  das  Polynom  X 
den  allgemeinen  Faktor: 

x^  —  2x  cos [-  1 , 

wobei  k  eine  beliebige  durch  n  nicht  teilbare  Zahl  ist,  so  dafs  man, 
wenn  man  k  der  Reihe  nach  die  Werte  1,  2,  3,  *  -  -  -^{n  —  1)  bei- 
legt, alle  Faktoren  erhält,  aus  denen  dieses  Polynom  zusammen- 
gesetzt ist. 

Die  Kenntnis  der  Analysten  von  der  Auflosung  der  Gleichung 
af  —  1  =  0  beschränkte  sich  nahezu  auf  diesen  einzigen  Satz,  als 
Gauss  sein  ausgezeichnetes  Werk  „Disquisitiones  arithmeticae"  ver- 
öffentlichte. Man  findet  in  diesem  eine  neue  und  sehr  vollständige 
Theorie  der  Auflösung  eben  jener  Gleichung  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  der  Teilung  des  Kreisumfanges  in  n  gleiche  Teile. 

Da  diese  Theorie  eine  der  interessantesten  Anwen- 
dungen der  unbestimmten  Analysis  ist  und  dieselbe  zu  sehr 
merkwürdigen  Resultaten  führt,  so  glaubten  wir  unsern 
Lesern  einen  Gefallen  zu  erweisen,  wenn  wir  dieselbe  hier 
mit  neuen  Entwicklungen  darlegen. 

Legen dre,  Zahlentheorie  II.  11 


^ 
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485. 
Nennt  man  r  irgend  eine  der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung 
a;«  —  1  =  0, 


d.  h.  setzt  man: 


r  =  cos h  y  —  1  sin  

in.  *       '  «t 


WO  Je  irgend  eine  durch  n  nicht  teilbare  Zahl  bedeutet,  so  sind  die  sämt- 
lichen Wurzeln  dieser  Gleichung  dargestellt  durch  r,  r*,  r*,  ...r*. 
Sondert  man  von  diesen  die  Wurzel  r"  =  1  ab,  so  bleiben  für  die 
Wurzeln  der  Gleichung  X=0  die  folgenden  Werte: 

Allgemein  stellt  daher  r"  eine  beliebige  Wurzel  der  GleichuDg 
X  =  0  dar,  vorausgesetzt,  dafs  a  weder  Null  noch  ein  Vielfaches 
von  n  sei. 

Bei  dieser  Einschränkung  giebt  es  nur  n  —  1  verschiedene  Werte, 
welche  in  dem  Ausdrucke  x=r"  enthalten  sind.  Denn  wäre  a=iti-f-f, 
so  würde  offenbar  r"  =^  f^  sein,  da  r"  =  1  ist,  und  aus  demselben 
Grunde  hätte  man:  r"""  =  r"-~«  ==  7-***—«. 

Ferner  zeigt  man  leicht,  dafs  die  n  —  1  vorstehenden 
Werte  von  einander  verschieden  sind.  Denn  wäre  r"  =  r?j 
wo  a  und  ß  kleiner  als  n  sind,  so  wurde  daraus  folgen:  f*  =  l; 
wobei  £  =  +  (a  —  ß)  und  somit  kleiner  als  n  ist.  Da  aber  n  eine 
Primzahl  ist,  so  können  die  beiden  Gleichungen  r"  =  1  und  r'==l 
nicht  zu  gleicher  Zeit  stattfinden,  es  müfste  denn  r  =  l  sein,  was 
gegen  die  Voraussetzung  ist. 

•     486. 
Hiemach  läfst  sich  das  Polynom  X  auf  die  Form  bringen: 
X  =  (a;  ~  r)  (a:  -  r^)  (x  -  f^)  - -- (x  -  r«-i), 
und  da  man  r^  oder  allgemein  r"  für  r  setzen  kann,  so  hat  man  auch: 

X  =  (a;  ~  r«)  (x  -  r*)  (a:  -  r«) . . .  (a:  -  r»— «), 
und  allgemein: 

X=  (x  —  r^O  {x  —  r^«)  (x  —  r^«)  -- -  (x  —  >-"«-«). 
Da  nun  zweite  Glied  des  Polynoms  X  den  Koefficienten  +  1  hat,  so 
erhält  man: 

0  =  1  +  r  +  r«  +  r^  H h  r— S 

und  allgemein: 

0  --=  1  +  r"  +  r^"  +  r3"  -| (-  r""-«. 


i 
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Diese  Gleichungen  gelten^  ohne  dafs  man  diejenige  der  Wurzeln  der 
Gleichung  X=0,  welche  man  für  r  nimmt^  bestimmt  anzugeben  hätte. 

487. 
SatB.  Ist  9>(^yS,  ^^  ti, . . .)  eine  ganze  rationale  Funktion^) 
der  Wurzeln  r,  5,  ^  w,  . . .  der  Gleichung  X  =«  0  oder  nur 
einiger  von  ihnen,  und  substituiert  man  in  dieser  Funktion 
für  die  Wurzeln  r^  s,  t,  n,  . . .  der  Reihe  nach  ihre  Quadrate, 
ihre  Kuben  und  schliefslich  ihre  n**"*  Potenzen,  welche  sich 
auf  die  Einheit  reducieren,  so  ist  die  Summe  der  so  gebil- 
deten Funktionen 

9(»-,  s,  ^  •  •  •)  +  9^^,  ^^  <*,•••)  +  •••  +  vir,  ^.  t',  • ' ') 
gleich  einem  Vielfachen  von  n. 

Da  nämlich  jedes  einzelne  Glied  der  Funktion  q>  von  der  Form 
Ar^sfP  . . .  ist,  und  die  Wurzeln  s,  t,  w,  . . .  bestimmte  Potenzen 
einer  derselben  r  sind,  so  ist  klar,  dafs  dieses  Glied  sich  stets  auf 
die  Form  Ar*  reduciert,  wobei  man  5  <  n  annehmen  kann.  Mithin 
nimmt  die  ganze  Funktion  q>(r,  Sjt,u, .  * .)  die  Form  an: 

A  +  Ä'r  +  ^"V  H h  ^^"V«-i. 

Setzt  man  darauf  r^  an  die  Stelle  von  r,   wodurch  sich  zugleich  s 
in  s*,  t  in  t%  u.  s.  w.  verwandelt,  so  wird  die  Funktion 

<ip(r«,  s^  t^  fl^ . . .) 

dargestellt  sein  durch: 

Ä  +  ^'V  +.^"V  H h  A^n)r^^-\ 

mid  allgemein  die  Funktion  g)(t^,  8",  t^,  . . .)  durch: 

Ä  +  Ä'r^  +  ^"V««  H h  ^(»)r(»-i)«. 

Mithin  ist  die  Summe  aller  dieser  Funktionen,  bis  zu  q>(r^j  s",  f", . . .) 
einschliefslich,  gleich: 

n>l'  +  Ä'(r  +  r«  +  r^  + 1-  r«) 

+  Ä'\r^  +  f^  +  r^  + h  r^"") 

+ 

Diese  Gröfse  reduciert  sich  aber  auf  nA'  (No.  486)  und  ist  demnach 
ein  Vielfaches  von  n. 


*)  Man  nennt  ganze  rationale  Fanktion  der  Gröfsen  r,  s,  /,  u,  .  .  .  jede 
aus  beliebig  vielen  Gliedern  von  der  Form  Är^sfi t^  .  .  .,  wo  Ä  eine  ganze  Zahl 
iat,  bestehende  Funktion.  Anna.  d.  Verf. 

11* 


^ 
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Man  beachte  wohl,  dafs  dieser  Satz  gilt,  wie  viele  der  Wur- 
zeln r,  Sy  ty  . . .  auch  in  der  Funktion  g>  vorkommen  mögen. 

488. 
Satz.     Wenn  das  Polynom 

in  welchem  die  Koefficienten  A,  B,  C,  . . .  ganze  Zahlen 
sind,  durch  das  Polynom 

P  ==  ic»  +  aa;»-i  +  bx^-^  -\ , 

dessen  Koefficienten  a,  h^  c,  ...  sämtlich  rational  sind, 
teilbar  ist,  so  milssen  diese  letzteren  ebenfalls  ganze 
Zahlen  sein. 

Hat  man  nämlich  alle  Glieder  von  P,  das  erste  rr"  ausgenommeo^ 
auf  einen  und  denselben  Nenner  gebracht,  und  ist  dieser  Nenner 
gleich  a'^A,  wo  a'*  die  höchste  Potenz  einer  der  in  ihm  aufgehenden 
Primzahlen  bedeutet,  so  kann  man  setzen  (No.  14): 

p«=p'-4_  — L  ±— 

^        ^  ^    a^^    ^     A     ^ 

WO  P',  P",  P"'  Polynome  von  x  sind,  deren  Koefficienten  ganze 
Zahlen  sind,  und  zwar  das  erste  vom  Grade  n  und  somit  mit  dem 
Gliede  o;"  beginnend,  die  beiden  andern  höchstens  vom  Grade»  — 1. 
Nennt  man  Q  den  Quotienten,  welcher  sich  bei  der  Division  von  Z 
durch  P  ergiebt,  so  kann  man  in  ähnlicher  Weise  setzen: 

Da  sich  nun  das  Produkt  P^  in  ein  Polynom  verwandeln  soll,  dessen 
Koefficienten  ganze  Zahlen  sind,  so  mufs  das  Glied  — 7^—  von  selbst 

er    ' 

verschwinden,  weil  die  andern  in  ihren  Nennern  nur  Potenzen  Ton  ff 
von  niedrigerem  Grade  besitzen.  Mithin  ist  wenigstens  eine  der 
Gröfsen  P"  und  Q"  gleich  Null.  Dies  kann  aber  nicht  P"  sein,  da 
P  in  seinen  Nennern  a'*  enthält  Polglich  ist  C=0,  d.  h.  es  kommt 
a  nicht  in  den  Nennern  von  Q  vor.  Dasselbe  kann  man  Ton  den 
andern  Primzahlen  behaupten,  welche  als  Nenner  in  den  Koefficienten 
von  P  auftreten.  Folglich  enthält  der  Quotient  Q  keinen  Bruch,  und 
er  mufs  somit  eine  ganze  Funktion  sein.  Nachdem  dieses  fes^estfllt 
ist,  hat  man: 

Da   aber  Z  eine  ganze  Funktion  ist,   so   uuifs  —  ebenfalls  eine 


\ 
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P" 
solche   sein.    Nun   wird   einerseits   der   Bruch   — — -  als  irreduktibel 

CT 

betrachtet,  andrerseits  ist  der  Quotient  Q,  dessen  erstes  Glied  a;"*""» 
ist,  nicht  teilbar  durch  a^.  Mithin  kann  das  Polynom  P  unter  seinen 
Koefficienten  keinen  Bruch  enthalten. 


489. 

Satz.  Das  Polynom  X,  bei  welchem  n  stets  als  Prim- 
zahl vorausges-etzt  wird,  läfst  sich  nicht  in  zwei  rationale 
Faktoren  zerlegen. 

Denn  nehmen  wir  an,  dafs  das  Polynom  X  vom  Grade  n  —  1 
das  Polynom  vom  niedrigeren  Grade 

P=  ic"  +  aaj"-!  +  bx""-*  H \'hx  +  k 

zum  Faktor  habe,  so  müssen  dem  vorigen  Satze  zufolge  alle  Koef- 
ficienten a,  b,  c,  . . .  ganze  Zahlen  sein.  Femer  kann  man  bemerken, 
dafs  V  gerade  und  Je  positiv  sein  mufs;  denn  wären  diese  Bedingungen 
nicht  gleichzeitig  erfüllt,  so  würde  die  Gleichung  P «»  0  wenigstens 
eine  reelle  Wurzel  haben,  und  diese  würde  auch  eine  Wurzel  der 
Gleichung  X  =»  0  sein.  Man  weifs  aber,  dafs  diese  nur  imaginäre 
Wurzeln  besitzt. 

Sind  r,  s,  t,  u,  . . .  die  Wurzeln  der  Gleichung  P  =  0,  so  daJfe 
die  identische  Gleichung  besteht: 

P:=(x  —  r)(x  -^  s)(x  —  t)(x  —  u)  . . ., 

wobei  die  Anzahl  der  Faktoren  x  —  r,  x  —  s,  ...  gleich  v  ist,  so 
kann  man  in  dieser  Gleichung  x  einen  beliebigen  Wert  geben.  Ist 
daher  o;  =»  1,  und  nennen  wir  p'  das,  was  aus  P  wird,  so  ist: 

/==(l-r)(l-s)(l-0(l-«)--- 

Die  Zahl  p  besitzt  auch  den  Wert  1  +  a  +  6  +  c  +  •  •  • ,  sie  ist 
demnach  eine  ganze  Zahl.  Femer  mufs  sie  positiv  sein,  da  alle 
Wurzeln  r,  s,  t,  . . .  imaginär  sind. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  P  =  0,  deren  Wurzeln  r,  s,  ^,  «,  . . . 
sind,  kann  man  leicht  eine  andere  Gleichung  P^*^^  =  0  bilden,  welche 
f",  s",  t"y  ...  zu  Wurzeln  hat,  und,  weil  die  Koefficienten  des  Poly- 
noms P  ganze  Zahlen  sind,  und  der  erste  derselben  gleich  1  ist,  so 
sind  die  Koefficienten  des  Polynoms  P  von  demselben  Grade  eben- 
falls ganze  Zahlen,  wie  aus  bekannten  Formeln  sich  ergiebt.  Setzt 
man  also  a;  =  1  in  jedem  der  Polynome  P("\  und  sind  die  so  ent- 
stehenden Zahlen  der  Beihe  nach: 


^ 
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p"        =  (1  -  r')  (1  -  ,')  (l  -  f^)  (1  ~  u«)  . .  . 
/"       =  (l  -  r^)  (1  -  5-')  (1  -  O  (1  -  n»)  . .  . 

jy«-i)  =  (l  —  r«-i)  (1  —  i«— 1)  (l  —  ^-1)  (1  —  tt'»- 0  •  • '. 

so  sind  alle  diese  Zahlen  p'y  p\  p",  . . .  j^C«— *)  offenbar  positive  ganze 
Zahlen. 

Multipliciert  man  jetzt  alle  Gleichungen  mit  einander^  und  be- 
achtet man,  dafs  zufolge  der  Gleichung  X==  (o;  —  r)  {x  —  6)  (,c  —  ^V-- 
für  jede  der  Wurzeln  r,  s,  ^,  . . .  die  Gleichung  gilt: 

(1  -  r)  (1  -  r')  (1  -  r»)  ...  (1  —  r*-^)  =  n 

(1  -  s)  (1  -  0-2)  (1  -  5-0  •  •  •  (1  —  s— ^)  =  n 
u.  s.  w., 
so  wird  das  Produkt: 

pp  p    ' .  *  p(*^—^>  =  n\ 

Da  aber  alle  Gröfsen  p,  p\  . . .  |)(«-i>  positive  ganze  Zahlen  sind, 
und  ihre  Anzahl  n—  1  gröfser  als  v  ist,  so  müssen ,  wenn  ihr  Produkt 
n*  sein  soll,  einige  von  ihnen  gleich  n  oder  einer  Potenz  von  n  und 
die  andern  gleich  der  Einheit  sein.  Die  Anzahl  der  letzteren  kann 
nicht  kleiner  sein  als  w  —  1  —  v.  Nennt  man'  dieselbe  Ä,  so  ist 
offenbar  die  Summe  jp'+ !>"+••• +l)^**~'*^  von  der  Form  k-^-An. 
Nun  haben  wir  (No.  487)  bewiesen,  dafs  dieselbe  Summe,  wenn  man 
p^**^,  welches  gleich  Null  ist,  noch  mit  hinzunimmt,  ein  Vielfiaches 
von  n  ist.  Es  müfste  somit  k  '■{'  An  =  Bn  sein,  eine  Gleichung, 
welche  nicht  stattfinden  kann,  da  i  <  v  und  >  n  —  1  —  v  oder 
=  n  —  1  —  V  ist.  Wenn  demnach  P  ein  Teiler  der  Funktion  X  ist, 
so  können  die  Koefficienten  von  P  keine  ganzen  Zahlen  sein.  Mithin 
kann  die  Funktion  X  nur  irrationale  Faktoren  haben. 

Bemerkung.  Dieser  Satz  würde  nicht  gelten,  wenn  n  eine 
zusammengesetzte  Zahl  wäre.  Denn  ist  n  =  aß^  wo  a  und  ß  swei 
ungerade  Zahlen  bedeuten,  welche  Primzahlen  oder  keine  Primzahlen 
sind,  so  kann  man 

■y^  X        1  X         1  X      '       1 

~"    x  —  1    ~    x  —  1    '    aj^-Ti 

setzen.    Nennt  man  daher  P  das  Polynom  a;""~^+a:**""*-| ,  welches 

gleich   -      -^  ,  und  Q  das  Polynom  o;«'''""  +  af^-^''  H ,  weldies 

gleich  — — -      ist,  so  erhält  man:  X=^PQ. 
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490. 

Da  bewiesen  worden  ist,  dafs  das  Polynom  X  keinen  rationalen 
Faktor  haben  kann,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  kann  die  Auf- 
lösung der  Gleichung  X  =  0  nur  so  bewerkstelligt  werden,  dafs  man 
X  in  irrationale  Faktoren  zerlegt.  Die  Theorie,  die  wir,  Gauss 
folgend,  auseinandersetzen  werden,  hat  nun  den  Beweis  des  folgenden, 
sehr  allgemeinen,  Satzes  snm  Ziele: 

Hat  man  9t  — 1  in  Primfaktoren  a,  i,  c,  ...  zerlegt,  so  dafs 
n  —  1  =  a''¥cy  •  •  • 
ist,  so  läfst  sich  die  Auflösung  der  Gleichung  X  =  0,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Gleicbung  a?"  —  1  =  0 
immer  zurückführen  auf  die  Auflösung  mehrerer  Glei- 
chungen von  niedrigerem  Grade,  nämlich  auf  a  Gleichungen 
vom  Grade  a,  auf  ß  Gleichungen  vom  Grade  6,  auf  y  Glei- 
chungen vom  Grade  c  u.  s.  w. 

Ist  z.  B.  w  =  73,  wodurch  sich  n  —  1  =  2^  •  3^  ergiebt,  so  wird 
die  Auflösung  der  Gleichung  a;^*  —  1  =  0  bewerkstelligt  mit  Hülfe 
dreier  Gleichungen  zweiten  Grades  und  zweier  Gleichungen  dritten 
Grades. 

Ist  n  =  17,  also  w  —  1  «=  2*,  so  folgt  die  Auflösung  der  Glei- 
chung a;"  —  1  =  0  aus  der  Auflösung  von  vier  Gleichungen  zweiten 
Grades. 

Man  kann  somit  den  Kreisumfang  in  siebzehn  gleiche 
Teile  auf  elementar-geometrischem  Wege  teilen,  eine  That- 
sache,  an  deren  Möglichkeit  man  vor  dem  Bekanntwerden  des  Gauss- 
schen  Beweises  weit  entfernt  war  zu  glauben. 

Allgemein  läfst  sich,  wenn  die  Primzahl  n  von  der  Form  2™  -f-  1 
ist,  die  Auflösung  der  Gleichung  x^  —  1  «=  0  auf  diejenige  von  m 
Gleichungen  zweiten  Grades  zurückführen;  man  hat  sogar  nur  m — 1 
solcher  Gleichungen  nötig,  wenn  es  sich  um  die  Teilung  des  Kreises 
in  n  gleiche  Teile  handelt. 

Wir  bemerken,  dafs  2"*  +  1  keine  Primzahl  sein  könnte,  wenn 
m  ungerade  wäre  oder  auch  nur  einen  ungeraden  Teiler  hätte.  Denn 
die  Zahl  2«*+^  -f  1  hat  den  Faktor  3  und  2«/*  +  1  hat  den  Faktor 
2**  -f-  1,  wenn  ß  ungerade  ist.  Mithin  kann  2"*  +  l  nur  Primzahl 
sein,  wenn  m  eine  Potenz  von  2  ist;  aber  auch  dann  ist  es  nicht 
immer  Primzahl.     Z.  B.  ist  dies  nicht  der  Fall,   wenn  w==2^  =  32. 

Nimmt  man  nach  den  schon  bekannten  Fällen  ni  =  1,  2,  4  den 
Fall  m  =  8,  so  ergiebt  sich  w  =  2®  +  1  ==  257,   und  dies  ist  eine 
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Primzahl.  Mithin  kann  man  den  Kreisumfang  auf  elementar-geo- 
metrischem Wege  in  257  gleiche  Teile  teilen,  und  zwar  geschieht  dies 
mit  Hülfe  von  sieben  Gleichungen  des  zweiten  Grades. 

Die  Peripherie  des  Kreises  läfst  sich  auf  geometrischem  Wege 
auch  in  255  und  256  Teile  teilen,  weil  255  =  3 -ö- 17  und  256=2« 
ist  Demnach  besitzen  die  drei  aufeinanderfolgenden  Zahlen  255,  256, 
257  die  Eigenschaft,  dafs  für  sie  die  Teilung  des  Kreisumfanges  in 
ebensoviele  gleiche  Teile  auf  elementare  Weise  möglich  ist.  Bei  den 
niedrigeren  Zahlen  müfste  man  bis  zu  15,  16,  17  herabgehen,  um 
einer  gleichen  Eigenschaft  zu  begegnen. 

Ferner  sieht  man,  weil  2^^  +  1  =  65537  ebenfalls  eine  Primzahl 
ist,  und  wenn  man  beachtet,  dafs 

2^«  -  1  =  (2«  -  1)  (2«  +  1)  =  255  .  257 

ist,  dafs  die  drei  aufeinanderfolgenden  Zahlen  65535,  65536,  65537, 
obwohl  sehr  grofs,  ebenfalls  die  nämliche  Eigenschaft  besitzen.  In- 
dessen kann  man  diese  Reihe  nicht  unmittelbar  weiter  fortsetzen, 
weil  2^  +  1  keine  Primzahl  ist 

491. 

Da  jede  Wurzel  der  Gleichung  X  =  0  durch  r«,  wo  a  weder 
gleich  Null  noch  ein  Vielfaches  von  n  ist,  dargestellt  werden  kann, 
so  werden  wir  diese  Wurzel  durch  den  äbgelcünten  Aiia€lraok(a) 
bezeichnen.  Hiernach  sind  zwei  Wurzeln  (a)  und  (/))  dieselben,  wenn 
a  —  ß  durch  n  teilbar  ist,  und  von  einander  verschieden,  wenn  dies 
nicht  der  Fall  ist    Ferner  folgt  aus  der  Erklärung  dieser  WunEoln: 

(«).(^)  =  («  +  /S),      («)"•  =  («««), 
Eigenschaften,  welche  denen  der  Logarithmen  analog  sind.    Ferner 
bemerke  man,  dafs 

(0)  =  1,     (n)  =  1,     und  allgemein  (Jen)  =  1 

ist,  weil  durch  diese  Ausdrücke  die  Gröfsen  r®,  r",  r*"  dargestellt 
werden,  und  diese  gleich  der  Einheit  sind. 

Die  sämtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  X==0  werden  dargestellt 
durch  die  Reihe: 

(1),  (2),  (3),  ..,(«- 1). 

Da  man  aber  für  r  allgemein  r^  nehmen  kann,  vorausgesetzt^  dafs  a 
nicht  durch  n  teilbar  ist,  so  werden  die  nämlichen  Wurzeln  aacb 
dargestellt  durch  die  Reihe: 
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(«),  (2a),  (3«),  ...,([n-l]a), 
welche  sich  von  der  ersten  nur  durch  die  Reihenfolge  ihrer 
Glieder  unterscheidet. 

492. 

Betrachten  wir  jetzt  die  unbestimmte  Gleichung: 
z"-^  —  1  =  9K(n), 
deren  rechte  Seite  ein  beliebiges  Vielfaches  von  n  bedeutet^  so  sind 
die  n  —  1  Wurzeln  dieser  Gleichung,  welche  wir  positiv  und  kleiuer 
als  n  voraussetzen,  bekanntlich  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen 
1,  2,  3,  ...  n —  1.  Ferner  weifs  man,  dafs  es  immer  möglich  ist, 
eine  Zahl  g  zu  finden,  deren  aufeinanderfolgende  Potenzen  sämtliche 
Wurzeln  derselben  Gleichung  geben,  so  dafs  die  Reihe  g,  g\  g^, 
5^,  . . .  g^—^  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Reihe  1,  g, 
g^y  ...^'»~*,  wenn  man  diß  Vielfachen  von  n  wegläfst,  dieselben 
Glieder  giebt,  welche  in  der  Reihe  1,  2,  3,  ..•  w —  1  enthalten, 
aber  in  einer  verschiedenen  Reihenfolge  geordnet  sind*). 

Diese  Zahl  g^  welche  auf  eine  Primzahl  n  bezogen  mit  dem 
Namen  „primitive  Wurzel"  bezeichnet  wird,  ist  so  beschaffen,  dafs 
^""^  =  1  ist,  und  dafs  keine  Potenz  von  y,  deren  Exponent  kleiner 
als  w  —  1  ist,  sich  auf  1  reducieren  kann,  wenn  man  die  Vielfachen 
von  n  wegläfst.     Und  da  n  —  1  eine  gerade  Zahl  ist,   so  erfordert 

dieselbe  Eigenschaft,  dafs  g^  = —  1  sei,  und  dafs  keine  andere 

Potenz  von  g,  deren  Exponent  kleiner  als  -^{n—  1)  ist,  sich  durch 
Weglassung  der  Vielfachen  von  n  auf  —  1  reducieren  könne. 

493. 
Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  kann  man,  wenn  a  eine  beliebige 
durch  n  nicht  teilbare  Zahl  bedeutet,  stets  einen  Exponenten  fi  von 
der  BeschaflFenheit   finden,    dafs  g^  =  a   d.  h.  gf*^  —  «  =  3R(w)    ist. 

*)  Man  kann  hieraus  folgern ,  dafs  nach  Weglassung  der  Vielfachen  von  n  das 

Produkt  g^-g^  '9^"-g^       oder  g^  gleich  dem  Produkte  1  •  2  •  3  •  •  •  (n  —  1) 

4(«— 1) 
ist.    Weil  man  aber  der  Eigenschaft  der  Zahl  g  zufolge  g  «=  —  1  und 

^n(»  — 1) 
somit  g  =  (—  i)"  =  —  i  haben  mufs,  so  folgt  hieraus,  dafs  das  um  eine 

Einheit  vermehrte  Produkt  1  •  2  •  3  •  •  •  (n  —  1)  durch  n  teilbar  ist.    Dies  ist 

der  Wilson'sche  Satz  (No.  130).  Anm.  d.  Verf. 
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Denn  die  Zahl  a  ist^  nötigenfalls  um  das  in  ihr  möglicherweise  ent- 
haltene Vielfache  von  n  vermindert,  in  der  Reihe  g,  g^,  5^,  •  •  •  ST"^ 
enthalten ;  welche,  was  die  Reste  der  Division  durch  n  anlangt,  der 
Reihe  1,  2,  3  ...  n  —  1  äquivalent  ist. 

Mittelst  der  primitiven  Wurzel  9.  kann   man  daher  alle 
Wurzeln  der  Gleichung  Z  «=  0  durch 

(«),  (ag),  (a^),  . . .  («(/-*) 
ausdrücken,   wobei  a  irgend  eine  durch  n  nicht  teilbare  Zahl  be- 
deutet.   Denn  setzt  man  a  =  gf*,  so  geht  diese  Reihe  über  in: 

und  da  das  folgende  Glied 

ist,  so  sieht  man,  dafs  diese  Reihe  cyklisch  oder  in  sich  selbst 
zurückkehrend  ist,  und  dafs  man  sie  somit  bei  irgend  einem 
Gliede  anfangen  kann.  Dieselbe  ist  demnach  der  Reihe  (^),  {f)f 
if)t  •  •  •  (i7"~0  äquivalent 

494. 

Eben  diese  Wurzeln  würden  auch,  allerdings  in  versohiedener 
Beihenfolge,  durch  die  Reihe 

(«),  (aG),  («G*),  ...(«Gf-«) 
ausgedrückt  werden,  wenn  G  eine  andere  primitive  Wurzel  der  Glei- 
chung iET*»-^  —  1  =  3R(»)  wäre.  Bekanntlich  (No.  341)  ist  aber  fSr 
eine  und  dieselbe  Primzahl  n  die  Anzahl  der  primitiven  Wurzeln, 
welche  der  Gleichung  jgr"-"^  —  1  «=  3R(m)  genügen,  stets  dieselbe  wie 
die  Anzahl  der  Zahlen,  welche  prim  zu  n —  1  und  kleiner  als«  — 1 
sind.    So  giebt  es  z.  B.  für  «  =  41  sechszehn  solche  Zahlen,  nämlich: 

6,  7,  11,  12;  13,  15,  17,  19;  22,  24,  26,  28,  29,  30,  34,  35. 

Man  erhält  sie  sämtlich  aus  den  Potenzen  einer  von  ihnen,  wenn 
man  diejenigen  Potenzen  wegläfst,  deren  Exponenten  mit  n— 1  eui«D 
gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  In  unserm  Falle  sind  dies  die- 
jenigen Potenzen,  deren  Exponent  eine  ungerade  und  durch  5  nicht 
teilbare  Zahl  ist*). 


*)  Nach  Euler  ist  der  kleinste  Wert  von  g  für  alle  Primzahlen  von  3  bis  41: 
n        3,     6,     7,     11,     13,     17,     19,     23,     29,     31,     37,    41 

ü  i   2,   2,   3,     2,     2,     3,     2,     5,     2,     3,     2,    6. 

Anm.  d.  Vert 
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495. 
Es  sei  k  ein  beliebiger  Teiler  von  n  —  1,  welcher  prim  oder 
nicht  prim  sein  kann^  so  dafs  n  —  1  ===  mk  ist  Gehfc  man  dann  aus 
von  einem  beliebigen  Gliede  (g^)  der  Reihe  (I),  ((/),  (^),  . ..  (^"""*), 
welche  alle  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  in  sich  enthält  und  bildet 
man  eine  neue  Reihe: 

SO  kann  diese  aus  m  Gliedern  bestehende  Reihe  oder  Periode  immer 
als  cyklisch  oder  in  sich  selbst  zurückkehrend  angesehen  werden,  da 
das  Glied  (g^"^^^),  welches  auf  das  m^  Glied  folgt,  der  Bedingungs- 
gleichung ^f"»*  =  ^«-^  =  1  zufolge,  gleich  dem  ersten  Gliede  (^)  ist. 

Man  kann  X  alle  Werte  von  1  bis  k  geben;  auf  diese 
Weise  erhält  man  k  Perioden,  von  denen  jede  aus  m  Glie- 
dern besteht. 

Nennen  wir  allgemein  (m:g^)  die  Summe  der  m  Wurzeln, 
welche  die  Periode,  deren  erstes  Glied  g^  ist,  bilden,  so  er- 
halten wir  der  Reihe  nach: 

(m:g)  =  (g)  +  (</i+»)  +  («;i+")  +  •  •  •  +  (i,»+"'*-*) 

(»« :  9")  =  (/)  +  (</*+*)  +  (/+")  +  •  •  •  +  (<7«+"'*-*) 

(m  : «/»)  =  (ff)  +  (^+*)  +  (5r'+")  +  •  •  •  +  (<;»+"'*-*) 

Offenbar  euthalten  die  k  Perioden,  deren  jede  aus  m  Gliedern 
besteht,  sämtliche  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  in  sich,  da  man 
in  ihnen  alle  Glieder  der  Reihe  {g)j  {g^,  (^),  . . .  (<7"""0  vorfindet; 
und  eine  ähnliche  Zerlegung  findet  statt  ffir  alle  andern  Werte  von 
m  und  k,  deren  Produkt  mk  gleich  der  gegebenen  Zahl  n  —  1  ist. 

Es  ist  wesentlich  zu  bemerken,  dafs,  wenn  (et)  uud  (ß) 
zwei  Glieder  einer  tind  derselben  Periode  sind,  diese  Periode 
sowohl  durch  (m  :  a)  als  auch  durch  (miß)  bezeichnet  wer- 
den kann.  Denn  da  eine  jede  Periode  in  sich  zurückkehrt,  so  kann 
ein  beliebiges  Glied  derselben  als  erstes  betrachtet  werden.  So  kann 
z.  B.  die  in  dem  vorstehenden  System  durch  (m :  g^)  bezeichnete 
Periode  auch  durch  (m :  1)  bezeichnet  werden,  weil  ihr  letztes  Glied 
/;"**  =  (/"""^  =  1  ist.  Dadurch  würde  man  als  Ausdruck  derselben 
Periode  erhalten: 

(m  :  1)  =  (1)  +  (/)  +  (<;")  +  •  •  •  +  (r*"*). 
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496. 

Diese  Eigenschaften,  welche  sich  auf  die  primitive  Wurzel  g  be- 
ziehen, gelten  in  gleicher  Weise  in  Bezug  auf  jede  andere  primitire 
Wurzel  6r.  Jedoch  giebt  uns  dies  sogleich  eine  Aufgabe  zu  lösen, 
nämlich  die,  zu  entscheiden,  ob,  wenn  dieselben  Faktoren 
m  und  Ä,  deren  Produkt  n  —  1  ist,  beibehalten  werden,  die 
Ä  durch  (m:Gf*)  bezeichneten  Perioden  dieselben  sind,  wie 
die  durch  (mig^)  bezeichneten  k  Perioden.  Dafs  letzteres  in 
der  That  der  Fall  ist,  kann  man  folgendermafsen  beweisen. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  beiden  Perioden: 

(m :  Gf^)  =  (G^O  +  (6/*+*)  +  (0^+^*)  H h  (GM+m*-i) 

mit  einander  zu  vergleichen. 

Dazu  bemerke  ich  zunächst,  dafs  man  6r  <»  ^  setzen  kann,  wo 
a  eine  Zahl  bedeutet,  welche  prim  zu  mk  ist.  Wenn  man  sodann 
ÖA<  =  g^-\-kv  Q^Qj.  ga^  ^_.  gi-\-kv  erhalten  würde,  so  braucht  man  nnr 
der  Gleichung  X^=^  apL  —  Jcv  zu  genügen,  d.  h.  die  gegebene  Zahl  a/i 
um  das  möglicherweise  in  ihr  enthaltene  Vielfache  von  k  zu  ver- 
mindern; der  Rest  wird  der  Wert  von  A  sein.  Man  findet  also  auf 
diese  Weise  einen  Wert  für  k  von  der  Art,  dafs  die  gegebene  Wurzel 
{G^)  mit  der  Wurzel  (^+*'')  übereinstimmt.  Ebenso  findet  man, 
dafs  jede  andere  Wurzel  (6^"+**),  welche  in  der  Periode  (i»:G'') 
enthalten  ist,  mit  einer  der  in  der  Periode  {m:g^)  enthaltenen  Wurzeln 
übereinstimmt.  Und  da  jede  dieser  Perioden  aus  einer  gleichen  Anzahl 
von  einander  verschiedener  Glieder  besteht,  so  müssen,  wenn  zu 
jedem  der  einen  ein  diesem  gleiches  in  der  andern  vorkommt,  not- 
wendigerweise diese  beiden  Perioden  einander  gleich  sein,  gleich  als 
ob  sie  beide  die  Summe  derselben,  nur  in  verschiedener  Reihenfolge 
angeordneten,  Glieder  wären. 

Wendet  man  dieselben  Schlüsse  auf  die  andern  Werte  von  ft 
an,  so  folgt  daraus,  dafs  die  k  mittelst  der  primitiven  Wurzel  G 
gebildeten  Perioden  von  m  Gliedern  von  den  k  analogen,  mittelst 
der  primitiven  Wurzel  g  gebildeten  Perioden  nur  insofern  verschieden 
sind,  als  die  Reihenfolge  sowohl  der  Perioden  unter  einander,  als 
auch  der  Glieder,  aus  denen  eine  jede  Periode  besteht,  eine  andere 
sein  kann. 
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497. 

Jedesmal  wenn  m  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  wenn 
man  also  m=^mJc  setzen  kann,  läfst  sich  jede  solche  Pe- 
riode von  m  Gliedern,  wie  {mig^)^  in  Ä'  durch  (m:gf*)  be- 
zeichnete Perioden  von  w'  Gliedern  zerlegen,  wobei  man  (i 
der  Reihe  nach  alle  Werte  1,  2,  3,...  Je  beilegi  Man  mnfs  sich 
hierzu  denken,  dafs  die  m  Glieder,  welche  die  Periode  (w:^)  bilden, 
nämlich 

(g')  +  {g'+n  +  (i?*+")  +  •  •  •  +  (^+'"*-*), 

ZU  je  zweien  genommen  werden,  falls  k'  =  2,  zu  je  dreien,  falls 
A'  =  3  ist,  und  so  fort.    Dies  eigiebt  die  folgenden  k'  Teilperioden: 

Man  sieht  von  selbst,  dafs,  wenn  m  ebenfalls  eine  zusammengesetzte 
Zahl  ist  und  w'  =  fn'k"  gesetzt  wird,  jede  Periode  von  m  Gliedern 
in  k"  Perioden  von  m"  Gliedern  zerlegt  werden  kann,  und  so  fort, 
bis  das  letzte  Glied  der  abnehmenden  Reihe  m,  m\  m", . . ,  gleich  1 
ist.  Für  diese  Grenze  reduciert  sich  die  Periode  auf  ein  einziges 
Glied,  welches  eine  der  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  X  =  0  ist. 

498. 
Da  übrigens  n —  1  stets  eine  gerade  Zahl  ist,  so  läfst  sich 
die  Bildung  der  Perioden  immer  so  einrichten,  dafs  die 
letzten  Perioden,  welche  zu  bestimmen  sind,  Perioden  von 
2wei  Gliedern  sind,  welche  immer  zwei  zu  einander  reciproke 
Wurzeln  enthalten,  so  dafs,  wenn  (2:a)  eine  dieser  Perioden  dar- 
stellt, allgemein 

(2 :  a)  =  r«  +  ^"""^  =  r«  +  r-« 
ist.  Man  erlangt  auf  diese  Weise  den  Vorteil,  dafs  man  im 
Laufe  der  Rechnung  nur  Gleichungen  aufzulösen  hat,  deren 
Wurzeln  sämtlich  reell  sind.  Kennt  man  dann  schliefslich  vermöge 
der  letzten  Gleichung  zum  Beispiel  den  Wert  der  Periode  (2:a), 
welcher  immer  durch  2  cos  fi  dargestellt  werden  kann,  so  erhält  man 
die  Gleichung: 

r"  +  r-«  =  2cosft, 


n 


174    .  Fünfter  Hauptteil. 

und  hieraus  folgt: 

r^  =  cos  ft  +  y— 1  sin  ft. 
Dieser  Wert  einer  der  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  reicht  hin,  um 
alle  andern  zu  finden,  welche  durch  die  Formel 


X  =  (cos  ft  -f-  1^—1  sin  fi)*  =  cos  Ä;/Lt  +  V—  1  sin  /cft, 
in  welcher  h  ein  beliebiges  Glied  aus  der  Reihe  1,  2,  3,...  n  — i 
ist,  dargestellt  werden.     Man  weifs  überdies,  dafs  ft  stets  ein  Viel- 
faches von  ist. 

n 

499. 
Die   Reihenfolge  der    soeben   angedeuteten   Operationen   beruht 
darauf,  dafs  in  jeder  Periode  {mia\  in  welcher  m  eine  gerade  Zahl 
ist,  und  deren  entwickelter  Wert  durch 

im:a)  =  («)  +  («<;*)  +  («/*)  +  -  •  +  («(/»*-*)*) 

y  mk 

dargestellt  wird,  neben  jedem  GHede  (a)  stets  noch  das  Glied  {ag^    ) 

auftritt.  Dieses  letztere  ist  dasselbe  wie  (— «),  da  {g^  )=  — list, 
d.  h.  man  findet  in  derselben  Periode  gleichzeitig  die  beiden  Glieder 
r"  und  r~",  welche  zu  einander  reciprok  sind.  Was  über  das  Glied 
(a)  gesagt  ist,  gilt  für  jedes  andere  Glied  der  Periode,  da  man  ein 
beliebiges  Glied  als  erstes  nehmen  kann.  Mithin  besteht  jede  Periode 
(fw:a),  in  welcher  m  eine  gerade  Zahl  ist,  aus  zwei  Teilen  von  der 
Beschaffenheit,  dafs  die  Glieder  des  einen  die  Komplemente  oder  die 
Reciproken  zu  den  Gliedern  des  andern  sind. 

500. 
Es  ist  jetzt  noch  zu  zeigen,  wie  man  die  Gleichung, 
welche  zu  Wurzeln  die  h  verschiedenen  durch  (twra)  be- 
zeichneten Perioden  hat,  und  ebenso  die  Gleichungen,  welche  zur 
Bestimmung  der  abnehmenden  Periode^)  (w':a),  (w":a)  u.8.w.  dienen, 
bUden  kann.  Es  geschieht  dies  leicht  mit  Hülfe  des  folgenden 
Satzes  9  welcher  für  diesen  Zweig  der  Analysis  von  anfserordent- 
lioher  Wichtigkeit  ist. 

*)  Diese  Formel,  welche  in  der  des  Artikel  497  enthalten  irt,  kann  jede 
Periode  derselben  darstellen,  die  entweder  direkt  gebildet  oder  aas  anderen 
Perioden  dnreh  snccessive  Zerlegungen  abgeleitet  ist;  denn  die  Zahlen  m  und  ^ 
können  sich  auf  mehrere  Alien  ändern,  wofern  sie  nur  der  einen  BedingiiDg) 
dafs  ihr  Produkt  wifc  =  «  —  1  sei,  genügen.  Anm.  d.  Verf. 
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Fundamentalsatz. 

Sind  (w:a),  {miß)  zwei  gleichartige  oder  aus  gleichviel 

Gliedern    bestehende  Perioden,  die  im  Übrigen    gleich  oder 

ungleich    sein    können,   so  erhält    man,   wenn  man  das  Pro- 

^ •* 

dukt  dieser  beiden  Perioden  mit  TT  bezeichnet  und  i  =  - , 

h  =  g^  setzt, 

n  =  (m: «  +  /3)  +  (miah  +  ß)  +  {m:ah^  +  ß)'\ h  (w2:aÄ«^-^  +  /3), 

d.  li.  das  Produkt  TT  ist  gleich  der  Summe  der  Perioden  von 
derselben  Art,  welche  die  Glieder  («  +  /')?  («'*  +  /5);  (aA^  +  /J),-- 
(aA'«-i  +  /J)  enthalten. 

In  der  That  giebt  die  Entwicklui\g  der  Gh'eder,  welche  in  den 
beiden  gegebenen  Perioden  enthalten  sind, 

(m:a)  =  («)  +  (ah)  +  (ah^)  H \-  {cch^-') 

(m:  /3)  =  iß)  +  ißh)  +  ißh')  +  . . .  +  (/JA— i). 

Das  Produkt  dieser  beiden  Polynome  kann  aber  zufolge  der  Formel 
(a)  •  (ß)  =  («  +  /?)  in  folgender  Weise  gebildet  und  angeordnet 
werden: 

(a  +  ß)        +(ah  +  ß)      +{ah'+ß)      +  •  ■ .  +  («A— i  +  ^) 
+  (ah  +  ßh)     +  {ah^  +  ßh)  +  {aP  +  ßh)  +  •  •  •  +  (aÄ— ^  +  ßh) 
+  (ah^  +  ßh^}  +  (ah^  +  ßh^)  +  (ah'  +  ßh')  -\ h  («A— ^  +  ßh') 

+  (ah^^-^  +  ßh^-^)  +  («A"'  +  ßh"*-')  +  («A'^^^  +  ßh^-^)  H 

+  (aA2'»-i+/3A'»-i). 

Nimmt  man  die  Summe  der  verschiedenen  Vertikalkolonnen,  von 
denen  jede  eine  und  dieselbe  Periode  bildet,  so  erhält  man  das  ge- 
suchte Produkt: 

n  =  (w:a  +  j3)  +  (m:aA  +  j8)  +  (w:aA2  +  j8)-{-...  +  (w:aÄ— i  +  j8)^ 

Die  verschiedenen  Teile,  aus  denen  das  Produkt  TT  besteht,  redu- 
cieren  sich  stets  entweder  auf  die  Periode  (m:0)  oder  (min),  deren 
Wert  m  ist,  da  sie  die  Summe  von  m  Gliedern,  die  gleich  r®  oder  r" 
sind,  darstellt,  oder  auf  eine  der  Perioden  (w:l),  (mig),  (mig^)-" 
(w:(7*'~^).     Mithin  erhält  man  allgemein: 

Tl^Am  +  Ä(mil)  +  A"(mig)  +  A"(m:g')  + ... 

Und  da  die  Anzahl  der  in  dem  Produkte  TT  enthaltenen  Perioden  m 
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beträgt,  so  muTs  auch  die  Summe  der  Eoefficienten 

sein,  wobei  diese  Eoefficienten  ganze  positive  Zahlen  oder  Null  amd. 

501. 
Da  sich  das  Produkt  zweier  Gröfsen  von  der  Form  (m:a)  stets 
auf  die  Summe  mehrerer  Grofsen  derselben  Art  zurückfahren  läfst^ 
so  ist  klar,  dafs  sich  auch  das  Produkt  aus  beliebig  vieles 
solchen  Gröfsen  und  somit  auch  ihre  Potenzen  und  Pro- 
dukte aus  diesen  Potenzen  immer  auf  einen  solchen  line- 
aren Ausdruck  wie 

Am  +  A^mil)  +  Ä\m:g)  +  ..-, 
in   welchem  die  Eoefficienten  A,  A\  A'\...   positive   ganze  Zahlen 
oder  Null  sind,  zurückführen  lassen. 

Besteht  demnach  eine  Funktion  F  aus  mehreren  solchen  Glie- 
dern wie  Nthif^v^...,  worin  N  eine  ganze  Zahl  ist,  und  ^, tt'',t;',... 
irgendwelche  Potenzen  der  Perioden  t=(m:a)y  w  =  (tn:/S),  t;=(tw:y),... 
bezeichnen,  welche  aus  den  Je  die  sämtlichen  Wurzeln  der  Gleichung 
X  =  0  enthaltenden  Perioden  von  m  Gliedern  nach  Willkür  heraus- 
gegriffen sind,  so  läfst  sich  diese  Funktion  ebenfalls  auf  die  Form 
Am  +  J.'(w:  1)  +  ^"(w  :^)  -|-  •  •  •  bringen,  in  welcher  die  Eoefficienten 
Ay  Äy  Ä\...  ganze  Zahlen  sind. 

Wenn  man  sodann  an  Stelle  von  ^,  w,  t?,...  die  Perioden  (m;iff), 
{m:iß)y  {m:iy)f..,,  in  denen  i  irgend  eine  ganze,  durch  n  nicht  teil- 
bare Zahl  bedeutet,  substituiert,  so  ist  xlas  Resultat  gleich 

Am  +  A\m:i)  +  Ä\m:ig)  +  ••• 
Denn  die  in  Rede  stehende  Änderung  wird  ausgeführt,  indem  man 
einfach  r'  für  r  setzt,  wodurch  jede  durch  (a)  bezeichnete  Wurzel  in 
(ia)  übergeht' 

Wir  denken  uns  nun,  dafs  man  t  der  Reihe  nach  alle  Werte 
(w:a),  (m:ag)y  (m:a^), ...  gebe,  welche  die  Reihe  der  h  Perioden 
von  m  Gliedern  bilden,  wenn  man  mit  dem  Gliede  (mia)  anfangt^ 
dafs  femer  gleichzeitig  u  die  aufeinanderfolgenden  Werte  {miß), 
(m:ßg),  (m:ßg^)y...  und  v  die  Werte  (w:y),  (m:yg\  (m:y^\,..  an- 
nehme u.  s.  w.  Dadurch  ergeben  sich  Je  verschiedene  Resultate,  in 
denen  jede  Gröfse  tj  le,  v, ...  die  i  verschiedenen  Werte,  welche  die 
Periode  von  m  Gliedern  besitzen  kann,  erhalten  hat.  Die  Summe  der 
Je  Werte  der  Funktion  F^  welche  aus  allen  diesen  Substitutionen  sieb 
ergeben,  ist  alsdann; 
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Ahm  +  A'T(m:l)+Ä'Z(m:g)  +  Ä''Z{m:g^)  +  •*- 
In   dieser   Formel    stellt  Z(m:l)    die   Summe   der  Je  Perioden 

(wil)  +  (wi^f)  +  (mig^)  H 1-  (w:^*""^),  welche  gleich  —  1  ist,  dar. 

Die  anderen  analogen  Summen  T(m:g)y  Z(m:^^,...,  von  denen  jede 
aus  ebensoviel  Perioden  gebildet  ist,  haben  sämtlich  denselben  Wert. 
Mithin  ist  die  Summe  der  Funktionen  F  allgemein  gleich 

Akm-Ä-Ä"-Ä'' ; 

dieselbe  ist  somit  stets  gleich  einer  bestimmten  ganzen  .Zahl. 

502. 

Die  Eigenschaft  der  Wurzeln  der  Gleichung  k^^  Grades, 
welche  die  Perioden  (mil),  {fnig),  (»»:(/*),...  liefert,  ist  somit 
von  folgender  Art:  Ist  eine  ganze  rationale  Funktion  Z  dieser 
Wurzeln  oder  einiger  von  ihnen,  welche  mit  t,  u,  v,...  bezeichnet 
seien,  gegeben,  und  denkt  man  sich,  dafs  die  Grofsen  ^,  te,  v,...,  welche 
zuerst  (m:a),  {ni:ß),  (w:y), . . .  sind,  bei  einer  ersten  Substitution  die 
Werte  (m:ag),  (mißg),  (fniyg), . . .,  bei  einer  zweiten  Substitution  die 
Werte  (m:ag^,  (m:ßg^),  (niiyg^)...  und  so  weiter  annehmen,  so  dafs 
also  nach  k  —  1  Substitutionen  eine  jede  dieser  Grofsen  den  ganzen 
Cyklus  von  Werten,  welche  jede  Periode  von  m  Gliedern  annehmen 
kann,  durchlaufen  hat,  so  ist  die  Summe  aller  Werte  der  Funktion  Z 
gleich  einer  leicht  zu  bestimmenden  ganzen  Zahl. 

503. 
Wenn  die  Funktion  F  der  Wurzeln  i,  u,  v, ...  der  Gleichung 
k^''  Grades  alle  Wurzeln  enthält,  und  wenn  dieselbe  so  be- 
schaffen ist,  dafs  man  darin  zwei  der  Wurzeln  beliebig  mit 
einander  vertauschen  kann,  so  läfst  sich  diese  Funktion, 
welche  man  in  der  Regel  eine  symmetrische  Funktion  (fonction  in- 
variable) nennt,  unmittelbar  bestimmen,  da  man  alsdann,  ohne 
an  der  Funktion  irgend  etwas  zu  ändern,  rg  an  die  Stelle  von  r  setzen 
kann,  und  somit  Ä  =  Ä'  =  -4.'"=  •  •  •  ist,  da  der  Wert 

Am  -f  A\m:l)  -f  A'\m:g)  -f  A'\m:g^)  H 

derselbe  sein  mufs  wie 

Am  +  Ä(m:g)  +  A\m:g^)  +  Ä"{m:ff^)  +  •  •  • 

Folglich  reduciert  sich  der  Wert  der  Funktion  F  auf  Am  —  Ä, 

Demnach  kann  man  mit  Hülfe  des  Satzes  in  Artikel  500  leicht 
die   Koefficienten   der  Gleichung  k^^   Grades,   welche    die   Perioden 

Xiegendre    Zahlentheorie  IL  t2 
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(f»:l),  {fn:g)f . . .  {in:g^~^)  zu  Wurzeln  hat,  in  ganzen  Zahlen  aus- 
drücken. Diese  Gleichung  besitzt  die  sehr  bemerkenswerte 
Eigensohaft,  dafs,  wenn  eine  ihrer  Wurzeln  bekannt  ist,  alle 
andern  sich  leicht  aus  dieser  ableiten  lassen. 

Bezeichnen  wir  nämlich  durch  p,  jp',  p", . .  .p^*""^^  die  Perioden 
(m:a\  (miag),  {miag^y . . .  {rniag'^'^^),  so  erhält  man,  da  die  Summe 
dieser  Gröfsen  dieselbe  ist  wie  die  Summe  der  Wurzeln  der  Gleichung 
X=0,  nämlich  gleich  —  1,  als  erste  Gleichung: 
0^1+p+p'+p"  +  --- 
Entwickelt  man  sodann  die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  j^, 
2>^, . . ,  um  sie  auf  die  lineare  Form  zu  bringen,  zufolge  des  Satzes  im 
Artikel  500,  so  erhält  man  k  —  1  andere  Gleichungen : 

p^  =  am  +  ap  +  ap  +  a  V'  H 

p^^bm  +  Vp  +  V'p  +  V"p'  H 

p«  =  om+ci^+cp+c   p   -{-•'• 
u.  8.  w., 
worin  die  Eoefficienten  positive  ganze  Zahlen  sein  müssen. 

Da  diese  Ä  Gleichungen  die  Unbekannten  p  ^  p\  j?'", . . .  p^"" 
linear  enthalten,  so  kann  man  mittelst  der  ersten  k  —  1  Gleichungen 
die  Werte  dieser  Unbekannten  finden;  dieselben  sind  sämUich  von 
der  Form: 

Ä  +  ÄP  +  xy  +  — [-  ^c*-i)|)*-i, 

worin  J.,  Ä',  A'\ . .  .  rationale  Koefficienten  sind. 

Femer  sieht  man,  dafs,  weun  man  alle  diese  Weihte  in  die  letete 
Gleichung,  welche  den  Wert  von  p^  giebt,  einsetzt,  man  die  Gleichung 
k^  Grades  in  p  erhält,  welche  die  k  Perioden  (w:l),  (mrj'),.- «" 
Wurzeln  hat.  Es  ist  dies  einer  der  einfachsten  Wege,  um  zu  dieser 
Gleichung  zu  gelangen;  dieselbe  ist  stets  von  der  Form: 

pk  ^  pk-l  ^  ccp^-2  ^  ßpk-i  ^ 0.  {Ä) 

504. 

Wir  müssen  jetzt  zeigen,  dafs  sich  das  Polynom  I  lo** 
Hülfe  der  Wurzeln  der  Gleichung  (Ä)  in  k  Faktoren  vom 
Grade  m  zerlegen  läfsi 

Ist  zu  dem  Zwecke 

x"^  —  Ax"'-^  +  Bx"^-^  —  Cx"^-^  H =  0 

die  Gleichung  m*®°  Grades,  welche  die  verschiedenen  Glieder  («);  r*» 
(aÄ*),  . .  .  (aÄ"*~^),   deren   Summe    unter   der   Annahme  Ä^J   ^ 
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Periode  (m:a)  bildet,  zu  Wurzeln  hat,  so  hat  man  zunächst: 

{Ä  =  m:a) 
und  die  andern  Eoefficienten  B,  C,  D, . . .  dieser  Gleichung  lassen 
sich,  da  sie  symmetrische  Funktionen  der  Wurzeln  (a),  (ah),  (ah^), . . . 
sind,  in  linearer  Weise  durch  die  Perioden  (m:l),  (mig),  (w:p*), . . . 
oder  durch  die  Wurzeln  p,  p,  p\  . . .  der  Gleichung  (Ä)  ausdrücken. 
Das  einfachste  Verfahren,  die  in  Rede  stehenden  Eoefficienten 
zu  bestimmen^  besteht  darin,  dafs  man  zunächst  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Wurzeln  (a),  (aÄ), . . .,  welche  die  Periode  (m:a)  bilden, 
sodann  die  Summe  ihrer  Euben,  die  Summe  ihrer  vierten  Potenzen  u.  s.w. 
sucht.  Bezeichnen  wir  mit  S2  die  Summe  der  Quadrate  dieser 
Wurzeln,  d.  h.  die  Summe  der  Glieder  (2a),  (2aA),  (2aA^), ...  so  ist 
diese  Summe  gleich  der  Periode  (m:2a).    Mithin  erhält  man: 

S^  =  (m:2a). 
In  analoger  Weise  hat  man: 

S^  =  (w:3a),     S4  =  (m:4a), . . ., 

Werte,  von  denen  jeder  durch  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  {Ä) 
gegeben  wird.     Aus  diesen  bekannten  Gröfsen  kann  man  nun  leicht 
die  Eoefficienten. J.,  B,  C,  D, . . .  ableiten  mittelst  der  Formeln: 
A  =  S^^  (m:a) 
2B  =  ÄS,—  S2 
3C  =BS,—  AS2  +  Ss 
42)  =  CS,  —  BS^  +  AS.,  —  S^ 
u.  s.  w. 
Sodann  wird  der  Ausdruck  jedes  Eoefficienten  von  B  an   mit  Hülfe 
des  Satzes  in  Artikel  500  linear  gemacht;  auf  diese  Weise  wird  jeder 
derselben  von  der  Form: 

cc  +  ßp  +  YP+  Sp'  +  . .  ., 

wo  a,  /?,  y, .  . .  ganze  Zahlen  und  jp,  p\  p\  . , .  jp(*— i)  die  Wurzeln 
der  Gleichung  (A)  sind.  Man  kann  sogar  aus  diesem  Ausdruck 
wenigstens  eine  der  Wurzeln  p  fortschaflfen  mittelst  der  Gleichung: 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  sieht  man,  dafs  die  Gleichung 
^ten  Grades,  welche  die  in  der  Periode  (m:a)  enthaltenen  Glieder  zu 
Wurzeln  hat,  von  der  Form  ist: 

0  =  P+Qp  +  Ep'  +  Sp'  +  .-^, 

wobei  P  ein   Polynom  in  x  vom  Grade  m  und  (?,  JZ,  S, . . .  andere 

12* 
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Polynome  von  niedrigerem  Grade  sind,  deren  sämtliche  Eoefficienteo 
ganze  Zahlen  sind. 

Beachtet  man  sodann,  dafs^  wenn  man  ah  für  a  setzte  die  Pe- 
riode (m:a)  oder  p  in  (m:ah)  oder  p\  dafs  ferner  zu  gleicher  Zeit 
p  in  p'  übergeht,  und  dafs  somit  alle  diese  Gröfsen  um  eine  Stelle 
vorrücken,  indem  die  letzte  durch  diese  Verschiebung  in  die  erste 
übergeht,  so  sieht  man,  dafs  der  gefundene  Faktor  der  Glei- 
chung X  =  0  alle  andern  von  derselben  Ordnung  giebt, 
wenn  man^  um  von  einem  Faktor  zum  folgenden  überzugehen,  die 
Buchstaben  p  um  eine  Stelle  vorrücken  läfst.  Auf  diese  Weise  erhalt 
man  der  Reihe  nach  die  Faktoren  von  X: 

P+Qp  +  Bp+Sp'  +  ''^ 

P+Qp+Ep'  +  Sp"'  +  -^^ 

u.  s.  w., 
und  solcher  Formen  giebt  es  h 

Mittelst  derartiger  Rechnungen  zerlegt  man  die  Gleichung  Z«0 
vom  Grade  n  —  1  oder  mA;  in  A;  andere  Gleichungen  vom  Grade  w, 
und  zwar  läfst  sich  dies  auf  soviel  verschiedene  Arten  ausführen,  als 
man  die  gegebene  Zahl  n  —  1  durch  das  Produkt  zweier  Faktoren 
m  und  Ic  darzustellen  im  Stande  ist. 

505. 

Wir  gehen  jetzt  über  zur  weiteren  Teilung  der  Periode 
(m:a),  welche  für  die  Methode,  die  wir  entwickeln,  notwendig  ist, 
wenn  man  zur  vollständigen  Lösung  der  Gleichung  X=^0  gelangen 
will.  Nehmen  wir  also  an,  dafs  m  =  mh'  sei,  so  handelt  es  sich 
darum,  die  Gleichung  Tc^^  Grades  zu  bilden,  welche  die  Perioden 
{mia\  {m:ah\  (m'iah^), . . .  (m':aA*'""^),  in  die  die  gegebene  Periode 
(m:a)  zerfällt,  wenn  man  Ä=^  und  a'^g^  setzt,  zu  Wurzeln  hat 

Bezeichnen  wir  die  Perioden  {m':a\  (m':ah\  {miaP),  (w'raÄ'),... 
respektive  mit  t,  s,  u,  t^,...,  und  ist  q>  eine  ganze  rationale  Funktion 
der  Grofsen  ty  5,  w,  v, . . .  oder  einiger  von  ihnen,  so  kann  diese  Funk- 
tion stets  auf  die  lineare  Form: 

Am  +  Ä(m:a)  +  Ä\m':ag)  +  A:"{m:ag')  +  -.., 
in  welcher  die  Eoefficienten  ganze  Zahlen  sind,   falls  dies  bei  den 
Eoefficienten  der  Funktion  q>  der  Fall  ist,  zurückgeführt  werden.  Man 
beweist  dies,  wie  inNo.  501;  denn  die  Reihe  (w':l),  {fnig),  (wV)— 
welche  bis  zu  Jclc  Gliedern  fortgesetzt  ist,  unterscheidet  sich  von  der 


§  1.   Grundlagen  dieser  neuen  Theorie.  181 

auf  gleichviel  (jrlieder  fortgesetzten  Reihe  (w':a),  (m:ag\  (miag^), . . . 
nur  durch  die  Wahl  des  ersten  Gliedes,  welche  aber  bei  einer  in  sich 
zurückkehrenden  Reihe  beliebig  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  man  ah  an  die  Stelle  von  a  setze, 
und  daTs  durch  diese  Substitutionen  die  Gröfsen  t,  Sy  u,  v . . ,  in 
fy  s',  u,  V,..,  übergehen,  so  wird  die  hierdurch  aus  (p  entstandene 
Funktion  (p'  ausgedrückt  durch  die  Reihe: 

Am  +  Ä\m:ah)  +  A\m:ahg)  +  Ä'\m''.ahg')  -\ 

Setzt  man  wiederum  ah  für  a,  wodurch  die  Gröfsen  t\  s,  u\  v,.,. 
in  ^",  s\  ti'y  v\..  übergehen,  so  verwandelt  sich  die  Funktion  tp'  in 
eine  neue  Funktion  9",  deren  Wert 

Am  +  A\m:ah')  +  A\m:ah^g)  +  Ä"{m:ahY)  +  •  •  • 
ist.  Setzt  man  diese  Substitutionen  weiter  fort,  bis  die  Anzahl  der 
Funktionen  (p,  fp\  9?", .  . .  gleich  1c  ist,  so  nimmt  die  Gröfse  t  all- 
mählich alle  Werte  t,  t\  f\  ...  ^(*'--^>  der  Perioden  von  m  Gliedern, 
welche  die  Periode  {m:a)  bilden,  an;  die  andern  Gröfsen  s,  u,  v, . . . 
durchlaufen  ebenfalls  denselben  Cyklus,  eine  jede  von  einem  verschie- 
denen Punkte  aus,  und  bezeichnet  man  die  Summe  der  so  entstehen- 
den Funktionen  (p  mit  S{(p),  so  erhält  man: 
S{ip)  =  Amk' 

+  Ä  [(m:a)  +  (fniah)  +  {m:ah^)  -\ [-  (w':aA* -i)] 

+  Ä'  [(ni:ag)  +  (miagh)  +  (m'iagh^)  +  •  •  •  +  (miagh^-^)] 

+  A"'  [{miag^  +  (miag^h)  +  (miag^h^)  +  ••  •  +  (miag^h"^'-')] 

+ , 

und  dieser  Ausdruck  reduciert  sich  auf  den  folgenden: 

S{q>)  ^Am  +  Ä(m:a)  +  Ä\m:ag)  +  Ä'\m:ag^)  +  •  •  • 

Mithin  drückt  sich  die  Summe  der  Funktionen  (p  stets  in  linearer 
Weise  durch  die  Gröfsen  (w:a),  (miag), . . .  aus,  d.  h.  durch  die  als 
bekannt  vorausgesetzten  Wurzeln  der  Gleichung  i*®"  Grades,  deren 
Bildung  wir  gezeigt  haben. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dafs  die  Anzahl  der  Glieder,  welche 
in  dem  Werte  von  (p  bis  zu  k¥  +  1  steigen  könnte,  in  dem  Werte 
von  S{<q))  sich  auf  höchstens  Ä  +  1  reduciert.  Denn  da  es  nur  h  ver- 
schiedene Werte  für  die  Perioden  von  m  Gliedern  giebt,  nämlich: 
{m:a)y  (m:ag),  {tniag^), . . .  (m:ag^~^),  so  werden  die  Glieder,  welche 
hinter  diesen  kämen,  nämlich  (m:ag^),  (miag^'^^)^ . . .,  wieder  die 
Reihe   (mia),  (m:ag)  .  .  .  ergeben,  und  dies  findet,  wenn  man  von 
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Ä{m:a)  ab  rechnet,  immer  von  Tc  zxx  h  Gliedern  statt.  Nennen  mx 
daher  JB'  die  Summe  der  Koefficienten  der  Periode  (w:a),  B"  die 
Summe  der  Koefficienten  der  Periode  (m:ag),  u.  s.  w.,  so  erhält  man 
durch  eine  Reihe  von  höchstens  X;  -f- 1  Gliedern  die  gesuchte  Summe: 

506. 

Dieses  Resultat,  welches  für  jede  gegebene  ganze  rationale 
Funktion  ip  der  Grofsen  t,  s,  u,  Vy . , ,  oder  einiger  von  ihnen  statt- 
findet, gilt  umsomehr  in  dem  Falle,  wo  q)  eine  symmetrische  Funktiou 
der  1c  Grofsen  ty  s,  ti,  v, . . .  ist.  Denn  alsdann  besteht  die  Vertau- 
schung, durch  welche  diese  Grofsen  in  t\  s,  u,  v', . . .  übei^ehen, 
darin,  dafs  jede  der  Grofsen  t^  5,  w,  v, . . .  um  eine  Stelle  vorrückt, 
so  dafs  t  m  Sj  s  in  m,  u  in  v,  und  so  weiter  übergeht  bis  zur  letzten, 
welche  ihrerseits  sich  in  die  erste  t  verwandelt.  Durch  diese  Ver- 
tauschung bleibt  aber  die  Funktion  q>  stets  dieselbe,  so  dafs  man 
q)  =  (p'  =  (p"  =  .  . .  und  somit  S{(p)  »^Ic^  erhält.  Man  mufs  dem- 
nach den  für  S(cp)  gefundenen  Wert  durch  h'  dividieren;  indessen 
kann  man  in  diesem  Falle  den  Wert  von  (p  auch  unmittelbar  finden. 
Setzt  man  nämlich  in  dem  Werte: 

g)  =  Äm+  Ä(m:a)  +  Ä'{m':ag)  +  Ä'\m:ag^)  +  •  •  • 
ah  oder  ag^  an  die  Stelle  von  a,  so  mufs  dieser  Wert  ungeandert 
bleiben,  es  müssen  demnach  offenbar  alle  in  dieser  Formel  enthal- 
tenen Glieder  (w':a),  {m':ag^),  (miag^^)^"*  (miag^'"'-^)  denselben 
Koefficienten  Ä  haben,  wie  das  erste  Glied  {m':a).  In  analoger 
Weise  ist  Ä''  der  gemeinsame  Koefficient  aller  Glieder  {tn:ag)j 
(fn:ag^+^\  (w':ap**+*),  •••  (m':ap**'-~*+^),  welche  die  Periode  (w:«j) 
bilden,  u.  s.  w.  Mithin  erhält  man  in  dem  Falle,  wo  q>  eine  sym- 
metrische Funktion  der  1c   Wurzeln  t,  s,  u,  v, . . .  ist,  einfach: 

q)  =  Arn  -|-  Ä'(m:a)  +  Ä'{m:ag)  -^ Ä'\m\ag^)  +  •  •  •, 
und  diese  Reihe  besitzt  nicht  mehr  denn  höchstens  Ä;  -|-  1  Glieder. 

507. 

Hieraus  folgt: 

1)  Wenn  man  die  Gleichung  ifc'*®"  Grades  bilden  will,  welche  die 
Teilperioden  (m':a),  (ni:ah\  {m:ah^)...,  aus  denen  die  Gesamtperiode 
(m:a)  zusammengesetzt  ist,  zu  Wurzeln  hat,  so  mufs  man  mit  Hülfe 
der  vorher  genannten  Formeln  den  Wert  der  Koefficienten,  welche 
symmetrische   Funktionen   der   Wurzeln    sind,    suchen.     Alle  diese 
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Eoefficienten  drücken  sieb,  ebenso  wie  die  Funktion  q),  in  linearer 
Weise  durcb  die  Perioden  (m:a),  {m:ag)y  •  . .  d.  b.  durcb  die  bereits 
bekannten  Wurzeln  der  Gleichung  ä*®°  Grades  aus. 

2)  Die  Gleicbung  desselben  Grades  ky  welche  die  Teilperioden 
(fn:ag)y  (miagh),  (m'iagh^), . . .,  aus  denen  sich  die  Gesamtperiode 
(miag)  zusammensetzt ^  zu  Wurzeln  hat,  leitet  man  unmittelbar  aus 
dieser  Gleichung,  deren  Bildung  wir  soeben  angegeben  haben,  ab, 
indem  man  in  dieser  einfach  ag  an  die  Stelle  von  cc  setzt,  d.  h.  in- 
dem in  dem  Ausdruck  eines  jeden  Eoefficienten  die  Gröfsen  (tH:a), 
(m:ag),  miag^)^...  um  eine  Stelle  vorrückt,  so  dafs  man,  wenn  diese 
letzteren  durch  pyP\p\"'  bezeichnet  werden,  den  Index  jedes 
Gliedes  um  eine  Einheit  erhöht,  wobei  noch  zu  beachten,  dafs  durch 
diese  Erhöhung  das  letzte  Glied  |)^*~*J  gleich  dem  ersten  p  wird. 

In  analoger  Weise  bildet  man  die  Gleichungen  für  die  Teil- 
perioden, welche  aus  der  Zerlegung  der  anderen  Perioden  {m\ag^\ 
{miag^\  u.  s.  w.  entspringen. 

3)  Schliefslich  braucht  man  nur  eine  einzige  von  diesen  Glei- 
chungen k^^  Grades  aufzulösen,  oder  sogar  nur  eine  einzige  Wurzel 
dieser  Gleichung  zn  kennen.  Denn  mit  Hülfe  dieser  Wurzel  und 
ihrer  Potenzen  kann  man  alle  andern  Wurzeln  bestimmen,  was  ebenso 
wie  in  No.  503  bewiesen  wird.  Wir  gehen  indessen  auf  die  Einzel- 
heiten dieses  Beweises  nicht  ein,  sondern  beschränken  uns  darauf, 
weiter  unten  Rechnungsbeispiele,  welche  denselben  ersetzen,  anzuführen. 

508. 

Hat  man  die  Gleichungen  vom  Grade  i',  welche  die  in  jeder 
Periode  von  m  Gliedern  enthaltenen  Perioden  von  m  Gliedern  zu 
Wurzeln  haben,  gebildet,  so  bleibt  noch  zu  zeigen  übrig,  auf  welche 
Weise  man  für  jede  dieser  Gleichungen  den  entsprechenden 
Faktor  der  Gleichung  X«==0  findet. 

Bezeichnen  wir  durch 

xm'  _  Ax'^-'^  +  JBa;'"'-«  —  Ca?»»'-"«  H =  0 

die  Gleichung  w'**°  Grades,  welche  die  verschiedenen,  die  Periode 
(w':a)  bildenden  Glieder  (a),  («Ä'),  («Ä'^),...  zu  Wurzeln  hat>  so  ist 
die  Summe  der  Wurzeln  {m:a)  oder  abgekürzt  j«,  die  Summe  ihrer 
Quadrate  gleich  (ni:2a)  oder  q^ay  die  Summe  ihrer  Euben  (in:3a) 
oder  qsa,  u.  s.  w.  Da  diese  Summen  bekannt  sind,  weil  dies  mit 
sämtlichen  Perioden  q  der  Fall  ist,  so  ergeben  sich  daraus  die  Werte 
der  Eoefficienten  Ä,  JB,  C, . . .  mittelst  der  Gleichungen: 
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2B  =  Aqa  —  q2a 

3C  =  Bqa— Äqia  + q^a 

4D  =  Üqa  —  Bq^a  +  Äqza  —  qia 
u.  s.  \v. 
Darauf  mache  man  den  Ausdruck  dieser  Koefficienten  mit  Hülfe  des 
Satzes  in  Artikel  500  linear;  auf  diese  Weise  erhält  jeder  von  ihnen 
die  Form  «  +  /Jg'  +  ys  +  Sq"  +  •••,  wo  die  Reihe  g,  q\  q'j-"  die 
Perioden  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  (w':l),  (w':r/),  (w':r^), ••• 
darstellt.  Mithin  ist  der  der  Periode  (m:a)  entsprechende  Faktor  der 
Gleichung  X  =  0  von  der  Form : 

P+Qq  +  Bq+Sq"  + 0, 

wobei  P  ein  Polynom  m'^"^  Grades  in  x  ist  und  Q,  R^  S,...  andere 
Polynome  von  niedrigerem  Grade  sind. 

Aus  diesem  Faktor  kann  man  der  Reihe  nach  alle  andern 
erhalten^  indem  man^  wie  schon  in  No.  504  gezeigt  wurde,  die  Indices 
der  Buchstaben  q  um  eine  Einheit  erhöht.  Man  erhält  auf  diese 
Weise  die  hk'  Faktoren  vom  Grade  m,  in  welche  sich  die  Gleichung 
X  =  0  zerlegen  läfst. 

Diese  Theorie  wird  noch  mehr  Licht  erhalten,  wenn  wir  sie  auf 
Beispiele  anwenden:  vor  Allem  aber  wird  es  zweckmäfsig  sein,  zu 
zeigen,  wie  man  für  jede  Primzahl  n  =  Äm+l;  wo  wir  der 
Reihe  nach  Ä  «=  2,  3,  4  und  5  annnehmen,  die  Gleichung  J^ 
Grades,  welche  die  Perioden  (m:a),  (miag^),.,.  (wra^jf*""*)  «u 
Wurzeln  hat,  wirklich  bilden  kann.  Diese  Untersuchung  wird 
uns  zu  mehreren  sehr  bemerkenswerten  Sätzen  der  Analysis  führen. 

§2. 

Allgemeine  Bildung  der  Crleichimg  A;*""  Grades  für  die  Werte 
fc  =  2,  3,  4,  5. 

509. 

Eirster  Fall  n  =  2m  -{-  1,    k  =  2. 

In  diesem  Falle  zerfällt  die  Periode  (2  m :  1)  in  zwei  andere: 

(m:l)  =  (1)  +  (</«)  +  (</*)  +  (i/«)  +  . . .  (g"«-*) 

{m:g)  =  {g)  +  (gr»)  +  {^)  +  (^')  +  •  •  •  (^7»«-'). 

Sind  p  und  p   diese  beiden  Perioden,  so  hat  man  zunächst: 

P+P  =  —  1, 


§  2.  Allgem.  Bildung  der  Gleichung  **•»  Grades  für  die  Werte  k  «  2, 3, 4, 5.     1 85 

sodaDn: 

l>/  =  (m:l+öf)  +  (m:l+/)  +  (tw:l+(r^)  +  ---+(m:l+^«--0. 
Da  sich  alle  Perioden  von  der  Form  {m:a)  auf  die  beiden  (w:l)  und 
{mig)  zurückführen  lassen,  wozu  man  noch  den  Ausdruck  (wrO), 
welcher  nicht  eigentlich  eine  Periode,  dessen  Wert  vielmehr  gleich  m 
ist^  hinzufügen  mufs,  so  folgt  daraus,  dafs  der  Wert  des  Produktes 
pp   sich  auf  die  Form  bringen  läfst: 

pp  =  Am  +  Äp  +  ^'p'} 
in  welcher 

Ä  +  Ä  +  Ä'=  m 

ist,  weil  w  die  Anzahl  der  den  Wert  von  pp'  bildenden  Perioden 
(m:l  +  g),  {m:l  +  g%  (m:l  +g^),...  (niil  +5'*"*"0  ^^t.  Da  femer 
in  dieser  Gleichung  die  Gröfsen  p  und  p  mit  einander  vertauscht 
werden  können,  so  hat  man  Ä  =  Ä\  mithin: 

2)p  "=  Am  —  Ä' 
und 

Ä  +  2Ä  =  m. 

Wir  müssen  jetzt  zwei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  m  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Es  sei  zuerst  m  ungerade.  Da  stets  ^f"*  =  —  1  d.  h. 
ff"*  +  1  =  3K(w)  ist,  so  mufs  es  in  der  Reihe  1  +  flr,  1  +  P^ 
1  +  </^,-  •  1  +  ff^"*"~*  notwendig  ein  Glied  geben,  welches  gleich  Null 
ist,  und  zwar  nur  ein  solches,  wegen  der  besonderen  Bedeutung  der 

Zahl  g.  Man  hat  also  in  diesem  Falle  -4  =  1  und  A  ===^  —{m —  1), 
folglich: 

PP=\{^^+  1). 

Ist  zweitens  m  gerade,  so  hat  man  ebenfalls  g^  =  —  1,  und 
daher  giebt  es  in  der  Reihe  1  +  fl',   1  +  (r*i   1  +//*?••  •  l^ein  Glied, 

Welches  gleich  Null  wäre.    Es  ist  daher  -4  =  0,  -4'  «=  —  m,  und 

m 

PP yW. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  die  Gleichung,  welche  j}  und  p'  zu  Wurzeln  hat, 
falls  m  ungerade  oder  n  von  der  Form  4i-f-3  ist,  die  folgende: 

and  falls  m  gerade  oder  n  von  der  Form  4i-|-  1  ist,  die  folgende  ist: 

1>*  + 1>  —  Y  «»  =  0. 
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Man  erhält  daher: 

!>=  —  -—+  -  -  y —  n ,     falls  n  von  der  Form  ü  -f-  3, 
und 

|)  =  —  —  +  —  Yn.     falls  n  von  der  Form  4i  -j-  1  ist. 

In  diesem  letzteren  Falle  ist  die  Differenz  der  beiden  Werte  von  p 
gleich  Yn. 

510. 
Ist 

a;"»  —  ax""-^  +  hx"'-^  —  ex"*-«  H =  0 

die  Gleichung,  welche  alle  die  Periode  (nr.l)  bildenden  Glieder  zu 
Wurzeln  hat,  so  ist  der  Koefficient  a  =  (w:l)  =  jp.  Was  die  andern 
Koefficienten  6,  c,  rf, . , .  anlangt,  so  findet  man  ihre  Werte  nach  der 
Methode  des  Artikel  504,  und  zwar  werden  dieselben  von  der  Form 
B  +  B'p  +  B"p.    Daraus  sieht  man,  dafs,  wenn 

Z  =  X'''  —  «.T"*-!  +  ha^-^  —  cic"*-*  +  •  • . 
gesetzt  wird,  das  Polynom  Z  sich  auf  die  Form 

Z=P+Qp  +  Bp' 
bringen  läfst,  in  welcher  P  ein  Polynom  w*®°  Grades  in  x  und  ft  Ä 
Polynome  von  niedrigerem  Grade  sind. 

Betrachtet  man  in  gleicher  Weise  den  Faktor: 

Z'  =  x'''  —  ax'^-^  +  Vx'^-^  —  cx"^-^-] , 

welcher,  gleich  Null  gesetzt,  alle  in  der  Periode  (fn:g)  enthaltenen 
Wurzeln  giebt,  so  erhält  man  nach  No.  504: 

Z'  =  P+Qp'  +  Bp. 
Nunmehr  hat  man  die  Werte  von  p  und  p'  für  die  beiden  bereit» 
unterschiedenen  Fälle  einzusetzen. 

1)  Ist  n  von  der  Form  4i  +  3,  so  ist: 

1     ,     1 ,/ .  1         1  ,/ 

somit: 

Z^P-l{Q  +  B)  +  }  (Q  -  E)]/-n 

^=  P -{((?  + iJ)  -  i  ((?- 7e)>^n. 

Da  aber  X  =  ZZ'  ist,  so  erhält  man  in  diesem  Falle: 
4X  =  (2P  -  (2  -  -Rf  +  n(e  -  B)'. 
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2)  Ist  n  von  der  Form  4i  +  1,  so  ergeben  sich  die  Werte 
von  p  und  p  aus  denselben  Formeln^  wenn  man  darin  einfach  das 
Vorzeichen  von  n  ändert.     Man  erhält  daher  in  diesem  Falle: 

Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  bemerkenswerte  Sats: 

Ist  n  eine  beliebige  Primzahl  und  X  der  Quotient,  wel- 
cher sich  bei  der  Division  von  x^—l  durch  x—1  ergiebt,  so 
kann  man  stets  zwei  Polynome  Y  und  Z  findeu,  welche  der 
Gleichung  4X=  Y'^  +  **-^^  genügen,  wo  das  obere  Zeichen 
gilt,  falls  n  von  der  Form  4i  +  3,  das  untere,  falls  n  von 
der  Form  4i  +  1  ist. 

Im  ersten  Falle  läfst  sich  das  Polynom  4X  in  zwei  imaginäre 
Faktoren  (1^+  Zj/—  n)  {Y —  ZY—  w),  im  zweiten  dagegen  in  zwei 
reeUe  Faktoren  {Y  +  Z^n)  (Y—  ZYn)  zerlegen. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  dürfte  ohne  die 'Hülfe  der  unbestimmten 
Analysis  sehr  schwierig  sein.  Man  erkennt  hieraus,  dafs  diese  Art 
von  Analysis  nicht  auf  Untersuchungen  über  die  Eigenschaften  der 
Zahlen  beschränkt  ist,  sondern  dafs  sie  auch  der  Vervollkommnung 
der  algebraischen  Analysis  förderlich  sein  kann. 

511. 

Weifs  man  a  priori,  dafs  die  Funktion  4X  auf  die  Form  Y^  +  nZ'^ 
gebracht  werden  kann,  so  ist  es  leicht,  die  Werte  der  Polynome 
Fund  Z  in  den  verschiedenen  Fällen  zu  bestimmen.  Zu 
diesem  Zwecke  sieht  man  zunächst,  dafs,  wenn  die  Vielfachen  von  n 
weggelassen  werden,  Y^  =  AX  wird.  Um  daher  den  Wert  von  Y 
zu  erhalten,  mufs  man  aus  4X  die  Quadratwurzel  ziehen.  Dies  giebt 
die  beiden  ersten  Glieder  2x^  +  x^""^.  Die  weitere  Berechnung 
geschieht  so,  dafs  man  zu  den  ersten  Gliedern  der  Reste  passende 
Vielfache  von  n  addiert,  damit  alle  Glieder  der  Wurzel  ganzzahlige 
und  möglichst  kleine  Eoefficienten  erhalten.    Kennt  man  T,  so  ergiebt 

sich  Z  aus  der  Gleichung  -2^^=  + ,   wobei   die  Rechnung 

ohne  jede  Vernachlässigung  ausgeführt  wird.  Übrigens  besteht  ein 
Verfahren,  um  die  soeben  angegebene  Operation  bedeutend 
zu  vereinfachen,  in  Folgendem. 

Wirft  man  die  Vielfachen  von  n  ab,  so  hat  man: 

r=  2  >/x  und  X = ^"tipi  =  ^.,«(i  _  l)-(i  _     1    )  . 


^ 
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Da  man  jedoch  für  den  Wert  von  Y  nur  positiye  Potenzen  von  i; 
welche  kleiner  als  x^  sind,  nötig  hat,  so  kann  man  offenbar  den 
Faktor  1  —  ^— 2m— i  unterdrücken,  weil  derselbe  erst  hinter  den  Po- 
tenzen a;~"*  von  Einflufs  sein  würde.     Man  erhält  daher: 

oder: 

•^  »^4  •^4-6  •^4-6-8  ' 

Man  hat  jetzt  nur  noch  den  Koefficienten  — ,  -r^-,    /    ' o  >"'  Werte 

4'4'd4*0'0 

beizulegen,  welche  durch  möglichst  kleine,  positive  oder  negative, 
ganze  Zahlen  ausgedrückt  sind.  Dies  geschieht  in  jedem  besonderen 
Falle  sehr  leicht,  indem  man  zu  den  Zählern  dieser  Brüche  diejenigen, 
positiven  oder  negativen,  Vielfachen  von  n  addiert,  für  welche  die 
Division  der  Zähler  durch  die  Nenner  aufgeht.  Überdies  dient  jeder 
auf   diese  Weise   reducierte  Koefficient   zur   Bildung   des   folgenden. 

Hat  man  z,  B.  für  -r-^-  £-  den  Wert  +  Ic  gefunden,  so  ist  der  fol- 

4  •  6  •  o  — 

gende  Koefficient  gleich  +  tä-;  '^^^  dieser  ist  auf  eine  ganze  Zahl 

zu  reducieren,  indem  man  nötigenfalls  ein  Vielfaches  von  n  zum 
Zähler  addiert.  Die  Rechnung  ist  übrigens  zu  Ende,  wenn  man  zu 
dem  mittleren  oder  den  beiden  mittleren  Gliedern  des  Polynoms  Y 
gelangt  ist,  weil  allgemein  die  gleichweit  von  den  äufseren  Koefficienten 
abstehenden  Koefficienten  einander  gleich  sind;  dieselben  haben  femer 
dasselbe  Zeichen,  wenn  n  von  der  Form  4*+  1;  und  verschiedene 
Zeichen,  wenn  n  von  der  Form  4i  +  3  ist. 


512. 

Esgiebtnoch  ein  einfacheres  Verfahren,  um  die  Funktion 
Y  unmittelbar   zu   bestimmen.    In  der  Entwicklung  der  Potenz 
{x — 1)**  sind  nämlich  die  Koefficienten  sämtlicher  Glieder,  das  erste 
und  letzte  ausgenommen,  teilbar  durch  n.     Man  kann  daher  setzen: 
{x^  l)«  =  a;»»—  1  —  nT, 

oder: 

a;»»—  1  =(a;  —  1)«  + wT, 
mithin : 

4X(a;  -  1)  =  (a;  -  l)(r*  +  nZ")  =  4(a;  -  1)«  +  AnZ 

Läfst  man  in  dieser  Gleichung  die  Vielfachen  von  n  weg,  so  wird: 
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.-»-  2w.^'"~^\^"!~'^  a:"-»  +  -, 


(a;-l)r«  =  4(a;— 1)", 
folglich: 

r"  =  4(35  —  1)»"»,    und     r=2(a;  — 1)™. 
Mithin  hat  man  allgemein: 

r=2a;'»  — 2«ta;"'-i  +  2»»-^=^a;  _.„         „     . 

und  in  dieser  Entwicklung  hat  man  nur  noch  die  Eoefficienten  unt.er 
—  n  herabzudrücken,  indem  man  die  möglicherweise  darin  enthal- 
tenen  Vielfachen   von  n  wegläfst     Hierdurch   wird  z.  B.  der  Koef- 

4i  ZU  ^ 

ficient  des  zweiten  Gliedes  —  2  m  auf  +  1,  der  des  dritten  auf    T" 

reduciert  u.  s.  w. 

Eine  Bemerkung,  welche  der  entwickelte  Wert  von  T  liefert^ 
besteht  darin,  dafs  keiner  der  Eoefficienten  desselben  gleich  Null  ist, 
da  n  unter  den  Faktoren  des  Produkts  m(in  —  1)  (*»  —  2)  . . .  nicht 
vorkommen  kann.  Demnach  besitzt  das  Polynom  Y  vom  Grade  m 
stets  m  -f-  1  Glieder.  Dies  ist  nicht  ebenso  der  Fall  bei  dem  Poly- 
nome Zy  welches  vom  (m  —  1)*®°  Grade  ist,  und  in  welchem  mehrere 
Glieder  fehlen  können. 

Eine  Tafel,  in  welcher  man  die  Werte  der  Polynome  T  und  Z 
für  alle  Primzahlen  von  3  bis  29  findet,  ist  die  folgende: 


n 

Werte  der  Polynome  Y  und  Z. 

3 

r=2a;+l,     Z=l 

r=a;  +  2,    Z^x 

5 

Y  =  2a;«  +  a;  +  2 

7 

r=2a;»  +  a;«-a;-2 
Z==    sc'  +  x 

11 

r=  2z»  +  a;*  -  2a;»  +  2ic«  —  a;  —  2 
Z=    «*  +  a; 

13 

r  =  2a;«  +  a;*  +  4a;*  —  a;»  +  4a;«  +  a;  +  2 
Z=    a;6  +  a^+a; 

17 

r  =  2a;»  +  a;'  +  5a;»  +  7a;5  +  4a;*  +  7«»  +  5a;«  +  a;  +  2 
Z=    a;'  +  a;«+«5  +  2a^  +  ar'  +  a;*  +  a; 
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1 


19 


23 


29 


Werte  der  Polynome  Y  und  Z. 


Y  =  2a;»  +  a*  —  4a:'  +  3ic«  +  5x*  -  5jc*  -  3«»  +  4a^  —  a: ■ 
Z=    a?  —  mf^  -\-  x^  -^  sc/^  —  a:'  +  a; 


r=  2a;»  +  a;'»  —  5a;»  —  8a:»  —  7a:'  -  4a;«  +  4a^  +  7a^  -\-  Sj-^ 

+  b3?—x—2 
Z=    a;'<'  +  a:»  —  a;' —  2a;«  —  2a:*  —  a;*  +  a;*  +  a; 


Y  =  2a;'*  +  a:"  +  8a:"  -  3a;"  +  a;»°  -  2a;»  +  3a;»  +  9a;' 

+  2      +  a;    +  8a:*   -  Sa;"  4-  a;*  —  2a;»  +  3a;« 
Z  =   «"  +  a;"  —  a;»*»  +  a:*  +  a:'  +  a:«  —  a:*  +  ar»  +  a;. 


513. 
Zweiter  FalL     n  •=  3»»  +  1,  *  =  3. 
In  diesem  Falle  zerlegt   sich   die  Periode  (3f» :  1),   welche   alle 
Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  enthält,  in  drei  andere  (m:l),  {ta:g), 
(mi^r*),  deren  entwickelte  Werte  sind: 

(m:  1)  =  (1)  +  («7»)  +  (/)  +  -  +  (ir"»-») 
{m:g)^  {g)  +  (^)  +  (^')  +  ••  •  +  (^»"-«) 

im:f)^  (/)  +  (i^)  +  (^)  +  •  •  •  +  (ir'— '). 
Diese  drei  Gröfsen  seien  mit  p^  p\  p'  bezeichnet     Da  man   weiXs, 
dafs  ihre  Summe 

ist,  so  kann  man  annehmen,  dafs  diese  drei  Gröfsen  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

seien ;  in  welcher 

P/       I  t     ff      \  rt 

=  PP  -^PP   +P  P 

ist. 

Um  die  Werte  dieser  Eoefffcienten  zu  finden,  mufs  man  zunächst 
denjenigen  des  Produkts  pp  kennen.  Dem  allgemeinen  Satze  zafolge 
ist  nun  dieses  Produkt  gleich  der  Summe  der  m  Perioden  (m:a),  in 
denen  a  der  Reihe  nach  die  Werte  l+fl^>  ^"^"9}  fl^^+^;*»-  besitstt. 
Von  diesen  Werten  kann  sich  keiner  auf  ein  Vielfaches  von  n  redu- 
eieren^  da  zufolge  der  Eigenschaft  der  primitiven  Wurzel  g 
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giß  =  —  l  oder  5f «A*  4-  1  =  aR(«) 
ist,  wo  ^  =  —  ♦»,  und  somit  niclit  gleichzeitig  g^^"^  =  —  1  sein  kann. 

Es  enthält  daher  der  Wert  des  Produkts  pp'  nicht  die  Periode  (m :  0). 
Derselbe  mufs  sich  also  auf  die   Form  bringen  lassen: 

pp'~Ap  +  Bp+Cp", 
in   welcher  Ä,  B,  C  positive  ganze  Zahlen  von  der  Beschaffenheit 
sind,  dafs  ihre  Summe 

Ä  +  B  +  C=m 
ist.     Aus   diesem  Werte  leitet  man  die  Werte   der   beiden   andern 
Produkte  her,  nämlich: 

p'p"  =  Ap'  +  JBp"  +  Cp 

p"p=Ap"+Bp   +Cp', 
und  da  die  Summe  dieser  drei  Produkte  gleich 

(^  +  B  +  C)(i, +1)' +1)")  ==  -  m 
ist,  80  hat  man: 

P=  —  w. 
Um  das  Produkt _pi>V'  zu  erhalten,  bringen  vfixpp   auf  die  Form: 
pp'^-C+{A-  C)p  +  {B-  C)p. 

Multipliciert   man   sodann    auf  beiden  Seiten   mit  p'   und  setzt  die 
Werte  von  pp''  und  pp"  ein,  so  ergiebt  sich: 

PPY  -  -  Cp"  +  iA-  C)iAp"  +  Bp  +  Cp') 
+  {B-C)iAp+Bp"  +  Cp). 
Da  die  linke  Seite  eine  symmetrische  Funktion  von  p,  p^  p"  ist,  so 
muiüs  auch  die  rechte  Seite  eine  solche  sein;  dieselbe  mufs  sich  dem- 
nach auf  die  Form  M(j3+1^  "f*JP'0  ^^^  im  Weiteren  auf  — Jf  redu- 
cieren.    Daraus  folgt  die  Bedingung: 

A^  +  B^'\'G'  —  AB  —  BC—CA=^C 
und  diese  giebt,  mit  der  Gleichung  -4  + -3  +  0  =  1»  verbunden,  das 
Resultat: 

4n  =  (9C  —  n  -  1)«  +  27(^  —  B)\ 

514. 

Diese  Gleichung  bestimmt  vollständig  den  Eoefficienten  C  und 
ebenso  A  —  B.  Denn  da  n  eine  Primzahl  von  der  Form  3w  +  1 
ist^  so  kann  man  immer  n  =»  a^  -f-  3/)^  setzen.  Ist  nun  erstens  ß  durch 
3  teilbar,  und  setzt  man  ß  =  3y,  so  erhält  man  An  =  (2a)^  +  27(2/3)^ 
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oder  4w  =  a^  +  27&*.  Ist  aber  zweitens  ß  nicht  durch  3  teilbar,  so 
mufs,  da  a  nie  durch  3  teilbar  sein,  kann ,  eine  der  beiden  Zahlen 
a  -^  ß,  a  —  ß  durch  3  teilbar  sein.  Bringt  man  nun  in  auf  die 
Form  (a  +  3^)*  +  3(a  +  /3)^  so  kann  man  a  +  3/J  =  a,  a  +  ß-=U 
setzen,  wodurch  man  ebenfalls  4n==a^  +  276*  erhält,  und  ferner 
sieht  man,  dafs  4n  nur  einmal  von  dieser  Form  sein  kaun. 
Hiernach  hat  man: 

Cf=JL+l±^,      A-B^  +  h; 
und  es  wird: 

ppy=  c^  —  AB^c^  —  \{m  —  cy  +  \v, 

mithin: 

^         (3C  — i»)(0  +  m)  +  6«  nC  — 111« 

und  dieser  Wert  ist,  obwohl  er  in  gebrochener  Form  erscheint,  stets 
eine  ganze  Zahl.    Die  gesuchte  Gleichung  ist  also  allgemein: 

p'+p'  —  mi>  +  y  (w«  -  nC)  =  0. 

515. 

Ist  z.  B.  n  =  991,   so  ist  m  =  330,   4n  =  61*  +  27  •  3^  und 
daher: 

a  =  61,      C  =  i?i±^  =  117,      i-(wC—  m«)  -  2349. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  für  die  Primzahlen  anter  100  die 
folgenden  Resultate: 

n  =  7,        13,     19,    31,         37,        43,    61,        67,    73,    97 
m  =  2,         4,      6,     10,  12,        14,     20,        22, .  24,    32 

g=l,     ~1,       7,      8,     -11,     -8,      9,    -5,    27,    79. 
Auf  diese  Weise  bildet  man  also  beliebig  viele  Gleichungen 
von  der  Form: 

deren  Eigenschaft  darin  besteht,  dafs,  wenn  eine  Wurzel 
derselben  bekannt  ist  und  mit  p  bezeichnet  wird,  die  beiden 
andern  p\p"  durch  die  Formeln  gegeben  werden: 

^'  —  -C+{A-C)p 

^  ~     ~  p  +  C-B 

V.__'  ^C+(B-C)p 
V  -       jpj^C-A 


§  2.  Ällgem.  Bildung  der  Gleichung  k^  Grades  für  die  Werte  &=»  2, 3, 4, 5.     193 

Man  sieht  hieraus,  dafs,  wenn  die  eine  Wurzel  durch  eineu  Ketten- 
brach  dargestellt  ist,  derselbe  zur  unmittelbaren  Bestimmung  der 
beiden  andern  Wurzeln  dient,  und  dafs  es  somit  unendlich  viele 
Gleichungen  dritten  Grades  giebt,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen. 
Wir  haben  bereits  in  Artikel  105  für  den  Fall  w  =  7  ein  Beispiel 
einer  solchen  Gleichimg  gegeben. 

516. 

Sind  die  drei  Wurzeln  p,  p,  p'  gefunden,  so  läfst  sich  das  Po- 
lynom X  in  drei  Faktoren 

P+Qp  +  Bp,  P+Qp'  +  Bp",  P+Qp"-[.Bp 
zerlegen,  in  denen  P,  Q,  R  Polynome  in  x  mit  ganzzahligen  Koeffi- 
cienten  bezeichnen,  und  zwar  das  erstere  vom  Grade  m,  die  beiden 
andern  von  niedrigerem  Grade.  Die  Polynome  werden  nach  der  in 
No.  504  angegebenen  Methode  bestimmt;  sie  müssen  allgemein  der 
Gleichung  genügen: 

in  welcher  man  die  Brüche  ebenso  wie  in  No.  511  wegschafft. 
So  erhält  man  z.  B.  für  den  Fall  n  ==  19, 

P  =       x^  +  2a^  —  2x^'{- 2x^+1 
Q  =  —  x^-2s^  —  x 

517. 
•    •  Dritter  Fall,    n  =  4w  +  1,  t  =  4 

In  diesem  Falle  handelt  es  sich  darum,  die  Gleichung  vierten 
Grades  zu  bilden,  welche  die  Perioden  (w:l),  (m:g)y  (mig^)^ 
(w :  g^)  zu  Wurzeln  hat.  Wir  bezeichnen  dieselben  respektive  durch 
P;  i>',  jp",  p'\  und  die  entwickelten  Werte  derselben  sind: 

p  =  (1)  +  w  +  (/)+•••  +  (ff""-*) 
p  =-  (?)  +  (^)  +  iff')  +  •  •  • + (/"-') 
p" = w  +  (/)  +  (?"•)  +  •  •  •  +  (/•»-») 

p"-=  iff")  4-  (ff')  +  (?")  +  •  •  •  +  (ff*"-'). 

Wir  müssen  zwei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  m  gerade 
oder  ungerade  ist 

1)  Ist  m  gerade,  und  setzt  man  m  =  2(i  oder  n  =  8ft  +  1, 

liegendre,  Zahlentheorie  II.  13 


n 
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so  erhält  man  auf  eine  einzige  Weise  n^=>  a^  -{-  166*.     Dadurch  er- 
giebt  sich: 


8  ' 

und  die  gesuchte  Gleichung  wird: 

J>*+l>»-3^1)*  +  (V-«C)i)  +  |p*-«(|,»-C)«-0. 

2)  Ist  m  ungerade,  und  setzt  man  in=2f»+l  oderw=8fi+5, 
so  kann  man  nur  auf  eine  einzige  Weise  der  Gleichung  n==^a^-\'AV 
genügen.     Dadurch  ergiebt  sich: 

G== , 

und  die  gesuchte  Gleichung  wird: 

518. 

Da  der  zweite  Fall  kaum  einer  Anwendung  föhig  sein  dfirfte, 
weil  die  Gleichung  vierten  Grades  in  diesem  Falle  vier  imaginäre 
Wurzeln  besitzt,  so  beschränken  wir  uns  darauf,  die  auf  den  ersten 
Fall  bezügliche  Gleichung  zu  beweisen,  da  diese  Gleichung  stets  vier 
reelle  Wurzeln  hat 

In  diesem  Falle  genügt  die  primitive  Wurzel  g  stets  der  Gleiobung: 

und  da 

l>l>'=(m:l+^)  +  (m:l+/)  +  (m:l+/)  +  ...  +  (m:l+^-') 

ist,  so  ist  ersichtlich,  dafs  keines  der  Glieder  l+fl',  1+5^^;  1+i^r'* 
gleich  Null  sein  kann,  und  dafs  somit  die  Periode  (w:0),  deren  Wert 
gleich  m  ist,  nicht  unter  den  m  Perioden,  welche  den  Wert  yonpp 
bilden,  enthalten  isi     Demgemäfs  setzen  wir: 

PP'-Äp  +  Bp'+Cp"+Dp'", 
wo  Äf  Bf  C,  D  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  deren  Samme 

A  +  B  +  C+B'^m 
ist.    Diese  Oleichung  und   die   drei   aus  ihr  entstehenden  analogen 
Gleichungen  geben  die  Produkte  von  je  zwei  anfeiaanderfolgendoi 
Gliedern  der  Reihe  p,  p',  p",  p",  nämlich: 

pp    =~Äp   +  Bp  +  Cp"  +  Bp'" 
p'p"  =  Ap'  +  Bp"  +  Cp"'+  Bp 
p"p"'=  Ap"  +  Bp"-^  Cp  +  Bp 
p"'p  =  Ap"'+  Bp  +  Cp'  -}-  Bp". 


r 
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Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Summe  der  Produkte  zweier  benach- 
barten Glieder: 

Sipp-)  =  (A  +  B  +  C  +  D)(p  +p'  +  p"  +  p'")  =  -m. 

Um  in  ähnlicher  Weise  die  Summe  der  Produkte  von  zwei  nicht 
benachbarten  Gliedern  zu  erhalten,  bemerke  ich,  dafs  man  dem  Satze 
in  Artikel  500  zufolge  hat: 

l>l,"=(m:l+<;*)+(m:l+5r«)+(m:l+/'')  +  ...+(m:l+^»'-»), 

und  da  man  in  der  Reihe  l  -j-  g^,  1  +  P^;  •  • '  ^^.s  Glied  1  +  P*"* 
oder  1  -{-  ff^f'y  welches  sich  auf  Null  reduciert,  nicht  antriflft,  so  folgt, 
dafs  die  Periode  (m :  0)  unter  den  m  Perioden,  welche  den  Wert  von 
pp"  bilden,  ebenfalls  nicht  vorkommt.     Man  kann  daher 

pp'^^  Fp  +  Gp'  +  Sp''  +  Jp'' 

setzen,  wo  F,  G,  H,  J  positive  ganze  Zahlen  sind,  deren  Summe 

F-^G  +  H+J^m 

ist.  Hieraus  folgt,  wenn  man  die  Buchstaben  p  um  eine  Stelle  vor- 
rücken läfst, 

l>y  =  Fp'+  Gp'+  Hp''+  Jp. 

Läfst  man  auch  in  dieser  Formel  die  Buchstaben  p  um  eine 
Stelle  vorrücken,  so  entsteht: 

/  p  =  Fp'  +  G/"  +Hp  +  Jp. 

Durch  Yergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  dem  zuerst  för  pp'  an- 
genommenen erhält  man  H==>  Fy  J  =  G.  Mithin  werden  die  beiden 
Produkte  pp",  fp"  folgendermafsen  ausgedrückt: 

i»J'"=i^(p+i'")+G(P  +!>'") 
und  zu  gleicher  Zeit  ist: 

Bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  durch  S(pp')  die  Summe  der 
vier  Werte,  welche  pp'  annimmt,  wenn  man  jeden  der  Faktoren 
dieses  Produkts  den  vollständigen  Cyklus  der  Werte  von  p  durch- 
laufen läfst,  so  wird  diese  Summe  gleich  —  m,  gleichwie  8(pp). 
Da  aber  die  nämlichen  Glieder  zweimal  darin  vorkommen,  so  er- 
giebt sich: 

pp"-^p'p"'=^Sipp")  =  -  i-«,  =  -  ^. 

13* 
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519. 
Stellen  wir  jetzt  durch 

p^  +  p"  +  Pp^  -  Qp  +  B  =  0 
die  Gleichung  dar,  deren  Wurzeln  p,  p,  p\  p"  sind,  so  hat  man 
o£Penbar: 

P=  5(^1)')  +  |S(2,i,")  =  -  1»» 3^. 

Um  in  ähnlicher  Weise  den  Eoefficienten  Q  zu  finden,  bemerke 
ich,  dafs  dieser  Eoefficient,  welcher  gleich 

PPP     +PPP      +PP    P+P    PP 

ist,  durch  das  eine  Glied  S(jppp')  dargestellt  wird.    Bringt  man  nun 
den  Wert  von  pp'  auf  die  Form: 

pp'=^-C+{A-  C)p  +  (5  -  C)p  +  (D  -  C)p", 
und  multipliciert  sodann  jede  Seite  mit  p',  so  erhält  man: 
pp'p"  =  _  Cp"  +(A-  C)pp"  +  (B  -  C)p'p"  +  (D  -  C)pT- 

Diese  Gleichung  liefert  noch  drei  andere  ähnliche  Gleichungeu.    Die 

Summe  dieser  vier  Gleichungen  giebt  den  Wert  von  S(ppp")  oder: 

Q CS(j,")+{A-C)S{pp")+{B-C)S(p'p")+iD-C)8ip"pn. 

Nun  ist  aber: 

Sip")   -5(1,)- -1 

S(pp")  =  Sip'p")  -  S(py")  -  -  m, 
mithin: 

Q  =  C—{A  +  B  +  D  —  SC)m  =  C-fn{m  —  4:C)  =  nC-n/. 

Man  könnte  auch  den  Wert  von  pp   auf  die  Form  bringen: 

pp'^-l)  +  (Ä-D)p  +  (_B-D)p'  +  (C-D)p", 

und  multipliciert  man  beiderseits  mit  p'\  so  erhielte  man  den  Wert 

von  S{ppp")  oder  Q  =  nB  -—  m^.    Folglich  ist: 

D=G. 

Einen  dritten  Wert  des  Eoefficienten  Q  kann  man  aus  dem  Vtur 

dukte  pp'f  welches  sich  auf  die  Form 

PP"^-G  +  {F-G){p  +  p") 

bringen  läfst,  ableiten.     Multipliciert  man  beiderseits  mit  p',  bildet 

sodann  die  drei  andern  analogen  Produkte  und  addiert  alle  vier,  w 

ergiebt  sich  ihre  Summe  ^  =  n6r  —  w*.    Folglich  ist: 

Vermöge   dieser  Resultate   gehen  die  Werte  der  Prodakte  ff) 
pp"  über  in: 
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p^  =  ^1)  +  Bv  +  (7p"  +  CTp'" 

Aus  der  zweiten  Gleichung  leitet  man  den  Wert  von  |>|)'"  her;  mal- 
tipliciert  man  denselben  mit  dem  Werte  von  f^\  so  ergiebt  sich 
VP'VY'  oder: 

B  ==  C«  +  (7(^  --  2C)  +  (^  -  2C)«5(i>jp'), 
und  da  S(pp)  =  —  w  ist,  so  wird: 

E  =  C«  +  (ft  -  20)0  —  2(t((t  ~  20)« 
oder: 

B==-i^»-«(C-|,t)*. 

Die  Gleichung,  welche  die  vier  Werte  von  p  zu  Wurzeln  hat,  ist  also: 

^  +jps  _  3^^.  ^  (4^«  _  „o)p  +  -i^«  -  m(c-  I^)'  -  0. 

Es  ist  daher  nur  noch   die  in  den  Eoefficienten  vorkommende 
Groüse  0  zu  bestimmen. 

520. 
Multiplicieren  wir  zu  diesem  Zwecke  den  Wert  von  pp'  mit  p\ 
und  setzen  wir  die  linearen  Ausdrücke  für  pp   und  pp"  ein,  so  er- 
halten wir: 

PPY Cp'  +  2  (ft  -  2Cyp  -  20(fi  -  20) 

+  (fi  -  20)  (A  -  C)p  +  (ii-  20)  (J5  -  C)p'\ 
Multiplicieren  wir  femer  auf  beiden  Seiten  mit  jp'",  und  reducieren 
wir  sodann  die  rechte  Seite  auf  lineare  Glieder,  so  folgt: 
PP'P'P"  =  [2(^  -  2C)>  -  C]  [C(p  +  p")  +  (^  -  C)  ip'  + 1)"')] 
+  (^  -  2  C)  (^  -  CO  (Ap'"  +Bp  +  Cp'  +  Cp") 
+  Ot  -  2C)  (B  -  C)  (Ap"  +  Bp"  +  CTp  +  Cp') 
—  2C(ii  —  2C)p". 
Da  die  linke  Seite  eine  symmetrische  Funktion  von  p,  p',  p",  p"  ist, 
80  mu&  sich  die  rechte  Seite  auf  die  Form  Jlf(p +i>'  +  i'"+J'"') 
oder  —  M  bringen  lassen.    Dadurch  ergeben  sich  drei  Gleichungen, 
welche  zu  der  einen  Bedingung 

{A  -  cy  +  (-B  -  cy  =  2c 

fflhren.    Und  da  femer 

A  +  B  +  2C=2(i, 
ist,  80  ergeben  diese  beiden  Gleichungen  eine  dritte: 

n=(8C-4(i-  1)*  +  16(B  +  C-  n)\ 


^ 
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Diese  letztere  Gleichung  genügt  zur  Bestimmung  von  C  und  selbst 
von  JS;  denn  da  n  eine  Primzahl  von  der  Form  8n  -|-  1  ist,  so  hat 
man  stets  nur  auf  eine  Weise:  n^^a^  -{-  16 6^    Es  muls  daher 
8C— 4f*— l  =  +  a 


und  somit 


^^    4|[*  +  l±a 


8 

sein;  ein  Wert;  welcher  stets  eine  ganze  Zahl  ist;  wenn  man  a  mit 
dem  passenden  Vorzeichen  nimmt. 

Ist  demnach  eine  Primzahl  n  von  der  Form  8f*+  1  gegeben, 
so  kann  man  immer  a  priori  die  Gleichung  vierten  Grades  bildeiii 
welche  die  vier  Perioden  jp;  jp',  p",  p'"  zu  Wurzeln  hat.  Hierdurch 
ist  man  imstande;  das  Polynom  X  vom  Grade  im  allgemein  in  Tier 
Fakto!ren  vom  Grade  m^  welche  diesen  vier  Perioden  entsprechen,  za 
zerlegen. 

521. 
Man  kann  übrigens  bemerken;  dafs  die  Gleichung  vierten  Grades 
in  p  sich  leicht  in  zwei  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  zerlegen 
läfst;  von  denen  die  eine  p^  —  aj)  -}-  jS  =  0  die  Wurzeln  p  und  /, 
die  andere  p^  —  yj)  +  tf  ==•  0  die  Wurzeln  p'  und  p"  liefert  Man  hat 
nämlich  zur  Bestimmung  der  Eoefficienten  a^  ß,  y,  d  die  Gleichungen: 

Y^p'  +  p",        d  =  |,y "  =  _  C  +  (,»  -  2 C) y . 

Die  beiden  Gleichnngen  zweiten  Grades  sind  demnach: 
j)»  —  C— «(p  —  ft  +  20)  =  0 
p'  —  C-r(p-(i  +  2C)  =  0. 

Es  sind  also  nur  noch  a  und  y  zu  bestimmen.    Nun  ist  aber: 

«y  ^pp'  +  p'p"+p"p"'+p"'p  =.-(1. 

Mithin  sind  a  und  y  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung: 

j^  +  y-2,i==0, 
aus  welcher  folgt: 

Man   kann  in    der  That   mit  Hülfe  dieser  Werte  leicht  bestätigen) 
dafs  das  Produkt  der  beiden  obigen  Gleichungen;  nämlich: 
(^_C)»  +  (j,«-C)(i,-^  +  2C)  -2Kl>-^  +  2O'-0 
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sich  auf  die  schon  gefundene  Gleichung 

1.*  +  /  -  Si^p'  +  (V  -  nC)p  +  Ip»  _  „(c  -  Im)*  =  0 


reduciert 


622. 


Kennt  man  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  welche  p  heiTsen  möge, 
so  lafct  sich  eine  jede  der  drei  andern  Wurzeln  p,  p\  p"  ausdrücken 
durch  eine  Funktion  von  der  Form  «  +  jSp  +  YP^  +  *J^'-  I^  gegen- 
wartigen Falle  aber  erhält  man  einen  noch  einfacheren  Ausdruck 
dieser  Wurzeln  mit  Hülfe  der  folgenden  Formeln,  welche  sich  aus 
den  bewiesenen  Formeln  ergeben: 


-C+{A^C)p 


P  +  C- 
C7+(ft- 


B 

-20p 


.C+{B--C)p 
p+C^A 


Was  die  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Werte  von  Ä  und  B  be- 
tri£Ft,  so  ergeben  sich  dieselben  aus  den  Gleichungen: 

A  =  [i  —  C+b,      B  =  iiC±b. 

Nimmt  man  in  diesen  Werten  von  den  doppelten  Vorzeichen  die 
oberen  oder  unteren,  so  bewirkt  diese  Veränderung  der  Vorzeichen 
nur,  dafs  sich  Ä  ia  B  und  gleichzeitig  p  in  p"  verwandelt.  Man 
kann  also  für  jede  Zahl  n  =  8ft  -|-  1  eine  Gleichung  vierten  Grades 
von  der  Beschaffenheit  bilden,  dafs  die  Eettenbruchentwicklung  der 
einen  Wurzel  zugleich  die  Entwicklung  der  drei  andern  Wurzeln 
liefert  Eine  Tafel  dieser  Gleichungen  für  alle  Primzahlen  von  der 
Form  8fA  -f-  1;  welche  kleiner  sind  als  100,  ist  die  folgende: 


» 

Gleichang  in  p 

C 

Ä,    B 

17 

0=p*+p'-    6^-     p+    l 

1 

2,     0 

41 

Or^p^  +  f-lö^  +  lSp-    4 

2 

4,     2 

73 

0  =|j*  +/  -  2'lp'  —  41i)  +  16 

5 

6,     2 

89 

0=/+j)»-33j)*  +  39iJ+    8 

5 

8,     4 

97 

0  =|,*  + 1,"  —  36p*  +  91p  —  61 

5 

8,     6 

1 
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273. 

Vierter  Fall.    »  «=  5w  +  1;  Ä  -=  5. 

Die  Periode  (5m :  1),  welche  die  Summe  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung X  =  0  darstellt,  zerfallt  in  fünf  Perioden  von  m  Glie&eni, 
nämlich:  (m :  1),  (m  :g),  (m  :g^),  (m  :g^,  (m  :g^),  die  wir  respektive 
mit  j);  Pf  p\  p" y  p^  bezeichnen,  und  deren  entwickelte  Werte  sind: 

p  =(1)  +(/)  +  («/»•)  +  •••  +  (/"-») 

p  =  (9)  +  ig')  +  (</")  +  •  •  •  +  (p»—*) 
p"  =  (/)  +  (9')  +  («/")  +  •  •  •  +  (5""-») 
p"  =  (^)  +  (/)  +  (</")  +  •  •  •  +  (/"-*) 

Um  die  Gleichung  zu  erhalten,  welche  diese  fOnf  Werte  von  p  zu 
Wurzeln  hat,  betrachten  wir  zunächst  die  allgemeinen  Werte  der 
Produkte  pp,  pp",  aus  denen  sich  die  Werte  der  in  zwei  Gruppen 
zerfallenden  Produkte  von  je  zweien  der  Wurzeln  folgendermalseii 
ergeben: 

pp      =Ap    +  Bp'  +  Cp"  +  Bp"  +  Ef^ 

pp"    =  Ap    +  Bp"  +  Cp"  +  2)1»^^+  Ep 

p'p"'  =  Äp"  +  Bp" -\-  Cf^+  Dp    +  Ep 

p"y  =>  Ap"' -\- Bp''' -^  Cp    +Bp'  +Ep" 

/>    =  Ap^+  Bp   +  Cp    +  Di)"  +  JS?p"'. 

pp"    =  ^>    +  Bp'  +  Cp"  +  D'i)'"  +  Ey 

p'p'  =  ^y  +  Sp'  +  cy"  +  2yj)iv+  E'p 
ffy  =  ^y  +  Bp'"  +  CJy^+  l/p  +  E'p' 
p"'p  ==  Äp"  +  Sp'-' +  Cp   +Dp    +E'p" 

p'^'p  =  ^y^+  £>  +  Cp'  +  Dy  +  jB:y". 

In  diesen  Formeln  bezeichnen  die  Eoefficienten  A,  A',  B,V,-- 
solche  positive  ganze  Zahlen  oder  Nullen,  dafs 

m  =  A-\-B  +  C+B-\-E='Ä-\-B-\-C'-\-iy-\-E: 

ist.  Da  man  femer  stets  S{p)  =  —  1  hat,  so  wird  die  Gleichung 
in  p  von  der  Form: 

0  =y +y  +  py  —  ey  +  ^p  —  q  =.  o. 
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524. 

Unsere  Aufgabe  besteht  jetzt  darin,  dafs  man;  um  analoge  Re- 
sultate wie  in  den  vorhergehenden  Fällen  zu  erhalten ;  die  Eoefficienten 
P,  Q,  R,  QT  aus  der  blofsen  Kenntnis  der  Primzahl  n  von  der  Form 
5m  +  1  bestimmen  solle. 

Man  erhält  zunächst: 
S(pp')^{Ä-\-B  +  C+D  +  E){p  +  p'+p"-{-p"+p^)^-m 

und  analog: 

S{pp')  =  —  m. 
Hieraus  folgt: 

P^Sipp')  +  8(pp")  =  -2m 
und: 

fif(j)«)  =  [S(ji)7  —  2P=  1  +  4w  «=  n  -  w. 

Mullipliciert  man  den  Wert  von  pp   mit  j)",  so  erhält  man: 
ppy^  App"+  BpY+  Cp'*  +  Di)"j)"+  Ep^p". 
Läfst   man   nach   und    nach  die  Buchstaben  p  um  eine  Stelle  vor- 
rückeu;  so  ergeben  sich  vier  andere  analoge  Gleichungen.   Die  Summe 
aller  dieser  Gleichungen  wird: 
S(ppY)  =  (^  +  JB  +  D  +  i^)  (—  m)  +  C(w  —  m)  =  nC  —  m\ 
Multipliciert  man  in  ähnlicher  Weise  den  Wert  von  pp   mit  pl^,  so 
folgt  daraus  ebenso: 

S(j>pp^)  '^nE—  m^ 

Da  aber  S(pp'p^)  die  Summe  der  nämlichen  fünf  Glieder  ist,  aus 
denen  S{ppp')  besteht,  so  erhält  man  allgemein: 

E^C. 
Ein  andrer  Wert  derselben  Summe  wird  gefunden,  wenn  man 
pp"  mit  p'  multipliciert.    Es  ergiebt  sich  so  8{ppp")  =  n  JB'  —  m*, 
folglich: 

B'^C^E. 

Ebenso  lassen  sich  drei  Ausdrücke  für  die  Summe  S{ppp"')  finden. 
Der  erste,  welcher  ans  der  Multiplikation  Yon pp  mitjp'"  entspringt,  ist: 

S(ppy)  =  nD  —  m'. 
Der    zweite,   welcher   aus   der  Multiplikation   von  pp"   mit  p    ent- 
springt, ist: 

S{ppp')  =  nE'  -  m\ 

Der   dritte,   welcher   aus   der  Multiplikation   von  pp"   mit  p   ent- 
springt, ist: 

S{ppy')^niy  --mK 
Mithin  ergiebt  sich: 

2/=  E'  =  D. 


1 
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Durch  ein  ähnliches  Verfahren  findet  man: 

8{pp^)  =  nB^  m\      S{pp"^)  =  nC  -  mK 
Hiemach  gehen  die  allgemeinen  Werte  von  pp   and  pp"  über  in: 
pp'  =  Äp  +  Bp'+  Cp'  +  Dj)'"+  Ci>^ 
pp=  Äp  +  Cp'  +  Cy+  Dp"+  Dp''', 

so  dafs  also  nur  noch  sechs  unbestimmte  Koefficienten -4,  B,  C,  D,  Ä,C 
übrig  bleiben,  zwischen  denen  überdies  noch  die  beiden  Gleichungen 
bestehen: 

Ä  +  B+2C+    D  =  m 

Ä+a+    C+2D  =  m. 

Da  man  S(ppp')  =^nG  —  w?  und  S{ppp")  =  nB  —  w?  gefänden 
hat;  und  die  Summe  dieser  beiden  Gröfsen  gerade  die  Summe  der 
Produkte  von  je  drei  Wurzeln  p  darstellt^  so  hat  man  femer  die 
Gleichung: 

Q  =  n{G+B)  —  2m\ 

525. 

Um  nun  andere  Beziehungen  zwischen  den  noch  zu  bestimmen- 
den Eoefficienten  aufzufinden,  bringe  ich  zunächst  den  Wert  yoüff 
auf  die  folgende  Form: 

pp'  =  -C  +  {Ä-C)p  +  {B-C)p+iI)-Op". 

Multipliciert  man  sodann  beiderseits  mit  p%  und  ersetzt  darauf  die 
Produkte  pp'\  pp\  p"'p"  durch  ihre  linearen  Werte,  so  erhält  man: 

PpY Cp"+  {A-C)  {Äp  +  Cp'  +  Cp"  +  Bp"'  +  Bf) 

+  (5  -  C)  (^Ap  +  Bp"  +  Cp"  +  Di)^  +  Cp) 
+  {B-C)  {Ap"  +  Bp"-\-  Cp^  +  Bp    +  Cp). 
Ebenso  erhält  man,  wenn  man  den  Wert  von  p'p"  mit  p  maltipliciert: 

pp'p" Cp-{-(A-C)  (Ap    +  Bp'+  Cp"  +  Bp"'-}-  Cp") 

+  (B-C)  (A'p  +  Cp'  +  Ci>"+  Bp'"-{-  Df) 
+  (D  -  (7)  iAp^+  Bp  +  Cp'  +  Bp"  +  Cp'"). 

Vergleicht  man  diese  beiden  Werte,  so  findet  man,  daüs  die  Eoeffi- 
cienten von  jp',  p'",  ^  identisch  sind,  und  dafs  die  beiden  andern 
zu  derselben  Bedingangsgleichung  führen,  nämlich: 

(A  —  B)  A'^  C  -  C  {A  -^  2B  -  B  +  1)  +  A*  +  BD-I^- 


i 

J 
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Sucht  man  endlich  zwei  lineare  Werte  für  das  Produkt  ppp"\  indem 
man  einmal  pp  mit  p'\  das  andere  Mal  pp"  mit  p  multipliciert, 
80  führt  die  Yergleichung  der  beiden  Ausdrücke  zu  einer  neuen  Be- 
dingungsgleichung, nämlich: 

ÄC'^  —  AB  +  {A  +  B  -  Bf  +  C^  -  CD  +  B"  —  C  -  D. 

Andere  Versuche,  die  wir  durch  Yergleichung  der  Werte  der  Pro- 
dukte von  vier  Buchstaben  angestellt  haben,  haben  kein  Resultat 
weiter  ergeben.  Demnach  haben  wir  zur  Bestimmung  der  sechs  Un- 
bekannten -4,  JB,  C,  D,  Ä,  G\  nur  die  beiden  vorstehenden  Glei- 
chungen und  die  beiden  früher  gefundenen,  wodurch  die  Aufgabe 
ziemlich  unbestimmt  bleibt.  Jedoch  werden  wir  sehen,  dafs  man, 
wenn  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  auf  eine  geeignete  Form 
bringt,  aus  ihnen  entweder  eine  bestimmte  Lösung  der  Aufgabe  oder 
zwei  Lösungen  ableiten  kann,  deren  Unterschied  nur  auf  der  Menge 
der  Werte,  welche  für  die  primitive  Wurzel  g  genommen  werden 
dürfen,  beruht,  aber  keinen  Einflufs  übt  auf  die  Koefficienten  der 
Gleichung  in  p. 

526. 
Wir  haben  noch  die  Eoefficienten  B  und  Q  dieser  Gleichung  zu 
bestimmen.    Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  den  oben  für  ppp"  gefun- 
denen Wert  wieder  auf  und  bringen  denselben  auf  die  Form: 

ppY=.  m+m'p  +  m:'p'+  M'Y. 

Dabei  ist  gesetzt: 

M  =C^  +  CB  —  B(Ä  +  B)  =  C^  +  3CB  +  B' —  mB 
M'  ^A{B--C)  +  {A--C){A-B)  +  G^  —  BG-G 
M'={A  —  B){B^B)-  {G—  By 
M"=  G'  {B  -  G)  +  A{C  -  B)  +  B{B  -  B). 

Multipliciert  man  den  Wert  von  pp'p'  mit  p'\  und  wendet  man  das 

Zeichen  S  auf  beide  Seiten  an,  so  findet  man: 

S{pppY')  oder  B Jlf +'  (Jf  +  Jl£"+  M'")  (-  m). 

Die  Gleichung 

ppy=  M  +  Mp  +  My+  M"Y 
aber  giebt: 

Sipp'p")  ^5M-M'-^  M'  -^M"  =  nG—  m^ 
mithin: 

Jf'+  ir -f  Jf'"=  bM-nG+  m\ 
folglich: 

B  =  mn{G+B)  -  w(C«  -f  3CJ9  +  2)*)  —  m\ 


1 
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Um  den  Wert  des  letzten  Koefficienten  Q  "=jpjpi>'j)"y^  m  «^ 
halten,  multipliciere  ich  den  Wert  von  jpi)y  mit  "jg"^  mid  wwide 
auf  beide  Seiten  das  Zeichen  S  an;  dadurch  wird  S{j^pp'p"j^  oder 

Substituiert  man  nun  die  bekannten  Werte: 

.   S(p"p^) m 

S{pp"p^)  =  S(ppy)  =nC—m^ 
S{pY'p^)  =  Sipp'p")  =  nD-m^ 
S(pY'yv)  =  S(ppy)  =nC-  m\ 
so  erhält  man: 

5Q  =^  —  mM  +  {M  +  M")  (nC  —  m^)  +  M'  (nB  -  m% 
und  hieraus  ergiebt  sich: 

wenn 

W=  -  C*  +  mC{2C  +  D)  -  2C»  +  (Ä  +  Bf  (2C  +  D) 

+  {AB  +  2CD)(D-C) 

gesetzt  wird.  Man  braucht  daher  nur  die  vier  Koefficienten  Ä,  B, 
Cj  D  zu  kennen  oder  nur  drei  von  ihnen,  da  J.+JB+2C+-D=« 
ist;  alsdann  wird  die  Gleichung  fünften  Grades  in  p  vollständig  be- 
stimmt sein. 

527. 

Um  jetzt  zur  Bestimmung  dieser  Koefficienten  überzugehen,  be- 
merke ich;  dafs  die  Gleichungen  in  No.  525  auf  die  folgende  Form 
gebracht  werden  können: 

16n  =  50(^'-  Cy  +  50(^  -  Bf  +  125(C  -  Z))« 

+  (25C+25D  — 2»-2y 

(^ _  Bf  —  2{Ä^B)  (Ä'—C)  =  iC+  6(C—Dy  —  {5C-m)\ 
Setzt  man: 

C+B=^a,      C—D-^b,      Ä  —  B  =  y,      Ä  —  G=-t, 

so  findet  man  zunächst  mittelst  der  ersten  Gleichung^  dafs  die  Grensen 
für  a  die  folgenden  sind: 


Mau  hat  demnach  für  a  der  Reihe  nach  alle  ganzen,  zwischen  diesen 


«>-£-(«  + l-2>^'      o<f^(n +  1  +  21^1). 
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beiden  Grenzen  liegenden  Zahlen  versuchsweise  zu  setzen.  Macht 
man  dann: 

8a  —  (5a  —  2fw)«  =  F, 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

y'  +  ^  =  4(i^-5&*). 

Man  mufs  daher  für  jeden  Wert  von  a  die  Zahl  b  von  derselben 
Art    nehmen   wie   a  und  kleiner  als  TZ-t-jP;   ferner  darf  die  Zahl 

^(F —  56*),  da  sie  den  Wert  von  y*  +  j^  darstellt,  als  Faktor  keine 

ungerade  Potenz  einer  Primzahl  von  der  Form  4  t  —  1  enthalten. 
Sind  diese  ersten  Bedingungen  erfQlIt,  so  kann  man  die  Werte  von 
y  und  0  auf  eine  oder  mehrere  Arten  bestimmen  und  hat  dann  nur 
noch  der  Gleichung 

Q=y^  —  2yis 

Genüge  zu  leisten,  in  welcher 

ö  =  4C  +  562_(5C-m)«    und     C=^l-{a  +  b) 
gesetzt  ist. 

528. 
Erstes  Beispiel. 

Ist  w  =  41,.  fw  =  8,  so  sind  die  Grenzen  von  a:  a  >  2,3  und 
a  <  4,4.  Es  sind  daher  die  versuchsweise  für  a  zu  setzenden  Werte 
a  s=  3  und  a  =  4. 

Ist  zuerst  a  =  4,  so  wird  J?'«  32  —  4*  =  16,  ferner  b  gerade 

und  <  I/-5-7  mithin  6  ==  0  und  y^  +  jei*  =  8.  Dieser  Gleichung  ge- 
nügt man,  wenn  man  j^  =  2,  je;  =  +  ^  ^^^^^  (man  braucht  nämlich 
nicht  y  s»  —  2  zu  nehmen,  da  sich  hierfür  kein  anderes  Resultat 
ergiebt,  wie  für  y  ««=  2).  Mittelst  der  Werte  a  =  4  =  C  +  D, 
bts=zO  zx=2  C  —  D  erhält  man  dann: 

Cf  =  D  =  2    und    ö  =  4(7+56*~(5C-w)«  =  4. 

Alsdann  aber  ist  die  Gleichung  G^^y^  —  2yZy  welche  in  4  «=  4  +  8 
übergeht,  nicht  erfüllt.  Es  kann  somit  der  Wert  a  »=  4  nicht  statt- 
finden. 

Wir  haben  also  noch  den  Wert  a  =  3  zu  versuchen;  derselbe 

ergiebt  JF*— 23,  6  ungerade  und  <  l/y;  somit  6=1  und  y^+^*=9. 
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Hierdurch  erhält  man  die  beiden  Losungen  y  =  3,  jsr  =  0  und  Jf  =  0, 
jgf  =  +  3.  Die  zweite  genügt  nicht  der  Gleichung  (?  «=  y*  —  2y^, 
in  welcher  G^  «=  9  ist.  Mithin  mufs  die  erste  stattfinden.  In  der 
That   geben  die   Gleichungen  C+2)  =  3;   C— D  =  l   die  Werte 

C— 2,      D  =  l,      ff  =  8  +  5~4  =  9, 

und  da  j/  =  3;  0=^0  ist,  so  ist  auch  die  Gleichung 

y2  _  2yj6f  -=  9  =  G 
erfüllt. 

Man  erhält  daher  als  einzige- Lösung  die  Worte: 

0=2,    D=l,    ^  +  JB  =  w-2C— D  =  3,    j:  — B«y  =  3, 

somit  -4  =  3,  JB  =  0.  Berechnet  man  mit  Hülfe  dieser  Werte  die 
Eoefficienten  Q,  B,  Q  der  Gleichung  in  |>,  so  wird  diese  Gleichung 
för  den  Fall  w  =  41: 

j,5  ^^4  _  IQpi  ^  5^2  +  21j)  —  9  =  0. 

529. 
Zweites  Beispiel. 
Ist  n  =  641,  m  =  128,  so  sind  die  Grenzen  von  a: 

-^(642  +  2/641). 

Man  hat  daher  der  Reihe  nach  a  =  48,  49,  50,  51,  52,  53,  54,  55 
zu  setzen  und  für  jeden  Wert  von  a  den  Wert  von  b  gleichartig  mit 

a  und  kleiner  als   y-r^  anzunehmen.     Man  sieht  sodann  nach,  ob 

sich  y(^ —  56*),  welches  der  Wert  -von  y*  +  ^*  ist,  in  zwei  Qua- 
drate zerlegen  läfst,  was  erfordert,  dafs  diese  Zahl  keine  ungerade 
Potenz  einer  Primzahl  von  der  Form  4t  —  1  als  Faktor  besitze.  W 
diese  Bedingung  erfüllt,  so  bleibt  noch  zu  untersuchen,  ob  die  Be- 
dingung G  =  y^  —  2ye  erfallt  ist 

In  der  folgenden  Tafel  sind  die  Einzelheiten  aller  dieser  Rech- 
nungen zusaramengefafst: 


r 
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a  ;  6,  C,    D, 

F 

»'  +  «• 

y,    « 

G 

y»  —  2y« 

48 

0,  24,  24 

2,  25,  23 
4,  26,  22 

128 

64 

54 
24 

1  8,    0 
1  0,  +  8 

32 

/64 
l  0 

49 

1,  25,  24 

271 

133 

3,  26,  23 

113 

7,  +  8 

145 

49qP112 

5,  27,  22 

73 

3,  +  8 

184 

9+  48 

7,  28,  21 

1 

13 

3,  +  2 

213 

9+  12 

50 

0,  25,  25 
2,  26,  24 
4,  27,  23 
6,  28,  22 
8,  29,  21 

364 

182 

172 

142 

92 

22 

51 

1,  26,  25 

407 

201 

3,  27,  24 

181 

10,  +  9 

104 

100+180 

5,  28,  23 

141 

7,  29,  22 

81 

0,  +  9 

72 

0 

9,  30,  21 

1 

1,    0 

41 

1 

(10,  +10 

[100  +  200 

52 

0,  26,  26 
2,  27,  25 

400 

200 
190 

14,  +  2 
l  2,  +14 

100 

Il96+  56 
1  4+  56 

4,  28,  24 

160 

fl2,  +  4 
l  4,  +12 

48 

|144—  96  (Lösung) 
i  16+  96 

6,  29,  23 

110 

, 

8,  30,  22 

40 

f  6,  +  2 
t  2,  +  6 

-  44 

1  36+  24 
l  4+  24 

53 

1,  27,  26 

343 

169 

12,  +  5 

64 

144  +  120 

3,  28,  25 

149 

7,  +10 

13 

49  +  140 

5,  29,  24 

109 

10,  +  3 

—  48 

100+  60 

7,  30,  23 

49 

7,    0 

—  119 

49 

54 

0,  27,  27 
2,  28,  26 
4,  29,  25 
6,  30,  24 

236 

118 
108 

78 
28 

55 

1,  28,  27 

79 

37 

1,  +  6 

—  27 

1  +  12 

3,  29,  26 

17 

4,  +  1 

—  128 

16  +  18. 

n 
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Man  sieht  ans  dieser  Tafel^    dafs  nur  in  einem  einzigen  Falle  die 
Gleichung  0  =  y^  —  2yz  befriedigt  ist.     In  diesem  Falle  ist: 
(7=28,    2)  «=24,    ^  +  JB  =  fw~  2C—D  =  48,    A  —  B  =  \2, 

^  =  30,    JB=18. 
Berechnet  man  mittelst  dieser  Werte  die  Eoefficienten  Q,  72,  Q,  so 
erhält  man  für  den  Fall  n  =  641  die  gesuchte  Gleichung: 
P'+P^  —  256i?«  -  564p^  +  53281?  ~  5120  —  0. 

Wir  bemerken  noch  im  Allgemeinen,  dafs  mehrere  Losungen  zo 
einem  und  demselben  Resultate  führen  können,  weil  die  durch  A,  jB, 
C,  D  bezeichneten  Eoefficienten  von  der  zu  ihrer  Bildung  gewählten 
primitiven  Wurzel  g  abhängen.  Indessen  beschränken  sich  alle  Ver- 
änderungen darauf,  dafs  eine  Yertauschung  zwischen  C  und  D  statt- 
findet, wodurch  sich  zu  gleicher  Zeit  Ä  und  B  resp.  in  A^  und  C 
verwandeln,  so  dafs  Ä  —  B  in  A' — C  übergeht.  Die  Werte  der 
EoefGcienten  Q  und  R  ändern  sich  durch  die  Vertauschung  zwischen 
C  und  D  nicht.  Was  den  Eoefficienten  Q  betrifft,  so  kann  man  in 
dem  Ausdruck  desselben  gleichzeitig  C  in  D,  D  ia  C,  A  +  B  in 
A'-^  C  oder  m  —  2D  —  G  und  AB  in  ÄC  umändern.  Denn  setit 
man  die  beiden  Ausdrücke  einander  gleich,  so  erhält  man  die  Be- 
dingungsgleichung: 

AB  +  XC'=  m*  -  (4fw  +  1)  (C+  2))  +  5(7«  +  ICB  +  5D», 
die  wir  schon  oben  (No.  525)  gefunden  haben. 

§3. 
Anwendung  der  Theorie  anf  numerische  Beispiele. 

530. 
Erstes  Beispiel,    n  «=»  7. 
Da  die  kleinste  Zahl,  welche  der  Gleichung  ^r^  +  1  =  äR (7)  ge- 
laugt, ^  «==  3  ist,  so  mufs  man  die  Reihe  der  Potenzen  von  3  bilden, 
indem  man  die  Vielfachen  von  7  wegläfsi     Diese  Reihe  ist: 

1,    3,    2,    6,    4,    5. 
Mithin  müssen  die  Potenzen  von  r,  welche  die  sechs  Wurzeln  der 
Gleichung  X  =  0  oder  der  Gleichung 

x^'\'Oil^'\'a^  +  a?  +  a?  +  x+l  =  Q 
bilden,  in  folgender  Anordnung  genommen  werden: 
r\    r»,    r*,    r\    r*,    f^. 


r 
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Ihre  Summe   bildet   die  Periode   von  sechs  Gliedern^   welche  durch 

(6 : 1)  oder  durch  (1,  3,  2,  6,  4,  5)  bezeichnet  wurde» 

Diese  Periode  zerfallt  in  drei  andere  von  zwei  Gliedern  (2 :  1), 

(2 : 3),  (2:2),  welche  wir  einfacher  durch  jp,  |)',  f'  bezeichnen,  und 

deren  Werte  sind: 

jp  =  r^  -f-  r* 

/  =  r«  +  r^ 

Hieraus  erhält  man  unmittelbar,  wenn  man  beachtet,  dafs  r^  =  1  ist: 
jpi>'  =  /*  +  r^  +  y5  +  r»  =/  +/' 
|,y'=r'^  +  y6  +  y  +r2  =/'  +  !> 
!>' j)  =  r^  -|-  r  -|-  ^^  +  ^  =  1>  +  !>'• 
Dies  giebt  zunächst: 

S(i,l)')  =  2(i,+i)'  +  i,")  =  -2. 
Multipliciert  man  sodann  den  Wert  von  pjj'  mit  p",  so  folgt: 
ppy'=j,y'+|,"^=j,"+j,  +  ^  +  2  +  r'  =  2+i>+i)'+i>"=l. 
Mithin  ist  die  Gleichung  dritten  Grades,  deren.  Wurzeln  jp,  jp',  p"  sind: 
J''+i>'-2i)  — 1  =  0.  [Ä) 

Ist  diese  Gleichung,   deren  drei  Wurzeln  reell  sind,  nach  den 
gewöhnlichen  Regeln  aufgelöst,  so  kennt  man  die  Gröfsen: 

jp  =  r  +  r®  =  2  cos  -y- 
j)'  =  r*  +  r*  =  2  cos  —  ^ 

/'=r«  +  rS  =  2cosi|^. 

Hierin  ist  Ä;  eine  beliebige,  durch  7  nicht  teilbare  Zahl.     Setzt  man 
fc=  1,  so  sind  die  Wurzeln: 


1> 

= 

2 

cos 

7 

J 

T 

«= 

2 

cos 

69r 

7 

=  ■ 

— 

2 

cos 

V 

= 

2 

cos 

43r 
7 

= 

2 

cos 

39r 

7 

7 

von  denen  die  erste  positiv,  die  beiden  andern  negativ  sind. 

Es  stellt  demnach  die  positive  Wurzel  der  Gleichung  (4)  den 

Wert  von  2  cos  -=-  dar;  daraus  folgt  unmittelbar  die  Wurzel: 
r  =  cos-^  +  y—  1  sin-^-» 

Legendre,  Zahlentheorie  IE.  14 
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Sodann  bestimmen  sich  die  fünf  andern  Wurzeln  der  Gleichung 
X  =  0  durch  die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  r*,  r*,  f*,  r*,  H. 

Kennt  man  eine  Wurzel  der  Gleichung  (Ä),  und  bezeichnet  man 
dieselbe  durch  p,  so  erhält  man  die  andern  mittelst  einer  rationalen 
Formel,  wie  folgt: 

,"_^_2         __-J_ 

Dies  stimmt  mit  den  trigonometrischen  Werten  dieser  Wurzeln  überein. 
Übrigens  ist  diese  Lösung  für  den  Fall  n  =*  7  vollständig  der- 
jenigen analog,  die  man  mittelst  der  ge wohnlichen  Methoden  erhalten 
würde.    Da  nämlich  die  Gleichung  X  =  0  zu  denen  gehört,  welche 

man  reciproke  nennt,  oder  in  denen  man  —  für  x  setzen  kann,  so 

läfst  sich  dieselbe  durch  die  Substitution  a^-^l^^^ex  auf  den  dritten 
Grad  zurückführen,  und  zwar  wird  sie: 

Dies  ist  dieselbe  Gleichung  wie  (Ä).  Von  derselben  haben  wir  oben 
in  No.  105  die  numerische  Auflösung  mittelst  der  Eettenbrüche  ge- 
geben. 

531, 

Zweites  Beispiel    n  =  11. 

Wir  nehmen  in  diesem  Falle  die  primitive  Wurzel  ^f  =  2,  welche 

der  Gleichung  g^  =  —  1   genügt,  und  bilden  mittelst  der  Potenzen 

von  2  die  Reihe  der  zehn  Wurzeln  der  Gleichung  X  «=  0,  wodurch 

wir  die  Periode 

(10 : 1)  oder  (1,  2,  4,  8,  5,  10,  9,  7,  3,  6) 

erhalten.  Diese  Periode  zerfällt  in  fünf  andere  von  zwei  Gliedein, 
nämlich:  . 

p'    =  r^  -j-  y9 

/'  =  ^  +  r' 

p^=r^^f^^ 
und  diese  Werte  geben  unmittelbar  die  Gleichungen: 

^^2+p',   pp^p+p'",    PP"^f'+pr'. 


r 
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Hieraus  leitet  man  alle  diejenigen  ab,  welche  die  Produkte  von  zwei 
Dimensionen  durch  lineare  Werte  ausdrücken,  nämlich: 

p>    =2+i>',        pp'     =p    +p"%       pp"   ^p"'-\-p^ 
p"   =  2  +  i>"  ,       p'p"    =p    +p^,       pp"  =  /^  +  J> 

p"*  =  2  +p",     py  ^p"  +p  ,     p"p^=p  +p' 

1)'"«=  2  +j^,       p"p^=p"  +  p'  ,       p"'p  =p'  -\-p" 
P^'=2+p   ,       p^p  =  p^-{- p"  ,        p^p'  =  p"  +  p'". 

Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  die  Werte  von  vier  Wurzeln  aus- 
gedrückt als  Funktionen  der  fünften,  nämlich: 

p'  =p'-2 
Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

o=\+p+p+p"-\-p"'-\-p^, 

80  erhält  man  die  Gleichung  fünften  Grades: 

j,5  ^^4  „  4^3  _  3p2  ^  3^  ^  1  _  0,  {A) 

deren  Wurzeln  gleich 

cos-jj-,    2  cos  j  ,    — 2C0S-YJ-;     — Scos-yj-,     —  2cos-rj- 

sein  müssen.  Die  gröfste  der  beiden  positiven  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung  stellt  daher  den  Wert  von  2  cos  -rj-  dar.  Aus  diesem  ergiebt 
sich  die  Wurzel: 

r  =  cos  ^^  +  }/  -  1  sm  -jj-, 

und  hieraus  erhält  man  wieder  die  neun  andern  Wurzeln  der  Glei- 
chung X  =  0. 

Wir  haben^  um  zu  vorstehendem  Resultat  zu  gelangen^  die  all- 
gemeine Methode  angewendet;  man  würde  aber  einfacher  dazu  gelangt 
sein,  wenn  man  in  der  Gleichung  X  =  0  die  Substitution  a:*-^-  1  ^^px 
gemacht  hätte. 

Bisher  ist  es  nicht  recht  ersichtlich  geworden,  worin  der  Vorteil 
der  neuen  Methode  bei  -der  Auf losung  der  Gleichung  rr"  —  1  =  0 
besteht.  Dieser  Vorteil  wird  sich  aber  bei  den  folgenden  Beispielen 
deutlicher  zeigen. 

14* 
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532. 
Drittes  Beispiel,    n  =  13. 

Mittelst  der  priinitivenWurzel^=2,  welche  der  Gleichung ^^=  —  1 
oder  ^^  +  1  =  2R(13)  genügt,  bildet  man  die  Reihe  der  Exponenten 
von  r  in  der  Anordnung  1,  2,  4,  8,  3,  6,  12,  11,  9,  5,  10,  7,  welche 
zugleich  diejenige  der  den  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  gleichen 
Potenzen  ist.  Diese  Wurzeln,  in  Zwischenräumen  von  je  dreien  ge- 
nommen, bilden  drei  Perioden  von  vier  Gliedern,  die  wir,  indem  wir 
uns  darauf  beschränken,  die  Exponenten  der  in  ihnen  auftretenden 
Potenzen  von  r  anzugeben,  folgendermaCsen  bezeichnen: 

i)=(4:l)  =  (l,  8,  12,    6) 

/«(4r2)  =  (2,  3,  11,  10) 

1>"=(4:4)  =  (4,  6,    9,    7). 

Hieraus  folgt  nach  dem  Satze  des  Artikel  500: 

Jede  dieser  Gleichungen  liefert  zwei  andere;  indessen  braucht  man 
dieselben  nur  mit  der  gewöhnlichen  Gleichung  0  «=  1  -{-  p  -{-p-^-p 
zu  verbinden,  um  die  Gleichung  zu  erhalten: 

i''+l'*-4i)+ 1=0.  {A) 

Diese  Gleichung  dient  zur  Bestimmung  der  drei  Wurzeln  jp,  f,  f. 
Kennt  man  eine  dieser  Wurzeln,  welche  mit  p  bezeichnet  werden 
möge,  so  findet  man  die  beiden  andern  unmittelbar  aus  den  Formeln: 

/  =  ^J_  =  2-2i>-i>« 

p"  =  -^^  =  l_i-=|)«+j,_3. 

^  1  —p  p  Jr      \    jr 

Jetzt  müssen  wir  wieder  jede  Periode  von  vier  Gliedern  in  zwei 
andere  von  zwei  Gliedern  zerlegen,  nämlich*): 


*)  Bei  der  BezeichnuDg  der  Indices  von  q  wird  man  dieselbe  Reihenfolge 
bemerken,  die  man  angewendet  haben  würde,  wenn  man  in  der  alle  Wonebi 
enthaltenden  Periode  (12  :  1)  oder  (1,  2,  4,  8, .  .  .  10,  7)  die  Glieder  in  Zwiflchen- 
räumen  von  je  sechsen  genommen  hätte,  wodurch  die  Reihe  der  Perioden  von 
zwei  Gliedern  g  =  (1  :  12),  ^  >»  (2  :  11),  .  .  .  entstanden  wäre.  Es  liegt  daher 
keine  Willkür  in  dieser  Bezeichnung.  Anm.  d.  Verf. 
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^=«+2    '     (2'"  =.(8:    5)-H'  +  , 
.  (2  :  11)  =  »^  +  fi» 


l?^— (3:10)=  r»  +  ri» 


^        (!J!"«(4:    9)  =  r*  +  r» 
Man  findet  ferner  die  Produkte: 


^=2+2   '     (jv  =  (6:    7)  =  r»  +  rl 


Daher  sind 

q    und  g'"   die  Wurzeln  der  Gleichung:  q^  —  pq  +p"=0 

g    und  2^    „  „  „  „  g«  — -p'g+p=0 

3"  und  gv     „         „  „  „         g^  —  !>' g  +  j>'  =  0. 

Femer  sieht  man  leicht,  dafs,  wenn  man  fOr  p''  die  negative  Wurzel 

der  Gleichung  (-4)  nimmt,  die  Gleichung  g*  —^g +!>"=■  0  die  beiden 

Wurzeln  g  =  2  cos  -^,  g'"a=s:  —  2  cos  -r—  besitzt.    Aus  der  positiven 

Wurzel  g  dieser  Gleichung  bildet  man  dann  eine  Wurzel  der  Gleichung 
X  =  0,  nämlich: 

r  =  cos^  +  /-l8m-^, 

und  diese  ergiebt  sodann  alle  andern  durch  ihre  aufeinanderfolgenden 
Potenzen  r,  r*,  r*,  . . .  r". 

Handelt  es  sich  nur  um  die  Teilung  des  Kreises  in  13  gleiche 

Teile,  so  braucht  man  nur  die  Wurzel  g  =  2  cos  -r^-  zu  kennen,  die 

man,  in  Übereinstimmung  mit  der  allgemeinen  Theorie,  aus  der  Auf- 
losung der  Gleichung  (^Ä)  vom  dritten  Grade  und  derjenigen  der 
Gleichung  zweiten  Grades  g* — JP2 +!>"=*  0  erhalt. 

533. 

Viertes  Beispiel,    n  «»  17. 

Der  primitiven  Wurzel  jr  «=3  3  gemäls,  welche  der  Gleichung 

flf«  +  1  =  3Ä(17) 

genügt,  müssen  die  Potenzen  von  r,  welche  die  Wurzeln  der  Gleichung 

X»sO  sind,  nach  der  Reihenfolge  der  Exponenten 

1,  3,  9,  10,  13,  5,  15,  11;   16,  14,  8,  7,  4,  12,  2,  6 
geordnet  werden.    Diese  Wurzeln  zerfallen  in  zwei  Perioden  (8  :  1) 


214  Fünfter  Hauptteil. 

und  (8  : 3),  deren  Werte,  wenn  die  Potenzen  von  r  nur  durch  ihre 
Exponenten  angedeutet  werden,  die  folgenden  sind: 

j,n=(8:l)  =  (l,    9,13,15,16,8,    4,2) 
j,'=  (8  :  3)  =  (3,  10,    5,  11,  14,  7,  12,  6). 
Diese  Werte  geben: 

pp'^iS:    4) +  (8:  11) +  (8:    6)  +  (8  :  12) 
+  (8: 15) +  (8:    8)  +  (8  :  13)  +  (8  :    7) 
=  4i)  +  4/  =  —  4. 
Mithin  sind  die  beiden  Grölsen  p  und  p'  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

p'+p-^^O. 
Sodann  mufs  man  die  Periode  p  oder  (8:1)  in  zwei  andere  von 
vier  Gliedern  (4 :  1)  und  (4:9),  die  wir  mit  q  und  q"  bezeichnen, 
und  ebenso  die  Periode  p  oder  (8  : 3)  in  zwei  andere  (4 : 3)  und 
(4 :  10),  welche  mit  q'  und  g["  bezeichnet  sein  mögen,  folgender- 
mafsen  zerlegen: 

„      „4_^'      I«    =(1,13,16,    4) 


,,     ,„      K  =(3,    5,  14,12) 
2  +  2,     l^,- 


(9,15,  8,  2) 
(  3,  5,  14,  12) 
(10,  11,    7,    6). 


Hieraus  folgt: 

22"=  (4: 10) +  (4:  16) +  (4:  9) +  (4:  3) 

=  2"+ 2 +  2"+ 3  =/  +  !>=-  1 

und  analog  qq" ^=^  —  1.    Mithin  sind 

q   und  2"   die  Wurzeln  der  Gleichung:  2^  — 1>2  —  1=0 
4  und  2"    „  „  „  „  2'  — /«  —  1  =  0. 

Endlich  zerfallt  jede  Periode  von  vier  Gliedern  in  zwei  Perioden 

von  ^wei  Gliedern,  die  wir  folgendermafsen  bezeichnen: 

2'=^+<',  {Jl  11^  ;j; [!!!),  ^^^  =i',  «"-«f+a'^o 


§  3.    Anwendung  der  Theorie  aof  nomeriBche  Beispiele.  215 

534. 
Bei  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  sind  drei  Zweideutigkeiten 
unvermeidlich*)^  nämlich: 

eine  in  dem  aus  der  Gleichung  j)^  + 1^    —  4  =  0  abgeleiteten 

Werte  von  j), 
eine  in  dem  aus  der  Gleichung  g^  —pi  —  1  =»  0  abgeleiteten 

Werte  von  q, 
eine  in  dem  aus  der  Gleichung  fi  —  qt  +  g'.««  0  abgeleiteten 

Werte  von  t 
Hieraus  ergeben  sich  acht  verschiedene  Werte  von  t,   was  im  Ein- 
klang steht  mit  dem  gegenwärtigen  Stand  der  Sache.    Denn  da  man 

allgemein 

2Ä;«     ,    ,y T    .     2kn 

r  =  cos  -jy-  +  y  —  1  sm-^^ 

und  somit 

j.        o  2Ä;« 

^  =  2  cos  -^^ 

hat^  so  kann  man  h  nach  Belieben  die  Werte  1;  2,  S,  4,  5,  6,  1,  8 
beilegen,  wodurch  sich  für  *  die  acht  Werte  ergeben: 

2  cos 

2  cos 

Eine  gröfsere  Anzahl  giebt  es  nicht,  da  17  —  2;  und  allgemein  ITi  +  Jc 
zu  demselben  Resultate  führt  wie  h 

Um  die  Resultate  in  Zahlen  auszudrücken,  kann  man  zunächst 

t  =  2  COS  (o  setzen,  wo  m  den  Bogen  —r=-  bedeutet    Dies  giebt: 

t    =2cos«D,         f'  =2  cos  3«,     r=2cos9a>,      r'=2cos7a> 
t^=  2co8l3(D,    {^  =  2cos5(D,    ^^=  2cos  15©,    <^=  2cos  lla>. 
Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Werte  von  q,  so  erhält  man: 
g   =:s  2  cos  CD    +  2  cos  13©  «=»  4  cos  6©  cos  7© 
q'  aa  2  cos  3©  -{-  2  cos  5©    «»  4  cos  ©  cos  4© 
q'  =  2  cos  9©  +  2  cos  15©  =  4  cos  3©  cos  12© 
g"'«=  2  cos  7 ©  -f-  2  cos  11  ©  «B  4  cos  2©  cos  9©. 


2« 
17      ' 

2C08    ^^      , 

2  COS  ««  , 

o           8« 
2C08    „     , 

10« 

17    ' 

2C08     „    , 

2C08i^«, 

2C08     j^    . 

*)  Eine  weitere  Zweideutigkeit  ist  nicht  zu  befürchten.  Denn  ist  p  be- 
stimmt, so  folgt  daraus  i>'»  —  ^  —P;  ist  g  bekannt,  so  erhält  man  die  drei 
andern  q\  ^',  i'\  indem  sich  dieselben  als  Funktionen  von  q  darstellen  lassen; 
ist  ebenso  t  bekannt,  so  ergeben  sich  daraus  f ,  ^',  .  .  .         Anm.  d.  Verf. 
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Endlich  folgt  aus  diesen: 

j)  =  4  cos  6(0  cos  7ai  4-  4  cos  3m  cos  12cd 
l>'  =  4cos  OD  cos  4©  +  4  cos  2 d  cos    9». 

535. 
Diese  Formeln  gelten^  ohne  dafs  k  ein  besonderer  Wert  beigelegt 
würde.     Setzt  man  ifc  =  1,  so  wird  o  =  — — ,  und  man  erkennt  un- 
mittelbar   und   ohne   Rechnung,   dafs  q  und  gf  positiv,   q''  und  q'" 
dagegen  negativ  sind.     Zugleich  hat  man: 

j>  =  4  COS  -j^  COS  -^ 4  COS-j^  cos  -jy- 

ü  =  4  COS  -r=-  COS  -7= 4  coIb  ^r=-  cos  ^r^  , 

•^         17      17         17    .   17  ' 

und  diese  Formeln  zeigen,  dafs  p  positiv  und  p  negativ  ist.  Diese 
Andeutungen  reichen  aus,  um  die  Losung  so  einzurichten,  dafs  jede 
Zweideutigkeit  vermieden  wird. 

Da  nämlich  p  und  p   die  Wurzeln  der  Gleichung  2)*+jp— 4=0 
sind,  so  erhält  man: 

p  —  t  +  tVT' 
P  —  i~\Vü. 

Da  femer  die  Gleichung  g*— pg—  1=0  die  Grofsen  q  und  g' 
zu  Wurzeln  hat,  so  folgt: 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

«  =  1/I7",  ß  =  y2a»-2a, 

so  wird: 

Was  q  anlaugt,  welches  positiv  sein  muTs,  so  kann  man  dasselbe 
aus  der  Gleichung  g^  —  p'q  —  1  =  0  ableiten,  welche  giebt: 


oder: 
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Kennt  man  die  Werte  von  q  and  ^,  so  liefert  die  Gleichung 

fi-qt  +  q'^0, 

welche   die   GrSfsen   <  =  2  cos  ^,   ^^  =  2  cos  —  =  2  sin  —   zu 
Wurzeln  hat,  die  Werte: 


t 


8in^==l2-Tl/?=^47=-^(a-H-Ä-4-'(/(«+3)(«-|Ä. 
Somit  erhält  man  mittelst  der  Ausziehung  Ton  drei  Quadratwurzeln 
den  Wert  von  2  8in  -^,  welcher   die  Seite  des  regulären  Polygons 

von  34  Seiten,  und  den  Wert  von  2(1  —  cos  -jy),  welcher  das  Qua- 
drat der  Seite  des  regulären  Polygons  von  17  Seiten  darstellt.  Zu 
gleicher  Zeit  ergiebt  sich  aus  der  Formel  jr  =  cos-^4-}/ — 1  sin-r=- 

eine  Wurzel  der  Gleichung  X  «=  0,  welche  dann  zur  Bestimmung 
aller  andern  dient. 

536. 

Handelte  es  sich  darum,  die  Gleichung  rr*^''  —  1  =  0  aufzulösen 
oder  den  Ereisumfang  in  257  gleiche  Teile  zu  teilen,  so  würde  diese 
Aufgabe  kaum  schwieriger  sein,  wie  die  soeben  gelöste;  man  würde 
nur  vier  Gleichungen  zweiten  Grades  mehr  aufzulösen  haben/  so  dafs 
sich  ein  reguläres  Polygon  von  257  Seiten  einem  Kreise  in  elementar- 
geometrischer Weise  ebenso  gut  einschreiben  läfst,  wie  ein  solches 
von  17  Seiten.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  dem  regulären  Polygon 
von  2^*  +  1  oder  65537  Seiten,  das  sich  ebenfalls  auf  elementare 
Weise  konstruieren  läfst  Dasselbe  gilt  von  den  Polygonen  von  2^® 
und  von  2^^  —  1  Seiten,  da 

2^«  —  1  =  (2»  -  1)(2«  +  1)  =255-257  =  15- 17  -257 
ist. 

Wenn  man  nämlich  auf  einem  gegebenen  Kreise  C  den  Bogen, 

welcher  gleich  -j^  C,  und  den  Bogen,  welcher  gleich  -  -  C  ist,  kon- 
struieren  kann,  so  ist  ihre  Differenz  gleich  -^^  C,  und  die  Hälfte 
dieser  Differenz  giebt  den  Bogen,  welcher  -^^  C  ist     Kennt  man 


1 
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ferner  diesen  Bogen  und  den  Bogen^  welcher  gleich  - — -  C  ist^  so  kennt 

man  auch  den  Bogen,  welcher  gleich  (^; "257")  ^  ^^^^  266    257  ^ 

ist,  und  dea3en  Hälfte  die  Seite  des  regulären  Polygons  von  65535 
Seiten  zur  Sehne  hat 

537. 
Fünftes  BeispieL  n^=^il. 
Wir  bringen  die  Zahl  w  —  1  auf  die  Form  8  •  5  und  bilden  zu- 
nächst die  Gleichung  fünften  Grades,  welche  die  Perioden 

1,  =  (8:1),  i.'  =  (8:(,),  l)"  =  (8:A  p"'='(ß'.f),  1>^^-(8.V) 
ZU  Wurzeln  hat.    Die  einfachen,  in  diesen  Perioden  enthaltenen  Wur- 
zeln  bestimmen   sich   mit   Hülfe   der   primitiven   Wurzel  g  «=  13*), 
welche  der  Gleichung  gr*^  +  1  «=  301(41)  oder  einfach  g^=^  —  1  genügt, 
ohne  dafs  ^*  =  —  1  wäre,  folgendermafsen: 

p    =  (  1,  38,    9,  14,  40,    3,  32,  27) 

p    =  (13,    2,  35,  18,  28,  39,    6,  23) 

p    =  (  5,  26,    4,  29,  36,  15,  37,  12) 

f  =  (24,  10,  11,    8,  17,  31,  30,  33) 

p^=  (25,    7,  20,  22,  16,  34,  21,  19). 

Hieraus  erhält  man  mittelst  des  Satzes  in  Artikel  500  die  linearen 

Werte  von  ppy  pp\  p^  und  aller  derjenigen  Grofsen,  die  aus  diesen 

sich  ergeben,  nämlich: 

pp'     =3j,    +2p"  ^-p"'+2^,pp"    =2p    +2p'  +2p"  +p"-\^^ 
P'p"   =3/  +2ij"'+l)^'+2i)   ,p'p"^2p-  +2f  +2p'" +p^^^ 
p"p"'  ^^p"  Jt^p'^+P    +2j>'  ,p"p^=2p"  +2p"'+2f^+p   +p' 
p"'j^=^p"' +2p    +p'  +2p"  ,irp  =2p"'+2f^+2p    +p   +/ 
P^P  =3^i^+2j,'  +J,"  +2p"',  f^p'  =2^-\-2p    +2/   +p"  +/''", 
j,«    =8  +  31)'    +2i)"   -\-2p" 
p'i  =  8  +  Sp"   +  2p'"  +  2p^ 
p"^  =  8  +  3/"  +  2p^  +  2p 
_p"'«=.8  +  3i>i^  +  2i)     +2p 
p!y*=8  +  dp     +2p'    +2p". 

*)  Von  den  16  Werten,  welche  in  diesem  Falle  die  primitiTe  Wnrzel  haben 
kann,  haben  wir  den  Wert  13  gewählt.    Diese  16  Werte  sind 
±(6,  7,  11,  12,  13,  16,  17,  19). 

Anm.  d.  Ver£ 
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Mittelst  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Werte  von  p,  jp",  y,  jp^^ 
leicht  durch  p  ausdrücken,  wodurch  man  ziemlich  schnell  zu  der  ge- 
suchten Gleichung  fünften  Grades  gelangt. 

Verbindet  man  nämlich  den  Wert  von  p^  mit  der  Gleichung: 

0  =  l-i-p+P+p"+p"+p'\ 
so  ergiebt  sich  zunächst: 

p^  +  2p  —  6=p'-'2p^. 

Multipliciert   man  jede   Seite  mit  p  und   substituiert   dann   auf  der 
rechten  Seite  die  linearen  Werte  von  pp'  und  pp^,  so  folgt: 
^8  _|.  2p2  _  13p  _  4  =  ip-  +  p''\ 

Multipliciert  man  diese  wiederum  mit  p  und  führt  die  analogen  Ver- 
einfachungen aus,  so  erhält  man: 

p*  +  2p^  -  ISp^  ^8p  +  6  =  3/+  3/'. 
Wird  auch  diese  noch  mit  p  multipliciert,  so  entsteht: 

p6  ^  2i>*  —  13j)»  —  8p^  —  Sp  +  ß  =  6p"  +  Sp^\ 

Aus  diesen  Gleichungen   ergeben   sich  zwei  Werte  für  9p^.     Setzt 
man  dieselben  einander  gleich,  so  ergiebt  sich  die  gesuchte  Gleichung: 
p5  ^p4  _  i6p3  +  5i>2  +  21i)  -  9  =  0.  (Ä) 

Dieselbe  würde  man  direkt  aus  den  Formeln  des  Artikel  503 
gefunden  haben.  Diese  nämlichen  Gleichungen  ergeben  die  Werte 
von  p\  p\  p'\  p^y  ausgedrückt  als  Funktionen  von  p^  wie  folgt: 

9p     =      2i>*  +  2j?3-29p2  +  10|>+12 

9/'  =        |)4  +  4|)»— 10i>2-34i}+    6 

.   9/"  =  — 4i>*-7p3  +  58i)^+192)-60 

9p^=       p*+   ps_i9jp«_   4i)  +  33 


einfacher: 

3/ 

=• 

P" 

-10  +  } 

3/' 

= 

P' 

+  2f  -  ISp  - 

5  + 

3 

~P 

3/" 

Ä=  . 

-F' 

-  2i>«  +  13p  + 

8- 

18 

P 

%p^ 

=  - 

-p^ 

-3p+    A    + 

3 

P  ' 

Um  eine  Vorstellung  von  diesen  Werten  zu  geben,  setzen  wir  die 
Näherungswerte  dieser  Wurzeln  her,  wobei  wir  mit  p  die  gröfste  der 
positiven  Wurzeln  bezeichnen: 


1 
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p  =  3,0625390796 
p  =  0,4461014296 
p"  =  1,2162875038 
/"=-  1,1958668406 
j)iv=  -  4,5290611724 

538. 

Nunmehr  müssen  wir  jede  der  fünf  Perioden  von  8  Gliedern, 
welche  wir  mit  ^,  j>', . . .  p^  bezeichnet  hatten,  in  zwei  andere  mit 
dem  Buchstaben  g  bezeichnete  zerlegen,  wie  folgt: 

\q      =(1,    9,40,32) 


*     +  *  '      Igv  =  (38,  14,    3,  27) 

/    =«'    +«-,    K  =(^^'^^'28,    6) 

la'^'  =  (  2,  18,  39,  23) 

^    ,2"  =(5,    4,36,37) 


p"   =2"   -i-gvii,  j 


3^  =.  (26,  29,  15,  12) 

-^         a     -r  ä      'Igvni^  (10,    8,  31,  33) 
p^^^  +  ^,    j2-  =(25,  20,  16,  21) 
^         ^    ^  ^'    Ig^  =  (  7,  22,  34,  19). 
Das  Produkt  qq^  ist  die  Summe  der  vier  Perioden  (4 :  39),    (4 :  15), 
(4:4),  (4:28).    Diese  Perioden  sind  g^^,  q^,  q,  q',  und  ihre  Summe 
ist  gleich  y -|- i'-    Mithin  ist  die  Gleichung  zweiten  Grades,  deren 
Wurzeln  q  und  q^  sind,  die  folgende: 

Aus  dieser  ergeben  sich  dann  alle  andern,  wie  folgt: 

Wurzeln:  j    und  j^  Gleichung:  j* — pq     +ij'     +1>"    =-0 

„        q     und  3^  „          g^  —  p'q    +  p"    +p"=0 

„        q"  undgvn  ,,          q'-p"q   +  p"    +J'^^  =  0 

„        «'"undg^  „          q»-p"'q+p^  +p     =0 

„        gi^undgi^  .„          qi-pTV^'^p      ^p'    =0. 

539. 
Endlich  ist  noch  jede  der  mit  q  bezeichneten  Perioden  yon  vier 
Gliedern   in   zwei  andere  yon   zwei  Gliedern   zu   zerlegen.    Wir  be- 
zeichnen diese  Perioden  durch  den  Buchstaben  t.    Die  Werte  von  i 
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und  die  Oleichongen,  darch  welche  je  zwei  Ton  ihnen  bestimmt  wer- 
den, sind  folgende: 


=  <' 


=  r 


=  r 


giv    =  ^    +  <xiv 


»l^xiv 


«VI 


-=<v 


=  <vi 


r 


„vn 


=  ^vn  _|_  ^vn 


l^xvi 


nVm , 


=  r9  +r«*J 

=  r»  +  r«  J 
=  f»  +  »^«] 
=  »^  +  r»'J 

=  r"  + 

es  f^B  -U  r^* 

«=  yl4  _|_  ySI 

s=  y«8  _|_  y«» 
B=s  yä«  _|_  yl5 
e_,  y«9    I     yl« 


:) 


^10 


^IX      ^  ^XIX 


•{ 


t^  —  qt 
q't 


+  3 


,vin  , 


0 


< 


+  2^^    =0 


t^  —  q"t    +q  =0 

t*-q"'t    +s'  =0 

t*-q^t  +2"  =0 

<*  — ä^    +2"  =0 

**  —  «"<   +giv  =0 

t^  —  q'^t+q^    =0 


^2  —  gix^   ^  gvn  =  0. 


Die  Gleichung  zweiten  Grades,  welche  q  und  q^  zu  Wurzeln  hat, 
bestimmt  nicht,  welche  von  diesen  beiden  Wurzeln  für  q  genommen 
werden  mulB.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  der  Gleichung,  welche  q' 
und  q^  zu  Wurzeln  hat,  und  ebenso  mit  den  drei  andern  analogen. 
Um  in  dieser  Hinsicht  jede  Unbestimmtheit,  diejenige  ausgenommen, 
welche  zwischen  q  und  g^  besteht,  und  die  nicht  zu  umgehen  ist,  zu 
beseitigen,  mufs  man  in  Übereinstimmung  mit  der  vorstehenden 
Theorie  die  Werte  der  Potenzen  j*,  y*,  g*,  q^  der  Wurzel  q  linear 
ausdrücken  durch  g,  q',  q'\ . . .  g^\  Diese  Werte  bringt  man  dann  auf 
eine  Form,  in  welcher  sie  nur  die  Unbekannten  q,  g",  q'\  fj^  ent- 
halten; dies  geht,  da  man  für  die  andern  Wurzeln  die  Ausdrücke 


'!>  — 2,  2 


fVI 


-ä',  q^=p"- 


avm  __p" 
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substituieren  kann.  Auf  diese  Weise  erhält  man  yier  Gleiclrnngeiiy 
mittelst  deren  man  g',  g",  (i'\  q^  durch  die  Potenzen  von  q  ohne 
jede  Zweideutigkeit  ausdrücken  kann.  Dadurch  werden  zugleich  die 
andern  Wurzeln  q^,  g^, . . .  q^^  mitbestimmt. 

540. 
Ist  daher  zwischen  den  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

die  Bestimmung,  welches  der  Wert  von  q  sein  solle,  getroffen,  so 
werden  alle  andern  Gröfsen  q,  gf\...  bekannt  und  eindeutig  gegeben 
sein.  Geht  man  sodann  von  den  Perioden  q  .mit  vier  Gliedern  zu 
den  zweigliedrigen  Perioden  t  über,  welche  durch  zehn  Gleichungen 
Tom  zweiten  Grade  bestimmt  werden,  so  tritt  eine  erste  Zweideutig- 
keit, die  sich  nicht  umgehen  läist,  bei  dem  Werte  von  t  auf,  da  man 
für  diese  die  eine  der  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

t^  —  qt-i-  q"^  =  0, 
und  zwar  gleichgültig  welche,  nehmen  kann.  Sodann  aber  läfst  sich 
jede  Zweideutigkeit  bei  der  Bestimmung  der  19  andern  Wurzeln 
t',  fy . . .  t^^^  vermeiden,  wenn  man  sich  desselben  Verfahrens  bedient, 
welches  wir  bei  den  Wurzeln  g',  g", . . .  g^^  angegeben  haben.  Indessen 
sind  die  hierzu  erforderlichen  Rechnungen  von  einer  abschreckenden 
Länge,  und  es  liegt  aUerdings  darin  ein  Mangel  der  soeben  entwickelten 
Methode,  dafs  sie  kein  einfaches,  aus  demselben  Gebiet  der  Analysis 
herrührendes  Hülfsmittel  an  die  Hand  giebt,  um  jede  Zweideutigkeit 
bei  der  Bestimmung  der  Perioden,  welche  aus  den  Perioden  höherer 
Ordnung  abgeleitet  sind,  zu  beseitigen.  Gauss,  der  Begründer  dieser 
Methode,  hat  selbst  diesen  Übelstand  gefühlt  und,  um  demselben  ab- 
zuhelfen, vorgeschlagen,  dafs  man  sich  der,  aus  einer  Tafel  der  natür- 
lichen Sinus  zu  entnehmenden,  Näherungswerte  der  verschiedenen  Glieder, 
welche  man  sucht,  bedienen  solle.     So  hat  man  in  unserm  Beispiele 


cos 


+  >/^lsin- 


41       »     ^        *  41    ' 

also  allgemein: 

r"  +  ^        =  2  cos  ~i^— ' 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  2;  =  1,  so  ergfebt  sich: 

ya  ^.  yn-a  _  2  cos -jj— • 

Mit  Hülfe  dieser  Formel  lassen  sich  die  Gröfsen  g,  q', ...  auf  eine 
sehr  einfache  und  bestimmte  Weise  folgendermafsen  ausdrücken: 
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q   =  2  cos  -;jj-  +  2  cos  ^^ 
q    =2cos-^^-  +2cos-jj- 

,,         o  10«     ,    a  8« 

i'  =  2  cos  -^  +  2  cos  ^^ 
u.  s.  w. 

Geht  man  sodann  von  den  aus  vier  Gliedern  bestehenden  Perioden 
q  zu  den  Perioden  yon  zwei  Gliedern,  die  wir  mit  t  bezeichnet  habeD^ 
über^  so  erhält  man  für  die  letzteren  die  sehr  einfachen  Werte: 


^          o            2« 

t   =2cos~-, 

^Y           rt           18« 

t^   =2  cos  — — 

./          rt           26« 

t   =2cos-^Y-, 

^xi  _  2  cos  ^l^ 

,,f       rt         10« 

t    =2C08^JJ-, 

t^^2GOS    ®^ 

u.  s. 

w. 

Nimmt  man  nun  für  diese  Gröfsen  die  angenäherten  Werte^  mit 
den  ihnen  zukommenden  Vorzeichen  versehen,  so  ist  bei  der  Auflosung 
der  quadratischen  Gleichungen,  welche  die  verschiedenen  Werte  von 
q  und  t  geben,  keine  Zweideutigkeit  mehr  zu  befürchten. 

541. 

Man  erkennt  übrigens  a  priori  den  Grund,  warum  die  allgemeine 
Lösung  so  vielen  Zweideutigkeiten  unterliegt,  selbst  wenn  man  sich 
aller  Hülfsmittel  bedient,  welche  die  Methode,  um  aus  einer  gegebenen 
Periode  alle  andern  von  derselben  Gliederzabi  abzuleiten,  an  die  Hand 
giebt.  Derselbe  besteht  darin,  dafs  die  allgemeine  Losung  gilt^  wel- 
ches auch  der  Wert  der  ganzen  Zahl  Je  sein  möge;  und  da  diese 
Zahl  alle  Werte  von  1  bis  n  —  1  annehmen  kann,  so  ist  klar,  dafs 
jede  Veränderung  des  Wertes  von  k  die  K«ihenfolge  der  aus  einer 
und  derselben  Anzahl  von  Gliedern  bestehenden  Perioden  verän- 
dern mufs. 

So  kann  man  bei  dem  Beispiel  n  —  1  b=  40,  mit  dem  wir  uns 
beschäftigen,  für  Je  vierzig  verschiedene  Werte  nehmen;  unter  diesen 
giebt    es   je    zwei,    welche    dieselben   Werte    von  t   hervorbringen, 

da  der  Wert  ^  =  2  cos sich  nicht  ändert^  wenn  man  n  —  Je  für 

Je  setzt.    Man  mufs  daher  für  eine  und  dieselbe  Wurzel  ^,  in  welcher 
a  konstant  ist,  20  verschiedene  Werte  finden,  und  diese  20  Werte,  die 
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alle  unter  einander  verschieden  sind,  stellen  die  vollständige  Reihe 
t,  t\  r,  ...f^  dar. 

Die  Zahl  20,  welche  aus  den  drei  Faktoren  5- 2-2  zusammen- 
gesetzt ist,  erkrärt  sich  in  natürlicher  Weise  durch  die  f&nf  Werte 
von  Py  welche  aus  der  Gleichung  {Ä)  sich  ergeben,  durch  die  awei 
Werte  von  *2,  die  man  aus  der  Gleichung  g*  —  J^Ö'  +  p'  +  p"  =  0 
erhalt,  und  durch  die  zwei  Werte  von  ^,  die  aus  der  Gleichung 
f  —  ff*  +  2^"™  =  0  entspringen. 

542. 

Will  man  nur  das  schliefsliche  Resultat  haben,  sei  es,  um  sämt- 
liche Wurzeln  der  Gleichung  X  =»  0  zu  erhalten,  oder  sei  es,  um  die 
Peripherie  des  Kreises  in  n  gleiche  Teile  zu  teilen,  so  kann  man  die 
soeben  angeführten  Schwierigkeiten  gröfstenteils  vermeiden,  und  man 
bedarf  nur  einen  kleinen  Anzahl  von  Versuchen,  um  zu  einer  oder 
mehreren  Lösungen  in  der  einfachsten  Form,  deren  sie  föhig  sind, 
zu  gelangen.     Wir  wollen  dies  an  dem  Falle  w  =  41  erlautem. 

Zunächst  mufs  man  den  angenäherten  Wert  einer  Wurzel  der 
Gleichung  suchen  und  sodann  aus  dieser  Wurzel,  welche  mit  p  be- 
zeichnet sei,  die  vier  andern,  welche  wir  jp',  p\  p'",  p^  genannt 
haben,  bestimmen.  Das  Resultat  dieser  Rechnung,  für  welche  wir 
oben  die  erforderlichen  Formeln  angegeben  haben,  ist  folgendes: 


Angenäherte  Werte  der  Wurzeln. 

Logarithmen  derselben. 

p   =      3,0625390796 

0,48608163926 

p'  =      0,4461014296 

9,6494332150 

p"  =      1,2162875038 

0,08503624496 

/" 1,1958668406 

0,0776828238 

f^ 4,5290611724 

0,6560081866 

Mittelst  dieser   Wurzeln  berechnet  man   die  Werte  von  q   und  g^, 
ebenso  die  von  g"  und  g^^  nämlich: 
q  und  g^'^nach  der  Formel: 

1  t/1 f  2,3573430658 

ä  =  ¥i^  +V-IP'  -P   -i^"    =  (  0,7051960138, 
q    und  2^°  nach  der  Formel: 


^-=\p"±y^r-p"'-i^^  =  [_l 


3,0769019087 
,8606144049. 


J 
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Wir  bemerken  ferner,  dafs  sich  unter  den  Gleichungen;  welche 
je  zwei  der  zwanzig  Werte  von  t  bestimmen,  die  Gleichung 

findet,  aus  der  man  die  folgenden  beiden  Werte  erhält:  - 


>-if±V{ur-^- 


Nach  dem  vorstehenden  Resultate  mufs  aber  q  eine  der  beiden  Zahlen 

2,357 ,   0,705 und  q'  eine   der   beiden  Zahlen  3,0769 , 

—  1,8606  ....  sein.     Somit  kann  man  nur  folgende  vier  Annahmen 
machen :  ^^ 

\q  =  2,3573430658  „  \q  =      2,3573430658 


q"  =  3,0769019087  {q"=-  1,8606144049 

(q  =0,7051960138  jq  =      0,7051960138 


|2  =      0,7 
13"= -1,8 


q"  =  3,0769019087  [q" 1,8606144049. 

Die  zweite  Annahme  kann  nicht  stattfinden,  weil  die  daraus  sich 
ergebenden  Werte  von  t  imaginär  sein  würden.  Die  dritte  Annahme 
kann  ebenfalls  nicht  gelten,  weil  sich  daraus  ein  Wert  von  t  ergäbe, 
der  gröfser  als  2  wäre,  und  der  somit  nicht,  wie  es  sein  muTs,  durch 
2  cos  0)  dargestellt  werden  könnte.  Man  hat  daher  nur  die  Werte 
von  t  zu  berechnen,  welche  sich  aus  der  ersten  und  vierten  Annahme 
ergeben.     Diese  Werte  sind: 

„.,       ^,       ^      \t=     1,6358587205  =  2  cos  (35»  7' 19",  0244) 
Beider   LAnnahmej^^     1,4410431882  =  2 cos (43» 54' 8", 7804) 

T,o  TTA  L  f<=-0,52996300385=2cos(105''21'57",07311) 
Bei  der  II.  Annahme}^ l,33065140105=2cos(131<>42'26",34157). 

Nun  hat  man  aber: 

-|j=-=    350  r  19",  02439,       ^=3    43054'  8",  78049 

^  =  105»21'57",  07317 ,       ^'-  =  131»42'26'',  34146. 

41  '41  ' 


Mithin  kann  man  hieraus   schliefsen,   dafs  die  vier  bei  unsern 

"IT 


ää 

beiden  Annahmen  gefundenen  Werte  von  t  genau  gleich  2  cos  -—r- , 


2  cos —rr—,  2 cos— rj—,  2 cos—,;—    sciu    wurden,   wenn   man    in    den 

41     '  41     '  41  ' 

Formeln  die  genauen  Werte  der  Wurzeln  2>,  y,  p",  p",  p^  substituiert 
hatte.     Daraus  ergeben  sich  die  folgenden  vier  Losungen: 

Legendre,  Zahleatheorie  IL  15 
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1.  Losung: 


8« 


=  i9"  +  TVr^^^9  l^-U+iVp"  -'^p'-'^p" 


41  2  ^      '     2 

2.  Lösung: 


2  COS 


2coa 


3.  Lösung: 


247r   

4i~         2 

4.  Lösung 


so  71 


=  la"-iV^"'-^2 


q"^i/'+iVp"'-4p"-4pi^ 
!Z  =Yi>  —  Y^P"  ~  ^P  —  *P" 


Eine  einzige  von  diesen  Losungen  genügt,  um  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  X  =  0  zu  erhalten.     Denn  setzt  man  z.  B. 


8« 


=  cos^  +  V^-l 


sin 


8» 
IT 


SO  erhält  man  aus  dieser  Wurzel  alle  andern  durch  die  aufeinander- 
folgenden Potenzen  r^,  r*, . . .  f^^. 


543. 

Wir  wollen  jetzt  zusehen,  welchen  Vorteil  diese  Unter- 
suchung gewährt,  wenn  es  gilt,  die  Funktion  X  vom  n— !*■ 
Grade  in  Faktoren  zu  zerlegen,  deren  Grade  Teiler  von 
n  —  1  sind. 

Will    man    die  Funktion  X  nur   in   zwei   Faktoren  vom   Grade 

m=Y(^""l)    zerlegen,    so    braucht    man    4X  nur   auf   die   Form 

Y^  +  nZ^  zu  bringen,  nämlich  auf  die  Form  Y^  +  »Z*,  wenn  n 
von  der  Form  4i  —  1,  und  auf  die  Form  Y^  —  nZ^,  wenn  n  von 
der  Form  4i  +  1  ist.  Nur  in  diesem  letzteren  Falle  sind  die  Fak- 
toren m*«-»  Grades  reell,  da  4X=  (7+  Zyn){Y  -  ZYn)  ist 

Allgemein  kann  man,  wenn  n  —  1  =  mTc  gesetzt  wird,  das  Polynom 
X  vom  Grade  mh  in  Tz  Polynome  vom  Grade  m  zerlegen.  Dies  giebt 
so  viel  mögliche  Zerlegungen,  als  es  Arten  giebt^  die  Zahl  n  —  1  als 
Produkt  zweier  Faktoren  darzustellen. 

In  dem  Beispiele,  mit  dem  wir  uns  beschäftigen  und  in  welchem 
n — 1  =  40  =  2^.5  ist,  kann  man  das  Polynom  X  vom  40*^  Grade 
auf  fünf  verschiedene  Arten  zerlegen,  nämlich: 
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in  2  Faktoren  vom  Grade  20 
in  4  Faktoren  vom  Grade  10 
in  5  Faktoren  vom  Grade  8 
in  10  Faktoren  vom  Grade     4 

in  20  Faktoren  vom  Grade     2. 

* 

Wir  wollen  diese  verschiedenen  Fälle  entwickeln. 

Nach  den  vorhergehenden  Rechnungen  sind  die  zwanzig  Fak- 
toren zweiten  Grades: 

T     ~a?  —  tx      +1 
r     =  ic*  —  <'«     +1 

T'  =3^  —  rx  +1 


r^^=  «« —  f"^+ 1. 


Durch  Multiplikation  der  beiden  Faktoren  T  und  T^'  bildet  man  den 
Faktor  Q  vom  vierten  Grade;  ebenso  erhält  man  durch  Multiplikation 
der  beiden  Faktoren  T"  und  T^  den  Faktor  Qf  u.  s.  w.  bis  zum 
Faktor  Q^^,  so  dafs 'die  zehn  Faktoren  Q,  Qf,  Qf',...Q^  folgender- 
mafsen  ausgedrückt  werden: 

Q  =  (a;«  +  ly  -  x(a^  +  l)g  +  q'^'^x^ 
Qf  =  (x«  +  1)«  —  x{x^  +  1)3'  +  jix  X* 
q'  =  (x«  +  1)«  -  x{^  +  1)2"  +  gjc« 


^=  {^  +  1)«  -  a;(x»  +  1)3^^+  3^°  a;«. 

Die  Faktoren  achten  Grades  werden  gebildet  durch  Multiplikation 
zweier  Faktoren  vierten  Grades  von  der  Art  wie 

Man  erhält  auf  diese  Weise: 

-  a^ix"  +  \){qq'  +  q^q'^)  +  x'^"q^^^K 

Werden  in  diesem  Ausdrucke  zunächst  die  Koefficienten  auf  die 
lineare  Form  gebracht  und  sodann  durch  die  Wurzeln  p  ausgedrückt, 
so  erhält  man,  da  sich  aus  dem  Werte  des  Faktors  P  sogleich  die 
vier  andern  ergeben,  das  System  dieser  Faktoren  in  folgender  Form: 

15* 
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P    =  (a;«  +  1)*  -  xia^  +  Ifp  +  x\a^  +  iy(p'  ^f  + /") 

+  ar'(a?  + 1)(1  +i,)  +  a?*(p  +  jj^^) 
F  =  (x«  +  1)*  -  fl!(»«  +  l)y  +  a;«(««  +  l)«(p"  +/" +|,iv) 

+  a;«(x«  +  l)(l+l,')  +  a:*(l>'+l)) 
•p"  =  («« 4-  1)*  _  «(«« +  l)y'  +  «*(a^  +  l)»(j)"'  +  p^  +1)) 

+  0^(0:»+  1)(1  +1,")  +.a:«(2)"  +P') 
P'"  =  (ic«  +  1)«  -  x{f  +  l)y"  +  »*(«»  +  l)*(j>''^  H-J) +!>') 

+  ar-Ca?  +  1)(1  +p"')  +  a;*(p  "  +p") 
piv=  (a;«  + 1)*  —  x{^  +  l)Vv  +  ««(x*  +  1)«0  +  j>'  +  J)") 

+  a;»(a;«  +  1)(1  +  j>"0  +  «*(J^  +  J>"'). 

544 
Die   zwei  Faktoren    vom    zwanzigsten   Grade,    welche    in  dem 
Polynom  X  aufgehen,  h'aben  wir  bereits  gebildet;  wir  sochen  daher 
j^t  die    vier  Faktoren    zehnten   Grades.     Zu  diesem  Zwecke 
müssen  wir  zunächst  die  Werte  der  vier  Perioden 

9  =  (10:1),    (»'-=(10:</),    (»"=(10:/),    if"^{\0:f) 
haben,  deren  Entwicklung,  wenn  stets  ^  ^  13  "genommen  wird,  fol- 
gendermafsen  lautet: 

(►  =  (  1,  25,  10,  4,  18;  40,  16,  31,  37,  23) 
p'  =  (13,  38,  7,  11,  29;  28,  3,  34,  30,  12) 
p"  —  (  5,  2,  9,  20,  8;  36,  39,  32,  21,  33) 
(»'"=  (24,  26,  35,  14,  22;  17,  15,  6,  27,  19). 
Hieraus  ergiebt  sich  dem  Satze  des  Artikel  500  zufolge: 

p«  =8-2p  +(»"+2r,   99 2+2p',  pp" 2+p  +  p" 

p'«  =8-2c'  +r+2p  ,   99    =-2+2p",  dii" 2+p'+r 

(»"»=8-2p"  +  p  +2(»',   ^"p" 2  +  2^'", 

p"'*=8-2r+9'+2p",   p'> 2  +  2p. 

Um  die  Gleichung  vierten  Grades,  durch  welche  q  bestimmt  wird, 
zu  erhalten,  bilden  wir  der  Reihe  nach  die  Gleichungen: 
p«  +  2(»  -  8  =  p"  +  2?'" 
p»  +  2p*  —  13(>  +  6  —  p" 
p*  +  2p»  -  13p«  +  5p  +  2  -=  p" 
und  erhalten  aus  den  beiden  letzteren  die  gesuchte  Gleichung: 
p*  +  p»  -  15  p«  +  18p  -  4  =  0. 
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Dieses  Resultat  hätte  man  auch  direkt  mittelst  der  Formel  in  No.  517 
erbalten  können;  man  findet  dasselbe  in  der  Tafel  der  No.  522. 

Kennt  man  eine  Wurzel  q  dieser  Gleicbung,  so  erbält  man  die 
drei  andern  in  der  einfachsten  Weise  durch  die  Formeln  : 

9-=-2lI^>    9  =1  +  13^'    9    =-2--. 

Übrigens  läfst  sich  die  in  Rede  stehende  GleichuDg  in  zwei 
Gleichungen  zweiten  Grades  zerlegen,  und  zwar  sind,  dieselben,  weon 
man  a  =  j/iT  setzt, 

9*  +  YP(«  +  l)--i-(«  +  5)  =  0, 
und  hieraus  ergiebt  sich: 

J,«)=-4-(«  +  l)  +  iV2a«  +  10a. 

Die  angenäherten  numerischen  Werte  sind: 
«=-      6,40312423809 


1/2  a»—  10«  =      4,23895713816 
y2a*+  10a  =     12,08433872337 
Q  =      0,29104177498 
q'  =      1,17030362132 
q"  =      2,410520344065 
^'"=.—  4,871865820365. 
Mit  Hülfe  der  Eettenbrttcbe  wQrde  man  die  folgenden  Werte,  die 
sich  aus  einander  ableiten  und  nahezu  ebenso  angenähert  sind,  wie 
die  vorstehenden,  finden: 

_  ^66     ,    34806     „  _  89741     ,„    _  24676 
*  ~  17403  '  *  "^   29741  '   *  ~  12888  '   ^        6066 

Es  ist  bemerkenswert,  daJüs  man  die  Wurzeln  q,  q,  q",  ^"'  aus 

den   oben  fSr  t,  t',  t",  . . ,  gefundenen  Werten  erhalten  kann.    Man 

hat  nämlich: 

Q  ^t    +  <iv  +  <^^+ <xn  ^  <xvi 

p  =  f    +  <v  +  ^ix  +  ^xm^  f  xvn 
ff"  =  t"  +  <^  +  «^    -\-t^+  t'^'''^ 
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Mithin  drücken  sich  die  Werte  von  (>,  welche  durch  einfache 
Quadratwurzeln  dargestellt  werden,  auch  durch  die  Grofsen  t  aus, 
von  denen  jede  von  einer  Gleichung  fünften  Grades  und  zwei  Glei- 
chungen zweiten  Grades  abhängt.  Diese  Identität  dürfte  man  bei 
Anwendung  der  später  angegebenen  Werte  von  p  nicht  leicht  nach* 
träglich  beweisen  können. 

545. 
Will  man  jetzt  den  Faktor  zehnten  Grades  haben,  welcher  alle 
Wurzeln   der  Periode  q  enthält,   so    hat   man   nur   das  Produkt    zu 
bilden: 

^'{y  -  0(y  -  ^'^)(!/  -  ^"""^(y  -  ^^'^)(y  -  *^')> 

worin  y  =  — ^^  ist.     Stellen  wir  die  Entwicklung  dieses  Produkts 

durch 

a;»(y5  —  ay*  +  ßf  —  yy*  +  Sy  —  £) 

dar,  so  haben  wir  zunächst: 

Ferner  erhalten  wir  aus  den  Werten: 

t^r  +  T^",      <i^  =  r>«  +  r^,      i^™  =  r*»  +  r»,      t^  =^  r*  -\-  r^\ 

die  folgenden  Gleichungen: 

ß  =  S(tt^)  +  Sitt"^)            =  -  1  —  p  +  p'" 
y  =  SQt^yfnii)  4-  S(«iv<xn)  =  _  2  -  9  +  p' 
d  =  Sitt^t^^t''^^)  3  -  p"  -  3p'" 

Mithin  ist  das  gesuchte  Polynom  zehnten  Grades : 

(x*  +  1)5  _  pa,(a;8  +  1)1  _  (1  +  p  _  f/")x\x'  +  1)» 

-t-  (2  +  9  -  p')a;'(a;*  +  1)*  -  (3  +  9"  +  3p"')x«(a^  +  1)  -  (1  -  9)^. 

Diese  Funktion  giebt  im  Verein  mit  den  vier  andern,  die  daraus 
entstehen,  wenn  man  jeden  Buchstaben  p  um  eine  Stelle  vorrücken 
läfst,  die  vier  Faktoren,  deren  Produkt  gleich  X  ist.  Auf  diese 
Weise  ist  also  die  Gleichung  vierzigsten  Grades  X  =  0  unmittelbar 
in  vier  andere  vom  zehnten  Grade  zerlegt,  deren  Koefficienten  nur 
von  den  durch  einfache  Ausziehung  von  Quadratwurzeln  bestimmten 
Gröfsen  q  abhängen. 


1 
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§4. 
Bednktionsmetliode  znr  Vervollständigung  der  vorstellenden  Theorie. 

546. 
Es  dürfte    nicht  unnützlich   sein,    die    soeben    von    uns    ent- 
wickelte Theorie  in  wenige  Worte  zusammenznfassen. 

Ist  dieGleichung  a;**  — 1  =  0,  in  welcher  der  Exponent  n  eine 
Primzahl  ist,  gegeben,  und  sieht  man  von  dem  Faktor  x  —  1  ab,  so 
reduciert  sich  alles  auf  die  Bestimmung  der  imaginären  Wurzeln,  der 
Gleichung  X  =  0,  und  da  jede  Wurzel  von  der  Form 

COS [-  V —  1  Sin 

ist,    so    braucht    man    nur   einen   der    reellen    Werte    von   a;  H , 

welcher  stets  durch  2  cos dargestellt  wird,  zu  haben.     Hierzu 

gelangt  man  durch  die  Auflösung  einer  Reihe  von  Gleichungen,  deren 
Grade,  mit  einander  multipliciert,  das  Produkt  ^(n—l)  ergeben,  und 
deren  Wurzeln  sämtlich  reell  sind. 

Ist  k  die  grofste  Primzahl,  welche  in  n — 1  aufgeht,  und  ist 
n  —  1  =  mkf  so  bildet  man  zuerst  die  Gleichung  vom  Grade  Je,  welche 
die  Perioden  von  m  Gliedern,  nämlich  (fn:l),  (m:g),  (in:g%"*  (^•5'*"'0; 
worin  g  eine  der  primitiven  Wurzeln  von  n  ist,  zu  Wurzeln  hat.  Diese 
Gleichung,  welche  von  der  Form  |)*+P*'~^  +  ^'P*~^  +  /'.P*~^H —  =  f> 
ist,  und  deren  Eoefficienten  stets  ganze  Zahlen  sind,  besitzt  die  fol- 
genden zwei  bemerkenswerten  Eigenschaften: 

1)  Wenn  die  Wurzeln  p,  p\  p\ ...  die  Werte  der  Perioden  von 
m  Gliedern  in  der  Reihenfolge  (w:l),  (mig),  {m:g^),..,  oder  allge- 
mein in  der  Reihenfolge  (w^:a),  (tniag),  (m:ag^),...  sind,  und  wenn 
eine  dieser  Wurzeln  bekannt  ist  und  mitjp  bezeichnet  wird,  so  ergeben 
sich  alle  folgenden  p,  p\  .  .  .p^*""^)  aus  p  und  den  aufeinanderfolgen- 
den Potenzen  i?*,  2>^  .  . .  p*""^  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 
A  +  Bp  -(-  G]^  -j-  .  . .  -j-  ij?*-^,  in  welchem  die  Eoefficienten 
A,  jB,  . . .  rationale  Zahlen  sind. 

2)  Ist  eine  rationale  ganze  Funktion  g?  der  Wurzeln  p,  p',  p'\*. 
oder  nur  einiger  von  ihnen  gegeben,  und  läfst  man  die  Buchstaben 
p  um  eine  Stelle  vorrücken,  um  nach  und  nach  von  der  Funktioii  tp 
zur  Funktion  9',  darauf  von  der  Funktion  tp  zur  Funktion  9"  u.  s.  w. 
überzugehen,  bis  man  zur  Funktion  gj^*— ^>  gelangt,  so  ist  die  mit  S{fp) 
bezeichnete  Summe  dieser  h  Funktionen   gleich    einer   ganzen   Zahl. 
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Bei  diesen  fortlaufenden  Veränderungen  der  Funktion  fp  nimmt  jede 
in  ihr  vorkommende  Wurzel  p^**^  nach  und  nach  alle  Werte  p^*'\  pt«+« 
^(a+2)^ . . .  j)("-i)  an,  welche  in  der  Reihe  p,  p\  p", .  . .  p^^"^^  ent- 
halten sind.  In  dieser  Reihe,  Welche  in  sich  selbst  zurückkehrt,  kann 
jedes  beliebige  Glied  als  erstes  Glied  genommen  werden. 

547. 

Ist  die  Gleichung  in  p  gelöst,  und  nennen  wir  Je  die  grofste 
Primzahl,  welche  in  m  aufgeht  (wo  Je  auch  gleich  Je  sein  kann),  so 
dafs  m^=mJe  ist,  so  mufs  man  die  Periode  p==^{m:a)  in  H  Perioden 
von  w' Gliedern,  nämlich  in  {mia),  (miaJi),  (m':aA*),...  (w^ai*"^), 
wo  Jh  =  g^  ist,  zerlegen.  Diese  Perioden,  welche  durch  g,  ?^*>, 
q^^^\  . . .  2^*'*"*)  bezeichnet  sein  mögen,  sind  die  Wui:zeln  einer  Glei- 
chung in  g  vom  Grade  Ä',  deren  Koefficienten  sich  sämtlich  in  linearer 
Weise  durch  die  bekannten  Wurzeln  p,  p\  p\ • . .  ausdrücken  lassen. 

Die  andern  Perioden  von  m  Gliedern,  nämlich:  {m\ag)^  (w.aj*),... 
zerfallen  ebenfalls  in  Ji  Perioden  von  m  Gliedern  mittelst  einer 
Reihe  von  Gleichungen  in  j,  welche  aus  der  ersten  gefundenen  Glei- 
chung entstehen,  wenn  man  nach  und  nach  die  Buchstaben  |)  om 
eine  Stelle  vorrücken  läfst.  Man  braucht  jedoch  nur  die  erste  Yon 
diesen  Gleichungen  aufzulösen;  denn  aus  einer  gegebenen  Wurzel ; 
dieser  Gleichung  kann  man  die  Werte  aller  andern  Perioden  von  % 
Gliedern  mittelst  rationaler  Ausdrücke,  in  denen  keine  Unbestinuni- 
heit  übrig  bleibt,  ableiten.  Ebenso  findet  man,  dafs,  wenn  irgend 
eine  ganze  rationale  Funktion  der  Wurzel  j  oder  nur  einiger  von 
ihnen  nach  und  nach  JeJi  Werte  erhält,  indem  man  jede  Wurzel  j*'- 
den  ganzen  Cyklus  von  Werten,  welche  sie  überhaupt  annehmen  kann, 
durchlaufen  läfst,  die  mit  5(9)  bezeichnete  Summe  aller  dieser  (^mk- 
tionen  in  linearer  Weise  durch  die  bekannten  Wurzeln  p,  p,  /•• 
ausgedrückt  werden  kann. 

Setzt  man  diese  Zerlegungen  so  lange  fort,  bis  das  letzte  Glied 
der  Reihe  m,  m',  w", . . .  gleich  2  ist,  so  erhält  man  schliefslich  die 
Gleichungen,  welche  die  allgemein  durch  x^-^-x^^  dargestellten 
Perioden  von  zwei  Gliedern  zu  Wurzeln  haben,  und  die  somit  die 
vollständige  Lösung  des  Problems  geben. 

548. 
Die  Theorie,  deren  hauptsächlichste  Ergebnisse  wir  soeben  an- 
gegeben haben,  läfst  die  Auflösung  der  Gleichungen  in  p,  j^;-*-  ^^ 
welche  in  Bezug  auf  die  Anzahl  der  Glieder  vollständig  sind  und  in 
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mancher  Hinsicht  gröfsere  Schwierigkeiten  darbieten  können,  als  die 
Gleichung  x*  —  1  ^=»  0,  welche  den  Hauptgegenstand  unsrer  Unter- 
suchungen bildet.  Um  diesem  Übelstande  abzuhelfen,  hat  Gauss 
eine  besondere  Methode  angegeben,  mittelst  welcher  sich  die  Auf- 
losung der  in  Rede  .  stehenden  Hülfsgieichungen  in  jedem  Falle  auf 
die  Auflösung  einer  zweigliedrigen  Gleichung  von  demselben  Grade, 
in  welcher  das  bekannte  Glied  die  Form  a  +  6  Y—  1  besitzt,  zurück- 
führen läfst,  so  dafs  alsdann  eine  vollständige  Gleichung  h^^  Grades 
aufgelöst  werden  kann  durch  die  Teilung  eines  Winkels,  dessen 
Cosinus  und  Sinus  bekannt  oder  wenigstens  bestimmt  sind,  wenn  die 
Teilung  des  Kreises  in  Je  gleiche  Teile  als  bekannt  vorausgesetzt  wird. 

Diese  ßeduktionsmethode  ist  um  so  bemerkenswerter,  als  sie  zu 
der  Zeit,  wo  sie  ihr  Erfinder  veröffentlichte,  von  den  Mathematikern 
als  das  erste  einigermafsen  allgemeine  Beispiel  der  Auflösung  von 
den  vierten  Grad  übersteigenden  Gleichungen,  welches  bis  dahin  be- 
kannt geworden  war,  betrachtet  werden  durfte. 

Wir  werden  hier  diese  Methode  unter  einem  neuen  Ge- 
sichtspunkte entwickeln,  welcher  die  Anwendungen  bedeutend 
erleichtern  und  die  Weitläufigkeit,  welche  bis  dahin  bei  dieser  Art 
von  Rechnungen  unvermeidlich  schien,  vollständig  beseitigen  wird. 

Um  den  Geist  der  Methode  und  das  Gesetz  der  Resultate  leichter 
begreiflich  zu  machen,  werden  wir  nicht  blofs  einen  speciellen  Fall 
betrachten,  sondern  allgemein  die  Gleichung  fünften  Grades  auflösen, 
welche  die  fünf  Perioden  von  m  Gliedern,  die  bei  der  Ajinahme 
n  ==  5  m  4"  1  auftreten,  zu  Wurzeln  hat.  Sodann  werden  wir  zeigen, 
wie  man  die  Gleichung  siebenten  Grades,  welche  in  dem  Falle 
n  »=  7m  4"  1  stattfindet,  auflösen  könne. 

549. 
Über  die  Hülfsgleichnng  fünften  Grades,  welche  in  dem  Falle 
n  =  5m  +  1  aufzulösen  ist. 
Diese  oben  durch 

0  =^5  ^/  +  Pp3  ^Qp^^Bp'-Q 
dargestellte  Gleichung  hat  zu  Wurzeln  die  fünf  Perioden  von  m  Glie- 
dern, in  welche  die  alle  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  enthaltende 
Periode  (5  m:  1)  zerfallt 

Sind  p,  p\  p\  p\  p^  die  fünf  Wurzeln  der  in  Rede  ^tehenden 
Gleichung,  so  setzen  wir: 

Y  «  i>  +  i>' JS  +  p'R^  +  i>'"U»  +  |)i^lJ*, 
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wo  R  eine  der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung  ü*  —  1  -^  0  ist. 
Erhebt  man  den  Wert  von  T  ins  Quadrat,  und  bringt  man  das 
Resultat  auf  die  Form: 

so  sieht  man  leicht,  dafs  a,  b,  c,  d,  e  die  folgenden  Werte  haben: 

l^p'^  +2p'p    +2p"p'^ 

c=p"«  +  2p'V  +2p^p 

d^p"'+2f^p'+2pp 

e^p^'+2pp"    +2pp\ 
In  jedem  Jbesonderen  Falle  mufs  man  diese  KoefGcienten,  je  nach 
dem  Werte,  welchen   man  für  die  primitive  Wurzel  genommen  hat^ 
auf  die  lineare  Form  bringen,  und  man  sieht  von  vornherein^    dafs, 
wenn  sich  der  Koefficient  a  durch 

ap  +  ßp  +  yp"  +  tfp'"  +  ^P^^ 
darstellen  läfst,  der  Koefficient  b  durch  dieselbe  Formel  ausgedrückt 
wird,  wenn  man  darin  nur  die  Buchstaben  p  um  eine  Stelle  vor- 
rücken läfst  und  p^  als  gleichbedeutend  mit  p  ansieht  Ebenso  ver- 
fährt man,  um  den  Ausdruck  der  folgenden  Koefficienten  c,  d,  e 
zu  erhalten.  Auf  diese  Weise  wird  der  Wert  von  !P  folgender- 
mafsen  dargestellt: 

T*=  ap    +  ßp'  +  yp"  +  dp"  +  Bp^ 

+  E*(«p    +  ßp"  +  yp"'  +  Sp'y+  ep) 
+  B*{ap"  +  ßp"  +  ypiv^  Sp    _,.  .p-) 

+  Sfiap"  +  ßp^+yp    +Sp'   +ep") 
+  B^iap^+  ßp    -\-yp'   +  8p"  +  sp"'). 

550. 
Wir  bemerken  jetzt,  dafs  dieser  selbe  Wert,  wenn  man  ihn  nach 
den  Wurzeln  p,  p,  p  ,  p"',  p"^  ordnet,  die  folgende  Form  annimmt: 
T»=       p    {a-\-  sB^  +  Sm  +  yR^  +  ßW) 
+  P'   (/?  +  «2?  +  «7?*  +  SB*  +  yJi«) 
+  P"  (y  +  ßJ^  +  «^'  +  e^'  +  ^-B") 
+  P"  (*  +  y-K*  +  /Jli*  +  aiJ*  +  «ü*) 
+  f^{s  +  «J2?  +  yR'  +  ßR*  +  alf). 
Nennen  wir  A  die  Funktion  von  R,  mit  welcher  p  multipliciert  ist. 
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so  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  -4B*,  ÄB\  AR^,  ÄR^  in  analoger  Weise 
die  Funktionen  von  R  darstellen,  mit  denen  p,  p',  j)'",  jp^  multi- 
pliciert  sind.     Setzt  man  also: 

^  =  «  +  £iJ*  +  dB*  +  yi?»  +  ßR\ 
so  erhält  man: 

r«  =  Ä{p+pR*+p'R*+p''R'  +  j)ivÄ»). 
In  dieser  Formel   ist  die   rechte  Seite   das  Produkt   aus  A)   welches 
eine  Funktion  von  R  allein  ist,  und  dem  Polynom 

p  -{.  p'R^  +  f  R^  +  p'^'R^  +  p^R^^ 

welches  nichts  anderes  ist  als  das  Polynom  T,  wenn  man  darin  jß^ 
an  die  Stelle  von  R  setzt.  In  ähnlicher  Weise  konnte  man  R^  und 
JJ*  an  die  Stelle  von  R  setzen  und  so  die  vier  Polynome  bilden: 

T   =p+p'R  +p"2J»+j)'"ü8  +i)ivjj4 
(1)  r  =p  +  pR^+  p'R^  +  p-R'  +  p'^Rf^ 

r'=p+  pR^  +  pR^.  +  p"R?  +  p^R'^ 
r"^p+  pR^  +  p'E«  +  f'R'^  +  p^R'\ 

Es  ist  auch  gut,  die  vier  Polynome  zu  betrachten,  die  in  ähnlicher 

Weise  aus  dem  ersten  Ä  gebildet  sind,  nämlich: 

A    =  «  +  «2?«  +  dE*  +  yB«  +  ßR^ 

^2)  A'   =a  +  aB*  +  (JE«   +  yiJ"  + /JB^« 

A'  =a  +  eR'  +  dR'^  +  yR'^  +  ßR^ 
A"  =:^a  +  BR^^  8R^^  +  yjB«*  +  ßR^\ 
Diese   beiden  Arten  von  Funktionen  werden  uns  ebenso 

allgemeine  wie  interessante  Sätze  liefern. 

551. 

Der  erste  von  diesen  Sätzen  ist  derjenige,  welchen  das  in 
der  bereits  gefundenen  Gleichung 

T^^AT 

enthaltene  Hesultat  darstellt.  Derselbe  gilt,  welches  auch  die  zu  der 
aufzulösenden  Gleichung  gehörige  Primzahl  n  von  der  Form  5m -(-l 
sein  möge.  Untersuchen  wir  jetzt  die  Folgerungen,  die  man  aus 
diesem  ersten  Kesultate  ziehen  kann. 

Die  Gleichung  T*  =  -4T',  in  welcher  man  der  Reihe  nach  jB*, 
22^  JR*  an  die  Stelle  von  R  setzen  kann,  liefert  drei  andere,  so  dafs 
man  die  vier  Gleichungen  erhält: 
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(3)        T^^AT-,  r^=A'r";  r'«=^"T;  r"«=^'"r, 

und  multipliciert  man  diese  mit  einander^  so  folgt: 

Trrr''  =  AÄÄ'A"\ 

Man  sieht  ferner,  dafs   sich  die  drei  Polynome   T\  T\  T"  in 
folgender  Weise  rational  mit  Hülfe  von  T  ausdrücken  lassen: 

rpf  T     ,  m'f  T        ^  rp,„  T 


und  setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  TT'T"T'"=  il^'il"il'" 
oder  in  die  Gleichung  T"^=^A"T  ein,  so  ergiebt  sich  in  beiden 
Fällen  das  Resultat: 

(4)  r^  =  ^M'M'"*^". 

Auf  diese  Weise  haben  wir  bereits  ein  Mittel  zur  Bestimmung  des 
Polynoms  T  als  Funktion  der  Gröfsen  A,  welche  sämtlich  bekannt 
sind;  denn  wenn  die  Zahl  n  gegeben  ist,  kann  man  leicht  die  Koef- 
ficienten   a,  ß,  y,  d,  e,  welche  in  dem  linearen  Werte  von 

vorkommen,  und  welche  sämtlich  ganze  Zahlen  sind,  ermitteln.  Setzt 
man  z.  B.  n  =  41  und  nimmt  man  als  primitive  Wurzel  die  Zahl 
(/ =»  13,  so  findet  man  nach  Artikel  537: 

a  =  —  2p  +  Sp+  2p   —  4j)'", 
und  dies  giebt  in  unserm  Falle: 

a  =  —  2,     /J  =  3,    y  =  2,     d  =  —  4,     £  =  0. 
Kennt  man  T,  so  leitet  man  daraus  mit  Hülfe  der  vorstehenden 
Formeln  die  Werte  von  T\  T\  T'  her.     Addiert  man  sodann  die 
vier  Gleichungen  (1)  und  verbindet  damit  die  Gleichung: 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  p  die  Gleichung: 

(5)  bp 1  +  T+  r  +  T"  +  T". 

Man  erkennt  daher  unmittelbar  die  Möglichkeit,  die  Wurzel  p  mittelst 
der  Grofsen  A^  welche  Funktionen  von  22  sind,  zu  bestimmen.  Indessen 
würde  diese  Auflösung  zu  kompliciert  sein,  da  bei  ihr  T  durch 
die  Gleichung  (4)  d.h.  durch  Ausziehung  einer  15*®"  Wunsel  bestimmt 
würde,  während  es,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  leicht  ist,  sie  hlofs 
mit  Hülfe  einer  fünften  Wurzel  zu  bestimmen. 

552. 
Multipliciert  man  die  beiden  Polynome  T  und  T'\  welche  ähnliche 
Funktionen  von  iJ  und  iJ*  sind,  mit  einander,  so  wird  das  Produkt: 
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TT"  =  Ij)»  +  RUpp  +  B^Tpp'  +  B^Zpp"  +  iJ*Zi)i>iv. 

Setzt  man  aber  stets  n  =  5in4-  1?  ^o  ist^  wie  wir  oben  (Artikel  524) 
gefunden  haben  : 

Zj}«  =»  91  -.  9d;  Xp|)'  =  Xp|)"  =  Tlpp"  =  I^jö^v  =  —  fw, 
mithin: 

Tr"  —  n  —  m(l  +  2?  +  iJ*  +  B«  +  JB*) 
oder  einfach: 

TT"  =  n, 

da  die  Gleichung 

ijs  -  1  =  0, 

deren  linke  Seite  —  (B  — 1)(1  +  iJ + 2?  +  ü»  +  -B*)  ist,  die  Gleichung 

0=l+2?  +  i?  +  B»  +  iJ* 

nach  sich  zieht,  weil  nicht  R  —  1  «=  0  gesetzt  werden  darf. 

In  analoger  Weise  würde  man  T'  T"  «=»n  finden;  jedoch  ist  leicht 
zu  sehen,  dafs  diese  Gleichung  nur  eine  Folge  der  vorhergehenden  ist 
Wird  nämlich  T  durch  <t>(JB)  bezeichnet,  so  ist: 

r  — (D(2?«),  r'  =  (D(2i3),  r"  — (D(JB*), 

und  die  Gleichung  TT"  =  n  geht  über  in: 

(t>(iJ).(t>(-B*)  =  n. 
Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  i?  an  die  Stelle  von  £,  so  erhalten 
wir,  da  sich  alsdann  R^  auf  JS'  reduciert: 

0(i?)-^W  —  w  oder  T'T"  =  w. 

553. 

Die  Eigenschaften,  die  wir  soeben  für  die  Funktionen 
T  bewiesen  haben,  gelten  in  gleicher  Weise  für  die  Funk- 
tionen A,  Denn  werden  die  zweite  und  die  dritte  der  Gleichungen 
(3)  mit  einander  multipliciert,  so  giebt  das  Produkt: 

{rTy^ÄÄ'TT", 

oder: 

n«  =  nÄÄ\ 
mithin: 

ÄÄ'  -  n. 

Multipliciert  man  ebenso  die  erste  und  vierte  jener  Gleichungen,  so 
erhält  man: 

{Tr"f  =  AÄ"rr     oder    n^^nAÄ", 
mithin: 

AÄ"  =  n. 
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Man  hat  daher  die  beiden  Systeme  von  Gleichungen: 
n  =  TT"  =  T  T 

Da  man  allgemein 

E  =  cos  — r [-  y  —  1  sin  — ß— 

setzen  kann,  wo  k  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  4  ist,  so  ist  ersichilich, 
dafs  die  Grofse  A  als  ganze  rationale  Fmiktion  von  R  durch  die 
Formel  sich  ausdrücken  läXst: 

A  =  r(co8  d'  +  Y—  1  sin  -9-), 

und  da  AA'"  =  n  ist,  so  folgt  hieraus: 

A"'  =  y  (cos-^->^^^  sin^). 
Andrerseits  erhält  man  den  Wert: 

A  +  Ä'"  =  2a  +  £  (t?*  +  ^)  +  <J  (iZ*  +  -ij-) 

woraus  folgt,  dafs  A  +  Ä"  eine  reelle  Gröfse  ist,  welche  sich 
folgendermafsen  darstellt: 

^+-4  =2a  +  2£cos— ^ — f-^ocos- , — ^-2ycos  ^  +2/8co8—  -• 
Demnach  mufs 

r =0    oder  r  =  Vn 

r  ^ 

sein,  und  es  ist  somit  allgemein: 

\_ 
A  =  M«  (cos  ^  +  y^^  sin  a-), 

j_ 
d.  h.  der  reelle  Modul  der  imaginären  Gröfse  A  ist  stets  gleich  n^. 
In  analoger  Weise  findet  man: 

£  

4'  =  n^  (cos  d-'  +  y—\  sin  -ö-') , 

und  aus  diesen  beiden  Formeln  folgt: 

\^  

^"  =  n^  (cos  ^'  -  >/— 1  sin  -^0 

1  

^'"  =  n «  (cos  ^  —  y^  sin  '^) . 


r 
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554 
Wir  müssen  jetzt  a  priori  zeigen,  dafs  die  Form  der  Werte  von 

T  dieselbe  ist,  wie  die  der  Gröfsen  -4,  und  dafs  n*   ebenfalls   der 
Modul  jener  Gröfsen  ist 

In  der  That  haben  wir  gefunden  TT"'  =  w,  und  die  Summe  der 
Gröfsen  T,  T'"  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

Man  sieht  hieraus,  dafs  die  Summe  gleich  der  reellen  Gröfse  ist: 

6 


T  +  r"  =  2i)  +  2{p'  +  p^)  cos  ^  +  2{j{'  +  f)  cos  ^^"^ 


Setzt  man  also  wiederum: 

T  «=  (>  (cos  q>  -)-  y — 1  sin  9?) , 


so  wird: 


T"'  ^  —  (cos  q>  —  j/ —  1  sin  i 


und  da  T  +  T'"  eine  reelle  Gröfse  ist,  so  mufs 
Q =0     oder    q  =  n^ 

sein.    Mithin  müssen  die  beiden  Gröfsen  T  und  T"'  die  Form  haben: 

£  

T    =  n^  (cos  <p  +  Y—  1  sin 9?) 

r"=n^  (cosy  — y^Tsiny). 
Dasselbe  beweist  man  von  den  Gröfsen  T'  und  T",  für  welche  die 
Gleichungen  bestehen: 

i^  

r  =  n''  (cos <p'+  Y^  sin  9) 
j_ 

T"=n2  (cos 9' -  "[/^^  sin  9')  • 
Jedoch    leitet    man    diese  Eigenschaft  unmittelbarer   aus  denjenigen 
Werten   von    T,  T',.  T",  r"   her,   welche   mit   Hülfe   der   Gröfsen 
Ay  A\  Ä\  A"  ausgedrückt  sind. 

555. 
Die  beiden  Gleichungen  T^:=AT\  r^  =  AT''  ergeben  nämlich: 
T*  =  A^T^  =  A^äT', 


1 
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und  somit: 

T^  =  nA'Ä. 

Substituiert  man  hierin  die  Werte: 

i_  1  

A  =  n^  (cos  -^  +  /—  1  sin  «•) ,      Ä  =  n^~  (cos d''  +  }/—  1  sin^ ), 

so  erhält  man: 

^  

T^  =  n^  (cos(2'&'  +  'd-')  +  l/—  1  sin(2-d-+a'')) 

und  daher: 

T  =  w«  (cos f h  K - 1  sm f — ), 

ein  Ausdruck^  aus  dem  man  erkennt^  dafs  in  der  That  der  Faktor 

ji_ 
n^  der  reelle  Modul  der  imaginären  GrSfse  T  ist. 

Der  Wert  von  T,  den  wir  soeben  gefunden  haben,  schlieft 
implicite  fünf  verschiedene  Werte  ein.  Denn  die  Gröfse,  durch  welche 
T^  ausgedrückt  wird,  kann  auch  in  der  Form  geschrieben  werden: 

6^  

T^^n^  (cos (2d'  +  '^'  +  2i«)  +  V-  1  sin  (20-  +  -9-'  +  2««)), 

wo  i  eine  beliebige  der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4  ist.   Hieraus  ergeben  sich, 

wenn  man  (o  = j^ —  setzt,  die  folgenden  fünf  Losungen: 

^  

T  =  n*  (cos  o  +  Y—  1  sin  a>) 

T  =  n^(co8(a,  +  ^)  +  >/=T  sin  (o,  +  ^)) 
T  =  n^(co8  (o>  +  ^)  +  y^  sin  (o  +  ^)) 
T  =  «^ (cos  (ß  +  -^)  +  V^r  sin  (o  +  -^)) 
T  =  «^(cos  (oj  +  -^^)  +  y^  sin  (ai  +  ^))  • 

556. 

Hat  man   für  T  nach  Belieben  einen  von  diesen  fünf  Werten 

gewählt,  80  werden  die  drei  andern  Gröfsen  T',  T",  T"  vollständig 

bestimmt  sein. 

1^  

Denn  nimmt  man  r=n  *(cosc) +}/^^  sin  ra).  und  substituiert 
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maD   diesen  Wert  sowie  den  von  -4  =*  n*  (cos  ^  +  \ —  1  sin  %f)  in 

die  Gleichung  T'=  -j-,  so  erhält  man: 

j^  

T=  w«  (cos  (2a)  —  a-)  +  1/—  1  sin  (2«  —  -Ö-)). 

Sodann  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  TT"^=n^  TT'^=^n\, 

T  =  w«  (cos  (2(0  —  -9-)  -  y^n^  sin  (2ai  —  -Ö-)) 
1 


T"'  =  w*  (cos  (D  —  y—  1  sin  cai). 

Um  nun  die  Wurzeln  p,  p ,  j)",  p",  j)^  zu  bestimmen,  haben  wir 
nur  noch  die  Werte  von  T,  T,  T\  T"  in  die  Gleichung  (5)  ein- 
zusetzen, wodurch  wir  erhalten: 

|>  =  —  Y  H —  [cos  o  +  cos  (2©  —  -9")]. 

Diese  Formel,  welche  den  Wert  der  Wurzel  p  liefert,  giebt  in  gleicher 
Weise  den  Wert  der  vier  andern  Wurzeln  p',  y,  jS'\  p^^,  sei  es  in 
der  durch  die  primitive  Wurzel  g  bestimmten  Ordnung,  sei  es  in  der 
umgekehrten  Ordnung,  vorausgesetzt,  dafs  an  Stelle  von  to  der  Reihe 

nach  o  -\ — 7-,   (o  -) — g-,   (o  -| — —,  (o  -{ — r-  gesetzt  wird. 

Man  erhält  also  auf  diese  Weise  die  allgemeine  Auf- 
losung der  gegebenen  Gleichung.  Dieselbe  hängt  nur  von  der 
Fünfteilung  eines  Winkels  a>  =  2-9'  +  '^'  ab,  den  man  geometrisch 
konstruieren  kann. 

557. 

Wir  kehren   zu   den  Formeln,  welche   die  Werte  der  Winkel  d' 

und  ^'  ergeben,  zurück.     Setzt  man  — -—  = /*,  so  erhält  man: 


R  =  cos    f*  +  V'  —  1  sin    fi 


iJ*  =  cos  2fi  -^-Y  —  1  sin    ft 
iJ*  =«  cos  2/Lt  —  y  —  1  sin  2fi 


12*  =  cos    (i  —  y —  1  sin    [i, 
und  die  Gleichung  Ö  =  l+U  +  i?  +  jB^  +  i2*  geht  über  in: 

0  =  1  -f-  2  cos  ft  +  2  cos  2^1. 
Diese  Gleichung,  welche  man  auf  die  Form 

0  =  4  cos*  f*  +  2  cos  ^  —  1 

Legendre,  Zahlentheorie  IL  16 


1 


242  Fünfter  Hauptteil, 

bringen  kann^  giebt  allgemein: 

cosfi  = f-^— , 

so  dafs  cos  fi  stets  einen  von  diesen  beiden  Werten  besitzt,  welches 
auch  die  Zahl  Je  sein  möge^  wofern  dieselbe  nur  nicht  durch  5  teilbar 

ist.    Setzt  man  z.  B.  k  =  1,  oder  ft  =  -^  =  72®,  so  wird: 
cos  fi  = —^ — ,       cos  2fi  = 

Substituiert  man^  nachdem   dies  vorausgeschickt  ist^  den  Wert  Yon 
jB  in  die  Gleichung: 

Ä  =  a  +  sR^  +  dü^  +  yR^  +  ßR^, 
und  setzt  man  zu  gleicher  Zeit  für  Ä  seinen  Wert: 


n*(cos  d'  +  y  —  l  sin  ^), 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  ^  die  beiden  Gleichungen*): 

n*  cos  -O*  •=  a  +  (y  +  d)  cos  |*  +  (^  +  ^)  cos  2fi 

n*  sin  0"  =  (y  —  tf)  sin  ft  -f-  (a  —  ß)  sin  2fi. 

Sodann  braucht  man  nur  2/Lt  fdr  ft  zu  setzen,  um  den  Wert  von  /, 


welcher  durch  n^  (cos -9"'+  ]/—  1  sin-O*')  dargestellt  wird,  zu  erhalten, 
so  daüs  sich  ergiebt: 

n*  cos  '^'  ^  a  +  (y  +  *)  cos  2ft  +  (f  +  ß)  cos  fi 

n^  sin  d''  =  (y  —  Ä)  sin  2/*  —  («  —  /3)  sin  ft. 


*)  Man  erhält  hier  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  des  Winkels  oder 
Bogens  9;  Der  Grund  hiervon  ist  der,  dafs  der  Endpunkt  des  Bogens  ^  eis 
Punkt  des  Ereisumfanges  ist,  welcher  nur  durch  seine  beiden  Koordinaten  cot ^ 
und  sin  d"  vollständig  bestimmt  sein  kann,  und  zwar  müssen  die  Werte  der 
letzteren  auch  hinsichtlich  ihrer  Vorzeichen  bekannt  sein.  Wenn  nur  eine  dieser 
Koordinaten  bekannt  wäre ,  würde  dieselbe  zwei  Punkten  des  ümfanges  gemein- 
sam sein,  und  es  wäre  ungewifs,  durch  welchen  von  diesen  beiden  Punkten  der 

Bogen  ^  bestimmt  werden  müfste.  Was  den  Faktor  n^,  mit  welchem  cos^iuid 
sin  ^  behaftet  sind,  angeht,  so  ist  derselbe,  weil  er  den  Modul  einer  imaginär^ 
Gröfse  darstellt,  stets  positiv  zu  nehmen.    Denn  in  der  Formel 

r(coB  9  +  }/—  1  sin  9), 
welche  eine  beliebige  imaginäre  Gröfse  darstellt,  darf  der  Modul  r  stets  positir 
vorausgesetzt  werden,  da  man  ja  dadurch,  dafs  man  9  -\-  tp  fiir  (p  setst,  d« 
Vorzeichen  dieser  Gröfse  nach  Belieben  zu  ändern  imstande  ist. 

Anm.  d.  Verl 
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In  den  besonderen  Fällen  folgen  aus  dem  gegebenen  Werte  der 
Primzahl  n  =  5m  +  1  und  dem  Werte  der  Zahl  g,  welche  eine  pri- 
mitive Wurzel  von  n  ist,  die  Werte  der  Eoefficienten  a,  /J,  y,  tf,  «, 
wie  wir  dies  bei  dem  Falle  n  =  41,  ^  =  13  (Artikel  551)  gesehen 
haben,  wo  wir  a  =  —  2,  ^  =  3,  y«==2,  tf=  —  4,  £«=0  fanden. 

Man  mufs  demnach  die  Winkel  %'  und  %'\  aus  denen  sich  o  =  — "^ — 

ergiebt,  durch  die  vorstehenden  Formeln  als  vollkommen  bestimmt 
ansehen,  so  dafs  in  dem  Ausdrucke  der  Wurzel  p,  welcher  implicite 
den  der  andern  Wurzeln  p,  jp",  p'\  p^  einschliefst,  nichts  Un- 
bekanntes mehr  übrig  bleibt.  Jedoch  wollen  wir  die  Gleichungen 
für  ^  und  d''  benutzen,  um  daraus  einige  allgemeine  Beziehungen 
zwischen  den  Eoefficienten  a,  /3,  y,  ä,  s  abzuleiten. 

558. 
Wir  bemerken  zunächst,  dafs  allgemein  die  Gleichung  gilt: 

a  +  ß  +  y  +  S  +  s 1. 

Man  setze  nämlich  wie  oben; 

und  stelle  ebendiese  Gröfse,  nachdem  man  sie  auf  lineare  Glieder 
reduciert  hat,  durch  die  Formel 

a  =  ap  +  ßp  +  yp'+  dp"+  ef^ 
dar.  Betrachtet  man  dann  die  andern  vier  Eoefficienten  6,  c,  d,  e, 
welche  aus  dem  Eoefficienten  a  entstehen,  indem  man  nach  und  nach 
jeden  der  Buchstaben  jp,  p\  p\  jp"',  jp^  um  eine  Stelle  vorrücken  läfst 
und  dabei  p  für  ^  setzt,  so  wird  man  für  die  Summe  der  so  ge- 
bildeten fünf  Werte  zwei  verschiedene  Ausdrücke  erhalten.  Der  erste 
derselben  ist: 

la  =  Ip2  ^  2IjpV"+  2Ii)i)^. 
Es  ist  aber: 
Y,^  =  n  —  w;     Yp'p"  =  J.pp  =  —  ni]     J.pp^  =  Tpp'  =  —  m, 

mithin: 

Ta^^n  —  bm  =  1. 

Der  zweite  Ausdruck  ist: 

^a  =  (a  +  ß  +  y+S  +  B)Tp, 

und   da  Zjp  =  —  1 ,   so    giebt   die  Gleichsetzung  der  beiden   Werte 

von  Za: 

Za  oder  a  +  /3-4-y  +  d  +  f  =  —  1. 

16» 
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Erhebt  man  jetzt  die  beiden  Gleicliungen^  welche  die  Werte  von 

—  JL 

n*  cos 'd'  und  n^  sin^  ergeben,  ins  Quadrat  und  addiert  sie  sodann, 

so  findet  man: 

n  =  a«4-/J«  +  y«+d2-f-f*  +  2a(y  +  *)co8fA    +  2«(«  + /5)cos2f* 

+  2  (y£  +  ßd)  cos  (i  +  2(ßy  +  ds)  cos  2fi 
+  2  /Ja  cos  (i  +  2y  tf  cos  2/ia. 

Setzt  man: 

P  =  a«  +  /J«   +  /  +  <J2  +  «2  =  Xa« 

^  sa  a}/  -|-  /3^  -f-  9^^  +  ^''^^  *^  =  2!aj/ 
E  =  a/J  4-  /Jy  4-  yd  +  da  +  5«  =  la/J, 
so  wird: 

«  =  P+2^co8/Lt  +  2JB  cos  2fi. 

Wird  2ft  für  ft  gesetzt;  so  erhält  man  das  Resultat,  welches  in  ana- 
loger Weise  die  beiden,  den  Winkel  %•'  bestimmenden  Gleichungen 
ergeben  würden,  nämlich: 

n  =  P  -{-  2Q  cos  2/Lt  +  2R  cos  (i. 

Setzt  man  diese  beiden  Werte  einander  gleich,  so  folgt  daraus  zu- 
nächst: 

«  =  -K, 
und  sodann: 

n  =  P+2ö(co8  2ft  +  co8ft)  =  P—  Q. 
P+  2Ö  +  2JB  ist  aber  ofiFenbar  das  Quadrat  der  Summe 

und   da   diese  Summe   gleich    —  1    ist,   so  hat  man  P-j-4^=  1, 
mithin  » «=  1  —  5ö  und  ^  =  —  m.     Büeraus  sieht  man,   dafs   die 
Eoefficienten  a,  ß^  y,  d,  e  den  folgenden  Gleichungen  genügen: 
1  +  4m  =  a*  +  /3«  +  y2  ^  ^«  _[_  ^2   _  j;„2 

—  m  «=  a/J  +  ^y  +  y*  +  **  +  *^  =  ^^ß 

—  m  ==  ay  +  /Jd  +  ya  +  tfa  +  «/J  =  ^iay, 
von  denen  eine  die  Folge  der  Gleichung 

-l=a+ß+y+d+a 
ist.    Die  erste  zeigt  allgemein,  dafs  die  gröfste  der  Gröfsen  a,  ß^  y^ 
d,  £,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  kleiner  als  ]/!  -{-  4f»i  und  grofser 


als 


v^ 


4m 


sein  mufs. 
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559. 

Da  wir  nur  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  fünf  Grofsen 
^7  ßy  ?>  ^9  ^  gefunden  haben,  so  sieht  man,  dafs  die  Aufgabe,  sie 
von  vornherein  blofs  aus  der  Primzahl  n  =  5m  +  1  abzuleiten,  sehr 
unbestimmt  ist. 

Wir  haben  oben  (No.  524)  die  Formeln  gefunden: 
pp  ^Ap  +  Bp  +  Cp  +  Bp'^  C^ 
pp'=  Äp  +  Cp  +  Cy+  Dp"+  Dp^. 

Hierin  treten  sechs  Koefficienten  Ä,  B,  Ä,  C,  C,  D  auf,  zwischen 
denen  die  zwei  einfachen  Gleichungen: 

A  +  B  =  m'-2C—    B 
A+a  =  m  —  C    -22) 
und  zwei  andere  verwickeitere  bestehen,  nämlich: 
ÄC  +ÄB  =  (Ä  +  B-  Df  +  C  -  CD  +  D'  —  C—D 
Ä{A  ^B)  =  C'  —  C(Ä  +  2B  -  D+l)  +  Ä^  +  BD  —  D\ 

Man  erkennt  hieraus,  dafs  man  noch  über  zwei  von  den  sechs  Un- 
bestimmten zu  verfügen  hätte,  gleichwie  wir  soeben  gefunden  haben, 
dafs  noch  zwei  von  den  fünf  Unbestimmten  a,  ß,  y,  d,  s  zu  be- 
stimmen bleiben. 

Diese  Resultate  bringt  man  leicht  in  Übereinstimmung  mit  ein- 
ander, wenn  man  den  Wert  von  a,  welcher  gleich 

i>'  +  W"  +  ^PP^ 
ist,   auf  die    lineare   Form    ap  +  ßp  -|-  yp"  +  8p"  +  ^P^    bringt. 
Dies  giebt: 

«= 1  -  2tw  +  5(C  +  D) 

ß=.2C  -B  ^D 
y  =  2A-a  -G- 
d^2B-  Ä-C 
s  =  2Ä'—  A^D. 
Denn  substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung: 

a'  +  ß^  +  y''  +  8^  +  B^=4.m  +  1, 
so  erhält  man  als  Resultat  die  Bedingungsgleichung: 

AB  +  A'C'=  m^  -  (4m  +  1)  (C  +  D)  H-  bC^  +  ICD  +  D». 
Dieselbe  läfst  sich,  wenn  man 

a  =  C'\-D,      b  =  C—D,      t  =  A-B,      u^A-C 


n 
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setzt,  auf  die  Form  bringen: 

0  =  4m2  —  4a(5w  +  2)  +  25a^  +  56*  +  2fi  +  2u\ 
Eine  zweite  Bedingungsgl^ichung  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

0  =  Taß  —  Zay, 
welche  man  auch  folgendermafsen  schreiben  kann: 

^2  _  4,tu  —  14«  =  (4  +  10m)6  —  25ab. 

Man  findet  aber  leicht,  dafs  diese  beiden  Bedingungsgleichungen 
mit  den  beiden  übereinstimmen,  welche  wir  im  vorigen  Artikel  an- 
geführt haben,  und  die  oben  auf  einem  sehr  verschiedenen  Wege 
gefunden  worden  sind;  und  es  scheint  nicht,  als  ob  noch  eine  dritte 
existierte,  vermittelst  deren  die  Unbestimmtheit,  welche  hinsichtlich 
der  Koefficienten  -4,  J5,  Ä',  C,  C,  D  übrig  bleibt,  vermindert  werden 
könnte.  Übrigens  liegt  diese  Unbestimmtheit  in  der  Natur  der  Sache, 
da  die  in  Rede  stehenden  Koefficienten  von  der  Wahl  der  zu  ihrer 
Bestimmung  dienenden  primitiven  Wurzel  abh'ängen;  andrerseits  aber 
mufs  man  beachten,  dafs  keiner  dieser  Koefficienten  negativ  sein 
darf,  und  man  kann  aus  den  bereits  gefundenen  Resultaten  schliefsen, 
dafs  die  Unbestimmtheit,  welche  noch  in  Bezug  auf  dieselben  besteht^ 
sich  darauf  reduciert,  dafs,  wenn  C  mit  D  vertauscht  wird,  gleich- 
zeitig J  —  B  in  C  —  Ä  übergeht. 

Dies  bestätigen  auch  die  vier  in  Artikel  557  zur  Bestimmung 
von  %^  und  ^*  gegebenen  Gleichungen.  Denn  da  diese  Winkel  die- 
selben bleiben  müssen,  welchen  Wert  man  auch  für  die  primitiTe 
Wurzel  genommen  haben  möge,  und  sich  nur  höchstens  gegenseitig 
vertauschen  können,  so  kann  die  Änderung  der  primitiven  Wurael 
keine  andere  Wirkung  hinsichtlich  der  Koefficienten  ^,  y,  d,  «  her- 
vorbringen, als  dafs  y  und  8  durch  ß  und  b  und  ebenso  /3  und  i 
durch  y  und  d.  ersetzt  werden;  in  jedem  Falle  aber  bleibt  a  dasselbe. 

560. 
Wenden    wir  jetzt   die   vorstehenden  Formeln    auf  den 
Fall  w  =  41   oder  m  =  8  an,  so  erhalten  wir  aus  Artikel  528  die 
Werte: 

^  =  3,      JS  =  0,      C  =  2,      D=l,      ^'=2,      C'«2, 
und  hieraus: 

a__2,       /J  =  3,       y  =  2,       d=  — 4,       «==0. 
Die  Winkel  %^  und  -ö*'  ergeben  sich  sodann  aus  den  folgenden  Glei- 
chungen,  in  denen  /x  ==  —^  gesetzt  ist: 


n 
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1 


n^  cos  'S-  ==  —  2  —  2  cos  /x  +  3  cos  2ft 


1 


n^  sin  -ö-  =  6  sin  /Lt  —  3  sin  2/x 


1 


w*  cos  d''=  —  2  —  2  cos  2ft  +  3  cos  fi 


1 


w*  sin  -ö-'«»  6  sin  2/Lt  +  3  sin  fi. 

Ist  i=  1,  so  wird,  wie  in  Artikel  557: 

cos  iit  =      -    '— ^^ — ,       cos  2  ft  =  -  —    • 

Substituiert  man  diese  Werte  in  die  von  cos  -ö-  und  cos  d'\   so   er- 
giebt  sich: 

2  y41  2  )/41 

oder  einfacher  für  die  trigonometrische  Berechnung: 


sm 


»  =  j/^'g^'    cos  72» ,      sin  #'=  ]/^  cos  36»  . 


Dies  giebt  mit  Bficksicht  auf  den  negativen  Wert  von  cosd: 

«■  =  Ul«  59'  26",  21430 
^'=    85»    6'  59",  81875 
2»  +  ^'=  369«    5'  52",  24735 
0,  =    73«  49'  10",  44947. 
Mit  Hülfe  dieser  Werte  von  •Ö-,  &■'  und  m  werden  die  fünf  Werte 
der  Wurzel  p,  genau  und  näherungsweise,  folgendermafsen  ausge- 
drückt: 

1  2  - 

!>=  -  y  +  -^  (41)«[co8ro  +cos(2o>  — ^)] 

=       3,0625390840 

1        2         - 
_p  =  —  i-  +  -^  (41)»  [cosia  +    ft)  +  cos(2a>  +  2;t  —  »)] 

=  -  4,5290611770 

1         2  - 

p i  +  A  (41)»  [cos (©  +  2/t)  +  cos (2a>  +  4/*  —  ^)] 

=  —  1,1958668420 

P I  +  1  (41)^  [cos  («  +  3^)  +  cos  (2«  +  6,»  -  *)] 

=       1,2162875050 

1         2  - 

p y  +  y  (41)*  [cos {a>  +  4^)  +  cos  (2«  +  8ft  —  »)] 

=       0,4461014295. 


n 
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Was  die  Reihenfolge  dieser  fünf  Wurzeln  anlangt,  so  ist  sie  die  um- 
gekehrte von  der,  welche  die  Formeln  des  Artikel  537  ergeben.  Man 
erhält  daher,  wenn  man  jp  «=  3,0625390840  setzt,  dieselben  Werte 
von  |)',  |)",  p  ",  |>^,  welche  wir  oben  gefunden  haben,  abgesehen  von 
den  kleinen  Fehlern,  welche  den  trigonometrischen  Tafeln  für  zehn 
'Decimalstellen  zugeschrieben  werden  dürfen. 

Mittelst  dieser  Werte  von  jp,  p',  ...  erhält  man,  wie  in  No.  542, 

eine  der  Gröfsen  cos  ^rj-,  cos -jj-,  •••,  welche  entweder  zur  voll- 
ständigen Auflösung  der  Gleichung  40**^  Grades  X  =  0  oder  zur 
Teilung  des  Ereisumfanges  in  41  gleiche  Teile  dienen,  und  da  die 
Gröfsen  jp,  deren  angenäherte  Werte  wir  gegeben  haben,  sich  genau 
durch  fünfte  Wurzeln  aus  Gröfsen  von  der  Form  M  +  N  Y—  1 
ausdrücken  lassen,  so  kann  man  offenbar  auch  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  x*^  —  1  =  0  durch  solche  Wurzeln  in  Verbindung  mit 
Wurzeln  zweiten  Grades  ausdrücken. 

561. 
Wendete  man  dieselbe  Reduktionsmethode  auf  die  Hülfsgleichang 
i?^  +JP*  -  V  -  3i?*  +  3i>  +  1  =  0 
♦  an,  welche  sich   auf  die  Gleichung  :r^^  —  1  =  0  bezieht,   so   würde 
man  zu  denselben  Resultaten  gelangen,  welche  sich  in  den  Abhand- 
lungen der  Akademie  der  Wissenschaften  vom  Jahre  1771  Seite  416 
finden.     Es  scheint  daher,  als  ob  man  Vandermonde  die  erste 
Idee    dieser   Art   von   Untersuchungen    zu   verdanken   habe, 
vermittelst   deren  man  imstande  ist,   alle  Wurzeln  einer  Gleichung 
fünften  Grades,  von  welcher  die  Gleichung  rc"  —  1=0  abhängt,  in 
expliciter  Weise   auszudrücken.     Man    mufs    sogar   hinzufügen,   dafs 
dieser  Autor   von    seiner  Methode    behauptet,   dafs    sie  aaf 
die    Auflösung    einer    jeden    zweigliedrigen    Gleichung  an- 
wendbar   sei.     Indessen    hat  er  für  dieselbe  nicht  die  zur  Recht- 
fertigung seiner  Behauptung  erforderlichen  Entwicklungen  angegeben. 

562. 

Von  der  Hülfsgleichnng  siebenten  Grades,  welche  unter  der 

Annahme  n  =  7m  -{-  1  die  Perioden  von  m  Gliedern  zn  Wxineln  hat 

Wir   stellen  durch  jp,  p,  p\  p\  p^,  j)^,  ^  die  Wurzeln  der 

Gleichung  dar,  welche  aufgelöst  werden  soll,  und   welche  stets  die 

Form  besitzt: 

y  +  |)6  -j-  Pp5  „l _   Q  =  0. 
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Bezeiclmen   wir  sodann  durch  R  eine  der  imaginären  Wurzeln 
der  Gleichung  R'^  —  1  =  0,  d.  h.  bedeutet  jR  den  Ausdruck: 

2kt 


R  =  cos  — 1-  y  —  1  am  -^— , 

wo  k  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6  ist,  so  setzen  wir: 

T  =  p  +p'R  +p"R^  +p'"R^+p^R^  +p^R'^  +p^R!'. 

Erhebt  man  sodann  diese  Gröfse  ins  Quadrat  und  setzt  man: 
T^  =  a  +  bR^  +  cR'  +  dR^  +  eü«  +  /-/i^«  +  gR'', 

so  erhält  man,  wie  leicht  zu  sehen: 

a^p^     +  2p  p^  +  2p 'p^    +  2i>"y^ 
6=/2    +2pp     +2i)">^  +  2/V 
c  =p'^   +  2p  y  +  2p^p    +  2p^p^ 
d  =/"^  +  2^p'  +  2p^p    +  2p^p 
e  =^v2  ^  2i)V"  +  2i>^JP"  +  2i>i>' 
/'  =  pV2  _[_2^vi^v+2i>i>'"    +2//' 
^  =  I,vi2  _[^  2i)i>^     +  2p p^  +  2i>V". 

Femer  hat  man  diese  Eoefficienten  auf  die  lineare  Form  zu  redu- 
eieren,  so  dafs  sich  ergiebt: 

Wie  man  sieht,  kann  man  aus  dem  Ausdrucke  von  a  denjenigen  der 
folgenden  Koefficienten  h,  c,  d,  ...  ableiten;  denn  um  von  einem 
Gliede  zum  folgenden  überzugehen,  braucht  man  nur  alle  Buchstaben 
p,  p',  p",  ...  um  eine  Stelle  vorrücken  zu  lassen,  während  die  Koef- 
ficienten  a,  ß,  y,  . . .  dieselben  bleiben.  Man  erhält  daher  folgenden 
Ausdruck  von  T*: 

T»  =  ap     +  ßp'    +  yp"  +  dp'"  +  sp^+  tp^  +  VP^ 

+  i?  {ap'    +  ßp"  +  yp"  +  Sp>^+  £2>v  _,_  g^vi _,_  ^p) 
+  B*  (ap"  +  ßp"'  +  yp^^  +  dp^  +  6j,vi  +  gp     +  np') 
+  Bf>{ap'" +ßfy-{-ypy  +dp^+sp     +tp'    +VP") 
+  I{<>(ap^+  ßp^  +  yp^i  +3p    -{-  BP     +  Cp"  +  ,,1)'") 
+  B>«(«i)V  +  ^^vi+  y^     _,_  Sp'    +  ap"  +  g/"  +  np^) 

+  J{"(«i>^  +  /3i)    +  VP     +  Sp"  +  6/"  +  gj>^  +  iJl)^). 

563. 
Ordnet  man  eben  diese  Gröfse  in  Bezug  auf  die  Wurzeln  p,  p', 
p",  ...  so  wird  dieselbe: 


1 
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+  2/  (^  +  aü*  +  ijiJ*  +  gli«  +  £i?«  +  du««  +  ylJi») 
+  P"  (y  +  /5-K'  +  ccB*  +  riB^  +  %I!^+  eR'"  +  «B") 
+  !>'"  (*  +  yB«  +  /JiJ*  +  aJB«  +  ijj{«  +  eJS»»  +  fß«») 
+  l>iv  (f  +  di?  +  y22*  +  /Jü«  +  oB«  +  ijB'o  +  gü'») 
+  p^  (g  +  sR*  +  dl?^  +  yE«  +  /JJ{»  +  aR''>  +  ijB») 
+  P""^  (n  +■  S-B*  +  «-B*  +  *-B«  +  yi?  +  |3B'»  +  aB"). 

Nennt  man  jetzt  Ä  den  Eoefficienten  von  p,  so  sieht  man  leicht, 
dafs  die  Eoefficienten  von  p,  p",  p",  . . .  bezüglich  sind:  AIP,  A^, 
Äl^,  . . .,  so  dafs  man  erhält: 

T  =  ^(p  +  p'J?  +  p"B*  +  p"'B«  +  p^'^B^  +  jj^B'o  +  p^R"). 

Die  rechte  Seite  reduciert  sich  auf  A  T,  wenn  man  mit  T  dasjenige 
bezeichnet,  was  aus  T  wird,  wenn  man  R*  an  die  Stelle  Ton  R  setri 
In  analoger  Weise  bezeichnen  wir  mit  T"  dasjenige,  was  aus  T  wird, 
wenn  man  R^  äa  die  Stelle  von  R  setzt;  und,  indem  wir  so  fort- 
fahren, bilden  wir  die  sechs  Polynome: 

T    —  _p+p'Ji  -j-p"R*  +p"'R^  +piviJ*  -^p^R'  +i)^B« 

r    ==p-\-pR»+p"R*  -j-p"'R^  +i)ivE«  +i>VB">+j,vijjis 

T"  =.  j,  +  p'R»  +  /ü«  +  /"B"  +  _piv2ji2  _|_  ^v_Bi5  ^  ^vi  2{>» 

r"  =  p  +  p'iJ*  +  /'B»  +  p"R'^  +  i)ivB"  +  i)^B^  +  p^iJ** 

ylV  ^  ^  _|_  ^'JJ5  _j_  p"JllO  ^  p"Jlif.  _|_  plYJfiO  _|_  ^V  JJ«6  _|.  ^Vi;j» 
yv    =  ^  _j_  p'^  _j_  ^"^W  _|_  ^/"Jil8  ^  piy^U  ^  pVIiSO  _,_  ^VIJfM. 

Der  siebente  analog  gebildete  und  durch  T^  zu  bezeichnende  Aus- 
druck würde  sich  auf  p  +/+/'+ p"'  +  yv  +  p^  + 1>^  reducieren, 
also  auf  eine  Gröfae,  welche  gleich  —  1  ist 

Wir  müssen  noch  das  System  der  Werte  für  A  angeben,  welches 
sich  folgendermafseu  darstellt: 

A  =  «  +  ijB«  +  g2J*  +  «B«  +  SR^  +  yB">  +  ßR'' 
Ä  =  a  +  ijiJ*  +  gB»  +  £B'*  +  dB'«  +  yi?«"  +  ßB?* 
A"  =a-\-riR^  +  ^R*  +  «i?»»  +  *-«**  +  y^*  +  /J^" 
^"'  =a-\-r]R^  +  gü^«  +  «-B**  +  *■«'*  +  y-R*"  +  /»-R*" 
^iv„  „  ^  ^^10  _j.  g_B2o  ^  jIjso  ^  ^2J"  +  yR^  +  /JB" 
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564. 
Nachdem  dieses  vorausgeschickt  ist,  liefert  die  Gleichung 

wenn  man  in  ihr  der  Reihe  nach  J2*,  JB*,  i2*,  ü^  R^  an  die  Stelle 
von  E  setzt^  die  sechs  Gleichungen: 

Multipliciert  man  sodann  die  Werte  von  T  und  T^,  so  erhält  man: 
TTV=  1^2  ^  2?Ii>i/+  7i2I^)p"+  E'Zp]r+  R'Zpp^+  K^Tpp^ 

Es  ist  aber  allgemein: 

I^J>'=  Tpp^  Zpp"=  Ii>l>l^=   Il^pV^  X^^VI=  _   ;;,. 

mithin: 

TTV  =  w  -  m(l  +  E  +  iJ2  +  ü»  +  «'  +  Ji'  +  -K")  =  w. 
In  ähnlicher  Weise  findet  man: 

Übrigens  kann  man  diese  beiden  Gleichungen  leicht  aus  der  ersten 

TT^  =  n  ableiten,  wenn  man  sie  auf  die  Form  0(jB) -Of^js^n 

bringt.     Man  braucht  dazu  in  dieser  Form  nur  R^  und  R^  für  R  zu 
setzen. 

Endlich  kann  man,  wie  in  Artikel  554,  beweisen,  dafs  die  Gröfsen 
T,  T%  T\  ...  alle  von  der  Form 


n*  (cos  9?  +  y—  1  sin  9) 

1^ 

sind,  so  dafs  der  reelle  Modul  dieser  Gröfsen  beständig  gleich  n*  ist. 
Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  Gröfsen  J.,  Ä,  ...,  was  sich 
direkt  beweisen  läfst.  Jedoch  können  diese  Eigenschaften  auch  aus 
denen  der  Polynome  T  abgeleitet  werden.  Denn  multipliciert  man 
die  beiden  Gleichungen  T^  ==- AT  und  T^a^^vyiv  ^it  einander, 
so  wird: 

{TlTj^  ^  AA"^TT^, 
oder: 

V?  =  nAA7y     mithin:     n  —  AA7. 

Ebenso  findet  man:  ÄAF^  =  n  und  J."J.'"«=  n.   Endlich  folgt  daraus, 
dafs  wir 
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j_  £  

T  =  n*  (cos  9?  +  j/—  1  sin  9),       T  =  n^  (cos  9'+  '^—  1  sin  qp) 

setzen  können,  die  Gleichung: 

1 


jra 


oder  -4  =s  ?2  *  (cos  (2 9  —  9')  +  )/—  1  sin  (2^  —  <p')) , 


und    somit  ist  der  reelle   Modul  der   Gröfse  A  ebenfalls   gleich   n*, 
und   dies   gilt  in   gleicher  Weise   von  den   andern   analogen   Grofsen 

A'    A" 

565. 

Wir  wollen  jetzt  zusehen,  wie  man  den  Wert  von  Tals  Funktion 
der  Grofsen  A  ausdrücken  könne.    Wir  haben  zunächst: 


T^  =  A^r^  =  A^ÄT" 


folglich 
oder : 


r  =  A'^Ä^Ä''. 

Demnach  läfst  sich  das  Polynom  T  mittelst  der  Grofsen  Aj  welche 
Funktionen  allein  von  R  sind,  ausdrücken. 

Setzt  man  —  —  =  /x,  wo  It  eine  beliebige  der  Zahlen  1,  2,  3,  4, 

5,  6  ist,  so  erhält  man: 

Tt  =  cos  ^    +  y —  1  sin  (i 
jR«  =  cos  2/x  +  Y—  1  sin  2f4 
iJ3  3^  cQg  3^  _[_  y-^  i  gjjj  3^ 

B^  =  cos  3ft  —  Y—  1  sin  3^ 

R^  =  cos  2(1  —  /^^  sin  2^ 

ü«  =  cos  ft    —  }/—  1  sin  /Lt, 

und   da  die  Gleichung  ü''  —  1  =  0,   nachdem  sie  von  dem   Faktor 
ü  —  1  befreit  ist,  nichts  andres  ist  als 

0  =  1  +  ü  +  E«  +  B»  +  ii*  +  E^  +  IJ«, 
so  genügt  der  Winkel  (i  der  Gleichung: 

0  =  1  -f-  2  cos  ft  +  2  cos  2^  +  2  cos  3^, 
oder,  wenn  man  2  cos  (i  =  x  setzt,  der  Gleichung: 

0  =  x^  +  a^  —  2x-l. 
Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  2  cos  ft,  2  cos  2^,  2  cos  3fft; 
von  diesen  ist  eine  positiv  und  zwei  negativ. 
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Setzt  man  z.  B.  A;=  1,  so  erhält  man  näher angsweise: 
2cosft    —        ^^^lll 1,2469796037 

2  cos  2^ ^^  ^  —  0,4450418678 

2  cos  3^ ^^^~ 1,8019377362. 

Substituiert  man  die  Werte  von  B  und  seiner  Potenzen  in  die  Formel: 

A  =  cc  +  rjIP+tR^-\ =  «»  (cos  -^  +  Y^^  sin  d), 

80  ergeben  sich  zur  Bestimmung  des  Winkels  d'  die  Gleichungen: 

n*  cos  ^  =  a  +  (i;  +  ß)  cos  2/Lt  +  (5  +  y)  cos  3/Lt  +  (f  +  S)  cos  fi 

n*  sin  -ö-  =         (^  — -  /3)  sin  2/x  +  (y  —  t)  sin  3fi  +  (*  —  *)  sin ft. 

Setzt  man  in  analoger  Weise: 

1^  

A'  =  n«  (cos  #'  +  >/—  1  sin  #0 


^"  =  w>  (cos  -^"4-  y--l  sin  ^") 


X'"«,  n«  (cos  ^"—  >/-  1  sin  O, 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  d''  und  d'"  Gleichungen,  welche 
man  aus  den  vorstehenden  dadurch  ableitet,  dafs  man  nach  einander 
2ft  und  3ft  an  die  Stelle  von  fi  setzt.    Es  ergiebt  sich  so: 

n*  cos  #'  =  a  +  (iy  +  Z')  cos  3ft  +  (5  +  y)  cos  f*  +  («  +  *)  cos  2^ 
n*  sin -ö-'  =  —  {rj  —  ß)  sin  3(1  — (y  —  §)  sin  ft  +  (*  ""  *)  sin  2/Lt. 
n*  cos  0""=  a  +  (i^  +  /3)  cos  f*   +  (5  +  y)  cos  2f*  +  (^  +  *)  cos  3^ 

w^sin-Ö-"—     —(rj  —  ß)8in(i    +  (y  —  g)  sin  2^ +  (*  —  £)  sin  3^. 

Sind  auf  diese  Weise  die  drei  Winkel  zwischen  0^  und  360®  ge- 
funden, so  ergiebt  die  Einsetzung  der  Werte  von  Ä  in  die  Gleichung 

i_ 
r  =  n^  [cos(4^  +  2^'  -  O  +  V^^  sin  (4#  +  2^'—  ^J. 

Setzt  man  daher: 

«,^ ^_._      ^ 

so  erhält  man: 


^ 
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T  =  n^  (cos  (o  -\-  Y—  1  sin  cd), 
wobei  zu  bemerken  ist,  dafs  man  in  diesem  Werte,   welcher  deren 
sieben  emschliefst,  der  Reihe  nach  o  um  -r-,  -=-,  -r-,  -^,  "~7~» 

— =—  vermehren  kann. 


566. 

Mittelst  des  Wertes  von  T  sind  nun  die  Werte  von  T\  T\  T\ 
T^,  T^  ohne  Zweideutigkeit  zu  bestimmen.  Dazu  haben  wir  die 
Gleichungen: 

/yv  __    ^  rpnt ^  _  rprt ^  T'IV _5._  7^V  _^ 

Aus  diesen  folgt: 

£  

r    =n^  [cos  (2(0  —  'Ö')  -f  ]/—  1  sin  (2©  —  ^)\ 

r"  =  n«  [cos  (4©  —  2^  —  «•')  +  Y-^  sin  (4(ö  —  2d  -^  ^')] 

T"  =  «2  [eos  (4©  —  2^  -  -O-')  —  ]/— T  sin (4©  —  20-  —  -^')] 

1  

T^=  n«'  [cos  (2©  -  ^)  —  V-  ]  sin  (2©  —  -^)] 

j^  

T^  =  n*  [cos  ©  —  y  —  1  sin  ©]. 

Addiert  man  aber  alle  Werte  von  T,  T' . . .  bis  T^,  welches  gleich 
—  1  ist,  so  erhält  man: 

—  1  +  T+  r+  r'+  r"+  7^7+  t^  ip. 

Mithin: 

1)  =  —  y  +  -?|-  [cos  ©  +  cos  (2©  —  -a-)  +  cos  (4©  —  20-  —  -^'jj. 

Mittelst  dieser  Formel  findet  man  zu  gleicher  Zeit  die  sechs  andern 
Werte  von  p]  man  hat  dazu  nur  an  Stelle  von  ©  der  Reihe  nach 


2n  .4»  ,     12» 


zu  setzen. 


Bei  den  Anwendungen  auf  besondere  Werte  von  n  mufs  man 
die  Koefficienten  a,  ßy  y,  ...  rj  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  be- 
stimmen. Dies  geschieht  mit  Hülfe  eines  Wertes  der  primitiven 
Wurzel  g,  den  man  beliebig  wählen  kann. 
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567. 

Wir  bemerken  noch^  dafs  die  gefundenen  Gleichungen  aufser  der 
bekannten  Gleichung 

noch  drei  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  EoefGcienten  a^ß^y,.,,!] 

—  i. 

liefern.    Erhebt  man  nämlich  die  für  n^  cos  «d*,  n^  sin^d*  gefundenen 

Werte  ins  Quadrat  ^  und  addiert  man  sodann  diese  beiden  Quadrate, 

so  findet  man  die  Bedingungsgleichung: 

n  =  Z  +  2Jlf  cos  fi  +  2JV^cos  2(1  +  2Pcos  3^, 
in  welcher 

Z  =  «2  +  ^2  +  /  +  <J2  +  «2  ^  g«  ^  ^2  _  Ja« 
M=  a*  +  /?£  +  y5  +  *ij  +  «a  +  6/5  +  i?y  =  latf 
j\^=  aß  +  ßy  +  yd  +  ds  +  s^  +  tri  +  fia  ==:  Haß 

p  =  ay  +  /Jd  +  y«  +  *S  +  ^^  +  S«  +  ??/5  =  ^«y 

ist.  Ferner  ist  zu  beachten,  dafs  Z  +  2ilf+2^-|-2P  das  Quadrat 
der  Grofse  a  +  /5  +  y  +  *  +  *  +  5  +  ^>  welche  den  Wert  —  1  be- 
sitzt, ist  und  dafs  somit  die  Gleichung  besteht: 

l'^L  +  2M+2N+2P, 

Sodann   kann  man  in  unsrer  Gleichung  ft  in  2fi  verwandeln;   dies 

ergiebt  dasselbe  Resultat,  welches  man  aus  den  Werten  von  n^cosd*', 

n'sin'9''  erhalten  würde.  Ebenso  kann  man  ft  in  3ft  verwandeln, 
wodurch  man  dasjenige  Resultat  erhält,  welches  aus  der  Elimination 
von  %'"  entstehen  würde.  Mithin  erhält  man  die  beiden  andern 
Gleichungen: 

n  =  L  +  2ilf  cos  2f*  +  2  J\^cos  3^  +  2P  cos  ft 
n  =  i  + 2Jlfcos3^  +  2JV^co8ft  +2Pcos2ft. 
Setzt  man  jetzt  für  2cos3fi  seinen  Wert  —  1 — cosfi — 2cos2fi,  so  wird: 
n  =  i  —  P  +  2(ilf  —  P)  cos  f*  +  2(JV^—  P)  cos  2ft. 

Da  nun  die  Gröfsen  cos  ft  und  cos  2fi  auf  einander  nicht  reducierbare 
irrationale  Grofsen  sind,  so  mufs,  damit  diese  Gleichung  bestehe, 

Jjf=P,      N^P 

sein.    Mithin  ergiebt  sich: 

n  —  L  —  M, 


1 
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Ferner  haben  wir  gefunden: 

l=L  +  2M+2N+2P, 
folglich: 

oder: 

Z  =  l— 6Jf. 
Hieraus  folgt: 

w  =  1  -  7Jlf, 
also: 

Mau  erhält  daher  die  vier  Bedingungsgleichungen: 

1  +   6m  =  a«   +  /S«  +  y^  +  d«   +  £^   +  g«   +  iy«   =  Ic« 

—  m  =  aß  +  ßy  -+■  yd  +  de  +  B^  +  ^ri  +  Tia  =  Zaß 

—  m  =  ay  -^  ßd  -^  ye  +  tf  f  +  fii?  +  5«  +  i?/J  =  Tay 

—  m  =  ad  +  ßs  +  yt  +  Ö7i  +  sa  +  tß  +  fjy  ^  Hai. 
Durch  diese  Gleichungen  wird  bereits  die  Gleichung 

«  +  ^  +  y  +  <y  +  «  +  e+ij  —  1 

ausgedrückt;  letztere  liefert  also  keine  neue  Bedingungsgleichung. 

Aus  der  ersten  Gleichung  erkennt  man  noch,    dafs  die   gröfsie 
der  Gröfsen  a,  ß,  y,  . . .  rj  kleiner  als  )/l  +  6w  aber  grofser  als 


V 


"7 —  ist. 


568. 


Nachdem  wir  die  neue  Reduktionsmethode  für  die  allgemeinen 
Fälle  n  =  5fw  +  1  und  «  =  7m  +  1  hinreichend  auseinandergesetit 
haben ;  glauben  wir  nicht  nötig  zu  haben,  noch  weitere  Anwendungen 
dayon  zu  geben.  Wie  man  sieht,  gelangt  man  immer  auf  möglichst 
einfache  Weise  zur  Auf  losung  der  Hülfsgieichung ,  welche  die  Perioden 
von  m  Gliedern,  in  welche  die,  alle  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
X  «=  0  enthaltende,  Periode  (n  —  1  :  1)  zerfällt,  zu  Wurzeln  hat 

Da  die  Hülfsgieichung  dritten  Grades,  welche  im  Falle 
n  -=  3m  +  1  stattfindet,  und  deren  allgemeinen  Typus  wir  in  No.  514 
angegeben  haben,  mittelst  der  gewöhnlichen  Methoden  sich  leicht 
behandeln  läfst,  so  haben  wir  uns  bisher  mit  derselben  nicht  be- 
schäftigen zu  müssen  geglaubt.  Um  jedoch  diese  Theorie  mit  mög- 
lichster Gleichmäfsigkeit  darzulegen,  wird  es  nicht  unnützlich  sein, 
wenn  wir  unsere  allgemeine  Beduktionsmethode  auch  auf  diese  Glei- 
chung anwenden. 
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569. 
Die  im  Falle  n  »»  3m  -f-  1  aufzulosende  Gleichung  lautet: 
/  + 1?"  -  wj)  +  y  (m*-  -  nC)  =  0. 
um  C  zu  bestimmen;  mufs  man  4n  auf  die  Form  4n  =  a^  -|-  21V 
bringen,  was  immer  möglich  ist.    Alsdann  erhält  man  C=       '^^^^~} 
wobei  von  dem  doppelten  Vorzeichen  dasjenige  zu  nehmen  ist,  für 
welches  -^ —  eine  ganze  Zahl  ist 

Sodann  bezeichne  man  mit  p,  p',  p"  die  Wurzeln  der  vorstehenden 
Gleichung  und  setze  der  allgemeinen  Methode  gemäfs: 

T'-~p-\-pB-\-p"B* 
r  =  p+pB?+p"B*, 

wo  iJ  eine  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  ü'  — 1=0  ist  Nimmt 
man  dann 

an,  so  vird: 

a  =  p«  +  2pi/',      6  =  /«  +  2p"p,      c  =  /'*  +  2pp. 

Wie  gewöhnlich  hat  man  sodann  a  auf  die  lineare  Form 

a^ap  +  ßp  +  yp' 

zu  bringen;  aus  diesem  Werte  yon  a  ergeben  sich  die  der  beiden 
andern  Eoefficienten  b  und  c,  indem  man  nach  und  nach  die  Gröfsen  p 
um  eine  Stelle  vorrücken  läfst  und  dabei  p''  als  gleichbedeutend  mit 
p  ansieht 

Ordnet  man  darauf  den  Wert  von  T*  in  Bezug  auf  die  p,  und 

setzt  man: 

^  =  a  +  yiP  +  /JJ2^ 

^'=  a  +  yli^  +  ßR\ 
so  ergiebt  sich: 

T^^AT    und     r^  =  ÄT. 

Endlich  findet  man  auf  dem  schon  angegebenen  Wege: 
und  dies  beweist^  dafs  man  zu  gleicher  Zeit 


T  =  n^  (cos  CD  +  y —  1  sin  o) 

1 
T  ==^  n^  (cos  CO  —  y^  1  sin  co) 

Legendre,  Zahlentheorie  II.  17 


n 


258  Fünfter  Hauptteil. 

setzen  kann.    Aus  den  beiden  Gleichungen  T*  =  J.T'  und  T^^^ÄT 
erhält  man  aber  {TTy  =  AÄTT,  und  somit: 

AÄ^  TT  =  n. 
Man  kann  daher  gleichzeitig  setzen: 

JL^  

^  =  w*  (cos  d'  +  ■/—  1  sin  &•) 

£  

A'=  n^  (cos  d"  —  y^  1  sin  %). 

Aus  den  beiden  Gleichungen  T^  =  AT  und  T^  ^  A'T  erhalt  maD 
aber  ferner:  T*  =  ^^T'^  =  A^ÄT  oder: 

Sobald  daher  der  Wert  von  A  bekannt  ist,  ergiebt  sich  unmittelbar 
der  Wert  von   T.      . 

Bezeichnet  i 
ist,  mit  ft,  so  ist: 


Bezeichnet  man  nun  den  Winkel  — — ,   wo  h  gleich  1  oder  2 


B  =  cos  f*  +  ]/—  1  sin  ft 

IP  =  cos  f*  —  y^  1  sin  f*. 

Die  Gleichung  0  =  1  +  JJ  +  B*  giebt  daher: 

0  =  1  +  2  cos  ft, 
oder: 

COSf*  =  — y, 

und  in  gleicher  Weise  wird  cos  21^^  —  —' 

Substituiert  man  die  Werte  von  R  und  von  IP  in  die  Gleichung: 

2_  

A  =  a  +  yS?  +  ßI^  =  n^  (cos  -^  +  ]/-  1  sin  ^), 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  %•  die  beiden  Gleichungen: 

n*  cos  -ö"  =  a  +  (y  +  /3)  cos  f*  =  a  —  Y  (y  +  /J) 

w*  sin  0-  =  0*  —  y)  sin  ft; 

und  da  stets  a  +  /3  +  y  =  —  1  ist,  so  giebt  die  erste  Gleichung: 

W«'cOS'Ö'  =  y(l  +3«). 

Mittelst  der  linearen  Werte  von  ^  und  pp'  findet  man  aber  aUgemein: 

a  =  3C/  —  w  —  1, 
mithin: 

n2cos-9'  =  ~(9ü  — n—  l)  =  +  ~a, 
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oder 

cos  0-  =  4:  — T-' 

In  diesem  Werte  von  t^os  0-  ist  das  Vorzeichen  nicht  willkürlich; 
dasselbe  bestimmt  sich  vielmehr  durch  die  Bedingung^  dafs  n  -|-  1  +  a 
durch  9  teilbar  sein  mufs.    Mithin  hat  man  nur  zwischen  den  beiden 

Werten  0-  und  —  0-  oder  zwischen  0-  und  2«  —  O-  zu  wählen;   in- 

1^ 
dessen   zeigt  der  Wert  von  n*  sin  -ö-  «=  (/J  —  y)  sin  ft,    welcher  das 
Vorzeichen  von  sinO*  bestimmt,  an^  welcher  von  diesen  beiden  Werten 
zu  nehmen  ist. 

570. 

Ist  der  Winkel  d'  auf  diese  Weise  mittelst  der  beiden  Werte 
von  cos  ^  und  sin  d"  bestimmt^  so  giebt  die  Gleichung 

r»  =  n^  =  n«  (cos  ^  +  j/^  sin  »), 
verbunden  mit  der  Gleichung  TT^^  n,  die  beiden  Werte: 


T=n*(cos|^  +  l/:^sin|^) 
r=  n^(cos  y  -  y^^  sin  |^)- 


Addiert  man  aber  die  drei  Gleichungen: 

80  erhält  man  -—  1  +  ^+  ^'=  3|),  mithin: 

1     ,     2n*         -8- 

und  da  man  an  die  Stelle  von  %•  der  Reihe  nach  ^  +  2ä  und  -ö-  +  4ä 
setzen  kann^  so  lassen  sich  die  drei  Wurzeln  der  aufzulosenden  Glei- 
chung folgendermafsen  ausdrücken: 

1     ,     2n*  -8- 


1     ,     2 


n^  ^4-2» 


cos 


3*3      3 

1     ,     2ni  d  +  iar 


17« 
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571. 
Wir  haben  behauptet,  dafs  dieselbe  Lösung  schneller  mit- 
telst der  gewöhnlichen  Methode   gefunden  werden  könnte.    In 

der  That,  setzt  man  in  der  gegebenen  Gleichung  p  =     T"    ,  so  er- 
hält man  die  transformierte  Gleichung: 

x^  —  Snx  +  «a  =  0, 
und  aus  dieser  folgt  nach  der  Gardanischen  Formel: 


Ist  daher: 


2 
so  ergiebt  sich: 


+  —  =  «*  cos  d'j      -~ —  =  w*  sm  d-y 


X  =  K  w«  (cos  ^  -f  l/=T  sin  d)  +  Vn^  < 


'  (cos  ^  -f  }/=T  sin  d)+Vn^  (cos  ^  —  )/- 1  sin  «•), 
oder:  , 

X  =  2n^  cos  -g-, 

und  dies  stimmt  mit  dem  vorhergehenden  Resultate  überein. 

Ist  z.  B.  n«s991,  so  ist  die  aufzulösende  Gleichung  (Artikel  515): 

!>'  +i>*  -  330p  —  2349  =  0. 
Ferner  hat  man  4n  =  61*  +  27  •  3*,  wodurch  man  a  =  61,  6  =  31 
erhält,  und  da  a  mit  dem  Zeichen  -^  genommen  werden  mofs,  damit 
n  -^  1  -|-  a  durch  9  teilbar  sei,  so  mufs  man  . 

cos  ^  =       ,-  -.- 

2>/991 

setzen.    Die  Wurzeln  der  in  Bede  stehenden  Gleichung  sind  alsdann: 

p   =__+...._  COS -^3-- 

p   «__  +  -__  cos -^ 

Diese  Gleichung  besitzt  überdies  die  Eigenschaft,   dafs,   wenn  eine 

Wurzel  p  derselben  gegeben  ist,  die  beiden  andern  p'  und  p"  sich 

rational  mittelst  der  Formeln  ausdrücken  lassen: 

'  —    —1^7—- 12p  .,  — 117  —  9p 

^  ~  p  +  9  '  i^='p  +  i2 
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572. 

Wie  wir  gesehen  haben^  hat  man^  nachdem  die  Gleichung 
Jc*^  Grades  in  p  aufgelöst  ist^  nach  einander  die  Je  Gleichungen 
j'ten  Grades  in  q,  sodann  die  kJc  Gleichungen  Ä"*®*  Grades  in  r  und 
so   weiter  aufzulösen ^  bis  man  zu  den  Gleichungen  gelangt,  welche 

die  — r —  Perioden  von  zwei  Gliedern  zu  Wurzeln  haben. 

Bei  diesen  aufeinanderfolgenden  Hülfsgieichungen  vom  Grade 
k\  k"  . . .  lassen  sich  die  Eoefficienten  stets  in  linearer  Weise  durch 
die  Wurzeln  der  vorhergehenden  Gleichung  ausdrücken,  und  auf  jede 
von  ihnen  läfst  sich  die  ßeduktionsmethode  anwenden ,  die  wir  bei 
der  Auflösung  der  Gleichung  in  p  auseinandergesetzt  haben.  Jedoch 
sieht  man,  dafs  die  Formeln  sehr  verwickelt  werden,  wenn  es, 
je  nach  der  Anzahl  der  Faktoren  von  «  —  1,  Hülfsgieichungen 
von  verschiedenen  Graden  gäbe;  dieselben  würden  auch  Mehr- 
deutigkeiten enthalten ;  deren  Anzahl  von  einer  Hülfsgieichung  zur 
andern  wachsen  würde.  Es  würde  daher  sehr  schwierig  sein,  auf 
diesem  Wege  zu  dem  Endresultat,  welches  den  Wert  einer  jeden 

durch  xf*  +  x~^  oder  die  reelle  Gröfse  2  cos  -^  dargestellten  Periode 
von  zwei  Gliedern  ergiebt,  zu  gelangen. 

Glücklicherweise  kann  man  sich  der  Mühe  überheben, 
die  verschiedenen  Hülfsgieichungen  der  Reihe  nach  aufzu- 
lösen,  da   es   ein    viel  einfacheres  Mittel   giebt,  um  direkt 

zum   gewünschten  Resultate   zu  gelangen.     Es  besteht  darin, 

^ ■* 

dafs   man   sogleich   die  Gleichung  — - — *^  Grades  in  p  betrachtet^ 

welche    die    durch   r'*  +  r-f*    oder    durch    2  cos  —^—   dargestellten 

— 2 —  Perioden  von  zwei  Gliedern  zu  Wurzeln  hat.    Diese  Gleichung, 

deren  sämtliche  Eoefficienten  bekannte  ganze  Zahlen  sind,  läfst  sich 
mittelst  derselben  Reduktionsmethode  lösen,  die  wir  bei  den  Werten 
i  =  5,  7,  3  in  Anwendung  gebracht  haben,  und  die  daraus  sich  er- 
gebenden allgemeinen  Formeln  sind  unendlich  viel  einfacher  als  die- 
jenigen, die  man  mittelst  der  Auflösung  der  aufeinanderfolgenden 
Hülfsgieichungen  erhalten  würde.  Dies  wollen  wir  in  dem  folgenden 
Paragraphen  näher  darlegen. 


1 


(Ä)      0. 
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§5. 

Verfahren,  um  zur  allgemeinen  Auflösung  der  Gleichnng  X^O 

sm  gelangen. 

573. 

Mittelst  der  Sabstitation 

,    1 

läfst  sich  die  Gleichung  X=0,  welche  vom  Grade  n— l=2t  ist,  auf 
eine  Gleichung  vom  Grade  Je  zurückführen,  nämlich  auf  die  Gleichung: 

p^-Qc- 1)  pt-«  +  ^=m=.?Lp^-. 

_  (k-3)(k-i){k-6)     ._,   ■ 

1.2-8  ^         '   ■■ 

+^-1  _  (t  _  2)1,»-»  +  (i- Jfc  ^p*-5 

.      (k-i)(k-i)(k-6)  ^_,   , 

TäTs r  '+— 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  Pt  das  Polynom 

ik  -I-  2  Ä  -4-  1 

welches  bis  auf  ^  oder  ^  Glieder  fortzusetzen  ist,  je  nach- 
dem X;  gerade  oder  ungerade  ist,  und  bildet  man  in  analoger  Weise 
die  Polynome  P*-!  und  P*— 2,  indem  man  an  Stelle  von  h  nach 
einander  h —  1  und  h  —  2  setzt,  so  erhält  man,  wie  leicht  zu  sehen, 
allgemein: 

Pjfc  =|>Pjfc— 1  —  Pjfc— 2, 

so  dafs  also  die  unendliche  Reihe 

P„  +  Pi  /»  +  P,  ir»  +  .  . .  +  Pt;j*  +  . . . 

eine  rekurrente  Reihe  ist,  welche  aus  der  Entwicklung  eines  Braches 
mit  dem  Nenner  1  —  pe  '•\-  e^  entsteht.  Da  femer  ps^x  -{-  x~^  i«*, 
so  ist  dieser  Nenner  das  Produkt  der  beiden  Faktoren: 

(1  -  xn)  (1  —  x-^js), 

und  hieraus  folgt,  dafs  sich  das  allgemeine  Glied  Pk  folgendermabeo 
ausdrücken  läfst: 

wo  a  und  ß  Eonstanten  sind. 
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Setzt  man  aber  nach  einander  %  »=  0  und  ä;  <»  1,  wodurch  sich 
P^ ««  1  und  P^=|)a=a;-f-ar-^  ergiebt,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung von  a  und*^  die  Gleichungen: 

X  +  ar-^  =  arc  -}-  ßx~^y 
und  aus  diesen  folgt: 

Man  hat  daher: 

Pk      = 


P*>i  = 


1  — «» 
und  endlich: 


1-35**  +  * 


1  — « 


Mithin  wird  die  Gleichung  X  >»  0  allgemein  durch  eine  Gleichung 
in  p  vom  Grade  *  dargestellt,  welche  lautet  P*  +  Pk—i  =  0, 

574. 

Nunmehr  müssen  wir  auf  die  Gleichung  (-4),  in  welcher  Je  «=«  — 5— 

ist,  dieselbe  ßeduktionsmethode  anwenden,  von  welcher  wir  schon 
im  vorher^henden  Paragraphen  verschiedene  Beispiele  gegeben  haben. 
Diese  Methode,  die  bereits  einigen  Modifikationen  unterliegt,  sobald 
h  keine  Primzahl  ist,  macht  ziemlich  beträchtliche  Änderungen  er- 
forderlich, sobald  k  eine  gerade  Zahl  ist,  und  besonders  sobald  diese 
Zahl  mehrere  Teiler  hat.  Deshalb  wollen  wir  nach  einander 
verschiedene  Werte  von  n  betrachten,  die  wir  so  wählen,  dafs 
sich  in  den  verschiedenen  Beispielen,  deren  Losung  wir  geben  werden, 
so  ziemlich  alle  Schwierigkeiten  vereinigt  finden,  die  sich  bei  jedem 
andern  gegebenen  Falle  darbieten  können. 

575. 
Ejwtes  BeispieL    n  <»  31,    k^==  15. 
Alsdann  ist  die  Gleichung,  um  deren  Auflösung  es  sich  handelt, 
die  folgende: 

1>^*  -  14i)"  +  78^1  -  220p»  +  330j)^  -  2b2p^  +  84ii»  -  8p 
~     + 1)^*  -  13i>"  —  eep"^  -  165i)»  +  210p^  -  126i)*  +  28i>«  -  1, 
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und  man  weils  von  vornherein)  dafs  alle  ihre  Wurzeln  reell  und  von 

der  Form  j?  =  2  cos  -  -  -  sind. 

Nimmt  man  als  primitive  Wurzel  von  13  die  Zahl  ^  =  3,  so 
werden  die  verschiedenen  Wurzeln  unserer  Gleichung  in  der  Reihen- 
folge, welche  für  sie  durch  die  Werte  |>  =  (2:1),  i>'  =  (2:^), 
p"  =  (2:g^)^ . . .  angegeben  wird,  folgendermaCsen  dargestellt: 

p    =r*  +''~*S     P^    =^  +^~"*\     P^    =f^  +r— ^ 
^"  =r»  +r-\     p^^  ^r'^^r-'\    p^^  =r»  +  r"** 

Mit  Hülfe  dieser  Werte  mufs  man  den  Koefficienten 

a=p^  +  2i)>^v  ^  2i>'>^™  +  2j)">x°  +  2i>i>^i 
+  'ip^P^  +  2i)^/x  +  2i)V^i>vm 

auf  die  lineare  Form  bringen.  Nun  findet  man  aber  unmittelbar 
den  entwickelten  Wert  der  verschiedenen  Glieder,  aus  denen  die 
rechte  Seite  besteht,  nämlich: 

p"'p^^p"'+pLy    ^ 
folglich: 

a  =  2  +  4p  +  2p  +  2p"  +  2p'''  +  2p'^  +  2p^+  2pViii  +  3^x 

+  4|>x  +  4p^  +  2ii™^, 
oder,  wenn  man  für  2  seinen  Wert  —  2p  —  2p  —  2p"  —  ••-  setzt: 
a^2p  —  2p"  -  2p^  +P^^  +  2i)X  +  '^P^^  -  22?xn  __  2p^^. 

576. 

Es  sei  JB  eine  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  JB^^  —  1=0  und 
zwar  eine  von  denen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  sie  durch 
ihre  aufeinanderfolgenden  Potenzen  i?^,  B?,  JB*,...  alle  andern  Wurzelo 
derselben  Gleichung  hervorbringen.     Man  kann  etwa 
T,  2w      ,    -/ — ;-   .      2« 


yv  pXI 

=  j,+,,x 

i,v^x 

=  |,+j,vm 

pvi^ 

=  pvn_^^xi 

^vnj,vm 

=  j,'  +  p^ 
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oder  allgemein 

E  =  cos  —TT-  +  y  —  1  sin 


15      I    r  ™     15 

nehmen,  wo  h  eine  der  acht  Zahlen  ist^  welche  kleiner  als  15  und 
prim  zu  15  sind.  Wie  wir  gesehen  haben ,  kann  man  die  Funktion 
Ä,  welche  in  der  Gleichung  T^  ^=  AT  yorkommt,  aus  dem  soeben 
gefundenen  linearen  Werte  des  Koefficienten  a  herleiten;  man  hat 
dazu  nur  jedes  Glied  p^"^  in  R^—^f*^  zu  verwandeln.     Dies  giebt: 

(1)      ^  =  2  — 2ie«-2iJ«  +  212«  +  2fi^^  +  B^«  — 2B««~2B*^ 

Setzt  man  also  wie  gewohnlich: 

(2)  T=p+p'n-\-p"E*+p"m-\--+p^^^R'\ 

SO  erhält  man  die  Gleichung  T^  «»  AT\  aus  der  sich  noch  mehrere 
andere  fQr  die  Lösung  unserer  Aufgabe  sehr  brauchbare  Gleichungen 
ergeben.  Denn  man  mufs  sich  erinnern,  dafs  wir  mit  Ty  T\  T" .,. 
diejenigen  Grofsen  bezeichnet  haben,  welche  aus  dem  Polynom  T 
entstehen,  wenn  man  nach  einander  22^,  ü^,  JR*, ...  an  die  Stelle  von 
ü  setzt  Ebenso  bezeichnen  Ä  ^  -4",  J."', . . .  diejenigen  Grofsen, 
welche  aus  dem  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmten  Polynom  her- 
vorgehen, wenn  man  darin  iP,  JR',  U*, . . .  für  E  substituiert.  Hier- 
nach ergiebt  die  Gleichung  T^  =  AT  und  diejenigen,  welche  aus 
ihr  entstehen,  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen:  • 

T^      =AT        ,     r«       =ÄT"   ,       T"«  =^"Tv      ^ 

y"2  —  jj'"  yvii        2^iv2     j[iyyix         yva   _- ^vyxi 

(3)     T^^^  =  ^viyxni       yvna    =  ^vny       yvina  .__  j^vmy 

yix2  __  ^ixyiv         yx2     _.  j^xyvi        yxn    __.  ^xij^vm 

yxn2  __  ^xn  yx         yxnr  2  __.  ^xm  yxn 

Femer  läfst  sich,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  leicht  zeigen,  dafs 
die  Funktionen  T  der  Gleichung  TWJ'Ci»— 0  =»  n  genügen,  und  dafs 
dasselbe  von  den  Funktionen  A  gilt,  so  dab  man  also  folgende 
doppelte  Reihe  von  Gleichungen  erhält: 

n  =  yyxm  _,  y  yxn  ^^  yyxi  _,  y'^x  __  yivj^x  _«  ^'vyvin 

(4)  =  yviyvn^ 

II  =  ^^xin  _  ^'^xn  _  ^"^xi  =  ^'-^x  _  ^nr^ix  _  ^v^vm 

Diese  Gleichungen  enthalten  die  Hauptelemente  der  allgemeinen 
Losung,  die  wir  entwickeln  wollen. 
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577. 

Zunächst  müssen  wir  die  Bestimmung  der  Winkel  &,  d',  d"..., 
weiche  vermittelst  der  allgemeinen  Formel 

^("»)  =  n*  (cos  -Ö-^"»)  +  Y^  sin  -Ö-^'»)) 
die  Werte  der  Grössen  Ä,  Ä',  -4", . . .  ergeben,  in  Angriff  nehmen. 
Nachdem  wir  hierzu  bereits  JJ  =  cos  ft  +  V^  1  sin  ft  und  ft =-^^=24® 

gesetzt  haben,  wissen  wir,  dafs  A^^^  aus  A  entsteht,  wenn  man  in 
dem  Ausdruck  von  -4:B"»+^  an  die  Stelle  von  JB  setzt.  Man  erhält 
daher  aus  der  Gleichung  (1)  allgemein: 

^("»)  =  2  —  2E*'^+*  —  2E«"»+«    +  2  JB®'«+®    +  2JB^®'"+** 
_j.    Jinm+ii  _  2JB20m+8o  _  2JB*«"«+*; 

und  diese  Formel  reduciert  sich  wegen  B^^  »=  1  auf  die  folgende: 

(5)    ^("»)  =  2  —  2^*"»+*  —  2B«'"+«    +  2JB8'~+8  ^  2JR"«+^<^ 

Hieraus  ergeben  sich  zur  Bestimmung  des  Winkels  ^^"^  zwei  allge- 
meine Gleichungen,  nämlich: 

n«cosd('»)=2— 2co8(2w+2)ft— 2co8(5i»+5)ft    — 2co8(6f»+6)f« 
+2cos(8w+8)fA+2cos(10w+10)ft— 2co8(llw+ll> 
+  cos(12m  +  12)ft. 

n«sin'd'^'")=  — 2sin(2w+2)fA— 2sin(5i»+5)ft     --28in(6f»+6)fi 
+2sin(8i»+8)ft  +  2sin(10i»  +  10)f*— 2sin(llw+ll)F 
+  sin(12w+12)f*. 

Da  jedoch  15ft  =  2x  ist,  so  hat  man  allgemein: 

cos  (15a  +  6)ft  =  cos  bfi    und     sin  (15a  +  6)f*  =»  4-  sin  6ft> 
und  hierdurch  nehmen  diese  beiden  Gleichungen  die  folgende  Form  an: 

n'cos'^^'»)  =2—  2cos(2w  +  2)ft  +   cos(3w  +  3)ft  —  2co8(4m  +  4> 

—  2cos(6w  4-  6)f*  +  2cos(7 w  +  7)/», 

w^sin-Ö-^"»)—   —  2sin(2w  +  2)ft—    sin(3w  + 3)f*  + 28in(4m+4> 

—  48in(5w  +  5)ft  — 28in(6m  +  6)fA  — 2sin(7m+7)fi. 

Hieraus  ergeben  sich  die  besonderen  Formeln: 


j  _ 
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n^cos *    =2  —  2 cos  2|»  +  cos  3f*  —  2  cos  4ft  -7  2  cos  6ft  +  2  cos  7  fi 

n^aind'    =    —  2  sin  2  /»  —  sin  3  ft  +  2  sin  4  ft  —  4  sin  5/»  —  2  sin  6  ft 

—  2sin7fi. 

n  *  cos  d'    =2  —  2  cos  4  /»  +  cos  6  f*  —  2  cos  7  ft  —  2  cos  3  fi  4~  2  cos  ft 

i_ 
n*sind'    =    —  28in4fi  —  sin6fi  —  28in7^  +  4sin5ft  +  2sin3|x 

4-  2  sin  fi, 

n  *  cos  d'"  =  2  +  cos  6  fi  —  4  cos  3  ft 

i_ 

n^sin-ö-"  =    — 4sin3ft  —  38in6ft. 

V  m 

n  *  cos  -ö-"'  =2  —  2  cos  ft  +  2  cos  2  ft  —  cos  6  /»  —  2  cos  7  ft 

i_ 

n*  sin  -ö-'"  sa»         2  sin  ft  +  2  sin  2  ft  +  sii^  3  f*  —  4  sin  5  fi  +  2  sin  6  f* 

+  2  sin  7  fi. 
i_ 

n^cosO^  — 1— 2cos5fi  =  2 

i_ 

«8in-friv=         6sin5ft  =  3l/3. 

n*cos^^  =2  +  cos3ft  — 4cos6|x 

n*  sin  -ö-^  =         3  sin  3  f*  —  4  sin  6  (i. 

i_ 
n*cos'9'^°=2  —  2  cos  f*  —  2 cos  2f*  —  2cos3ft  +  2cos4fi  +  co86ft 

ii«sind^=     --2sinfi+  2sin2fi  —  2sin3f*  +  2sin4fA  +  4sin5fi 

+  sin  6  ft. 
Diese  Werte  lassen  sich  mit  Hülfe  der  bekannten  Eigenschaften 
des  Winkels  u  =  -r-r-  =  24^  noch  weiter  vereinfachen.     Nach  diesen 
Eigenschaften  hat  man  nämlich: 


1 
n 

1 


cos  4  ft  =»      V  +  cos  3(1  —  cos  ft 

m 
K^  1 

cos  5  ft  —  —  Y 

cos6fi»»  — Y — cos3ft  ,     sin6fi™sin4f*  —  sinfi 


cos 


7  f*  =  —  cos  2  ft  —  cos  3  ft       ,     sin  7  ft  =  sin  3  ft  —  sin  2  fi. 


1 
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Hieraus  erhält  man  die  folgenden  genauen  und  angenäherten  Werte: 

n « cos  a-     =  2  +  2  cos  ft  —  4  cos  2  fi  —  cos  3  f*  =      0,841551495475 

1 

n^cos  Ö«'    =  ^  +  4  cosft  +  2  cos  2ft  —  3  cos  3fi  =      4,565392060163 

w « cos  ^"   =  1  ~  5  cos  3ft  =  —  0,045084971875 

_i_ 

n  ^  cos  -Ö-'"  =  3  —  2  cosfi  +  4  cos  2f*  +  5  cos  3  ^  =      5,394516482025 

i_ 

n^coQd^  =  2  =      2 

n«cosö"V  =4+5cos3fi  =      5,545084971875 

n  55  cos  d'^^ = -|-  —  4  cos  fi  —  2  cos  2ft  —  cos  3fi  =  —  2,801460037663           \ 

I 


1 
n«  sin  d'     =  2  sin  f*  —  3  sin  3ft  —  4  sin  5f*  =  —  5,503797877871 

n^sint^    =2sin2f*  — 3sin6fi  +  4sin5f*  =      3,187035509215 

n « sin  -Ö-"    =  —  4  sin  3  ft  —  3  sin  6  ^  «=  —  5,567581822057 

j_ 
n«  sin  a-"'  =  3  sin  3fi  +  2  sin  4f*  —  4  sin  5(i         =      1,378110724284 

n « sin  ^^  =  6  sin  5fi  =      5,196152422706 

n^sin-Ö-^  =3sin3ft  —  4sin6f*  =      0,502028539715 

n«  sin -9^^=  2  sin  2f*  —  2  sin  3fi  +  3  sin  6  fi 

+  4  8in5f*         =     4,811633990380. 

Aus  diesen  numerischen  Werten  erkennt  man,  dals  von  diesen  sieben 
Winkeln  zwei,  nämlich  d-  und  ^",  negative  Sinus  haben,  d.  h. 
zwischen  180**  und  360®  enthalten  sind.  Die  fünf  andern  liegen 
zwischen  0  und  180®.  Das  Resultat  der  Berechnung  dieser  Winkel 
bis  auf  eine  Genauigkeit  von  einem  Milliontel  einer  Sekunde  ist 
folgendes: 
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^ 81«  18'  2r,727116 

^'    =       34^55'    6",050634 

^"   =  _  90«  27'  50",247518 

^'"  =       14«  19'  50",090193 

^Tv  =       68«  56'  53",792033 

-^v  _        50  10'  23",569784 

-^^=     120«  12'  32",728371. 
Wir  kennen  somit  sämtliche  Werte  der  Hülfsgrofsen  J.,  Ä\  Ä'  bis 
Ä^^^^^  denn  es  ist  allgemein: 

^(m)  =  n5»(cos  -Ö-^"»)  +  )/— 1  sin  -^("»0 , 
tmd  sein  Komplement: 

578. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Bestimmung  der  Gröfsen  T^  welche  den 
Hauptzweck  dieser  Rechnungen  bildet,  über,  so  können  wir  zunächst 
aus  den  Gleichungen  (3)  die  folgenden  Werte  ableiten: 

rpi      _* 

^      ~    A 

^..        y  r* 

TVll r. _  - 

^         —      ^»'  JLM'*^'" 


Aus  der  letzteren  folgt: 

T^ö  — ^8^'M"'M^, 
oder^  wenn  man  die  Werte  von  A^  Ä^  Ä"j  AV^  einsetzt: 

T*5  ^  ^t[cos(8'^  +  4-^'  +  2^'"  +  ^^) 

+  /^  sin  (8^  +  40'  +  20'"  +  O  vn)] . 

Nimmt  man  also  den  Winkel  o  so,  dafs 

8-8- +  40' +  20'"  4.  0^° 

m  =a ! ! ! 

16 

ist,  so  wird  der  Wert  von  T: 

\^  

T  =  n  *  cos  o  +  V'-'  1 8iu  o) . 
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Ist  T  bekannt  und  setzt  man: 

r    =n«(co8o'   +|/^8incD0 

r "  =  n^(co8  cd'"  +  l/=ä  sin  cd'") 
und  allgemein: 

TM  =  n  «  (cos  (D  ("»)+  l/^^  sin  m^"^"^ , 

so  ergeben  die  Gleichungen  T  ^~,  T"  =  -^,  Tvn=_^lL  ^j,. 

mittelbar: 

cd'     =  2cd  —  -9^ 

fi,'"  =4cD  — 2^  — -^' 

a,vn_  gfl,  _  4^  _  2Ö"'  -  ^'". 

Auf  diese  Weise  kennt  man  also  bereits  die  vier  Funktionen  T^  jT, 
r",  T^  und  ihre  Komplemente  r™^,  T™,  T^,  T^,  und  die 
Summe  dieser  acht  Funktionen  wird^  wie  man  sieht,  dai^estellt  durch 

2n^  [cos CD  +  cos (2 CD  —  -9)  +  cos(4cd  —  2%^  —  ^') 

+  co8(8cD  —  4-^  —  2d'  —  Ol  • 

579, 

Um  die  Funktionen  T"  und  T^  zu  erhalten,  bemerken  wir,  dafs 
sich  aus  den  Gleichungen  (3)  ergiebt: 


1 


Da  ferner  T"T"  —  n  ist,  so  folgt: 


oder: 

6 


r'»  --  »*  [co8(2*"  +  *'■)  + 1/=^  8in(2^"  +  *^)]. 

Setzt  man  also: 

2*"  +  *^ 

'    «• 6 ' 

SO  erhält  man: 

T"  =  n«  (cos  w'  + 1/=^  sin  cd"). 
Aus  diesem  Werte  ergiebt  sich  sodann: 

yv  =     ^  =  w^  (cos  (2cd"  -  ^")  +  K^=^  sii^  (2®"  -  OX 
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und  aus  diesen  beiden  Funktionen  folgen  ihre  Komplemente  oder  die 
zu  ihnen  inversen  Funktionen ^  nämlich: 

Txi   =n«(co8CD"  — y^lsincD'O 

1 
Tvm^  n^(co8  (2©"  -  ^")  —  1/=^: sin (2 cd"  —  d")). 

Es  würde  somit  die  Summe  dieser  vier  Funktionen  sein  gleich 

2n* (cos  o'  +  cos(2(d"  -  d")). 

Hier  bietet  sich  jedoch  eine  Schwierigkeit  dar. 

Wenn  wir  T'  aus  T"*  ableiten^  so  könnte  der  in  dem  Aus- 
druck von  T'^  enthaltene  Winkel  2d"  +  a-^,  anstatt  einfach  durch 
2a"  -|-  ^^  bezeichnet  zu  werden,  auch  durch  2d"  +  '^^  +  2*«  dar- 
gestellt werden y  wobei  i  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  ist.  Mithin  konnte  der  Wert  von  m",  den  wir  daraus  ab- 
geleitet haben,  allgemeiner  durch 

CO    -  JL_  +  __ 

ausgedrückt  werden.  Es  giebt  daher  in  Wirklichkeit  fünf  ver- 
schiedene Werte  von  T",  welche  sich  aus  den  fünf  Werten  von  a", 
nämlich  aus 

2d"  +  d^    ,     6»  „         2d"  +  -8'^    ,     8« 


CO 


5  »      6    '     '^  6  '6 

ergeben.  Um  zu  erfahren,  welcher  von  diesen  fünf  Werten  zu  nehmen 
ist^  müssen  wir  ein  Mittel  suchen,  um  T'  direkt  und  ohne  Mehr- 
deutigkeit aus  T  herzuleiten. 

580. 

TT* 
Setzt  man  zu  diesem  Zweck  —ffr-  ="  M,  so  behaupte  ich,   dals 

M  eine  Funktion  von  R  allein  und  unabhängig  von  den  Wurzeln  p 
ist.     Läfst  man  nämlich  die  Grofsen  p  um  eine  Stelle  vorrücken,  so 

gehen  die  Polynome  T,  T',  T'  über  "^"g;  ^>  "^j  ®s  bleibt  so- 

TT' 
mit     y,.    ungeändert.     Man  hat  daher   nur   mittelst  der  Gleichung 

TT  ■»  MT*  die  Funktion  Jf  zu  bestimmen.     Aus  dieser  Gleichung 
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j_  

folgt  aber,  daXs  M  die  Form  w*  (cos  0  +)/ — 1  sin  6)  besitzen  mufe; 

denn  da  man  hat: 

1  

y  =  w  2  (^jQg  ß,  ^  y — 1  giß  ß,) 

j_  

T  =  n* (cos o'  +  V^ — 1  siii  o) 

j_  

T"=  w^  (cos  0}"+  ]/ —  1  sin  o"), 

so  ergiebt  sich  als  Wert  von  Jf: 

j_  

M  =  n^  [cos(o}  -f-  ®'  —  o")  +  V— 1  sin  (co  +  ©'  —  o")]. 
Mithin  mufs  ©  +  ®'  —  o"  =  6  sein,   und  ist  6  bekannt,  so  erhält 
man  aus  dieser  Gleichung  den  Wert  von  (o\ 

Um  den  Wert  von  M  zu  erhalten,  mufs  man  das  Produkt  der 
beiden  Polynome 

T  =p  +p'B  +  p'i?  +/"«»  H hjp^U^* 

entwickeln  und  die  verschiedenen  Glieder  auf  die  in  p,  p\  jp",  -  •  • 
lineare  Form  bringen.  Bei  dieser  Entwicklung  kann  man  sich  allein 
auf  die  Glieder,  welche  p  enthalten,  beschränken.     Denn  da 

TT  =  MT"  =  M{p  +pB^  +  p'R''  H ) 

sein  soll,  so  ist  offenbar  M  gleich  der  Summe  der  Glieder,  mit  denen 
p  multipliciert  ist. 

Ich  bemerke  zunächst,  dafs  in  dem  Ausdrucke  der  Quadrate 

das  konstante  Glied  2  vorkommt,  und  dafs  2  durch  seinen  Wert 
—  2 j?  —  2p  —  2p' 2p^^  ersetzt  werden  kann.  Mithin  ent- 
hält das  Produkt  TT  einen  ersten  mit  p  multiplicierten  Teil: 

-  2p{\  +  JB»  +  B«  H +  JB**) 

und  zwar  geht  dieser  aus  den  Gliedern  j>* +|)'*ü* +j>"*JR* -| 

hervor. 

Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dafs  sich  dieser  Teil  auf  Null  reducieri, 
denn  derselbe  ist  gleich 

Nach  Voraussetzung  sollte  jedoch  für  JB  ein  imaginärer  Wert  ge- 
nommen werden,  för  welchen  B^^  =  1,  -aber  nicht  JR*a=  1  ist  Mi<r 
hin  ergeben  die  Glieder  des  Produkts  TT\  welche  mit  den  Quadraten 


p 

=  r^  +  r' 

-1 

7 

f^ 

=  r*  +  r- 

-2 

> 

§ 

p 

=  f^  +  r- 

-3 

p" 

^f^  +  r- 

-4 

p" 

^f^-^r- 

-6 
} 

« 

7 

pvm=yii^y-ii 

.—  7 

7 

|>IV     =yl2  +  y-12 

.—8 

7 

pXI    _  ^18  ^  y-13 

.—9 

> 

^vn  _  ^4  +  r-" 

.—10 

.     7 

pVI     =^16^.^-15^ 

§  6.  YerfahreD,  am  zur  allgem.  AuflöauDg  der  Gleichung  X^O  zu  gelangen.     273 

p^yP'^,'-'  behaftet  sind,  kein  lineares  Glied,  welches  mit  p  multi- 
pliciert  wäre.  Nur  das  eine  Glied  j9^*JB^®,  welches  sich  auf 
(2  +j9)JB*®  reduciert,  giebt  in  dem  Werte  von  M  einen  ersten  Teil 
22^8  oder  B\ 

Werden  jetzt  die  Wurzeln  p,  welche  allgemein  durch  r^  +  ^""" 
ausgedrückt  sind,  nach  der  natürlichen  Reihenfolge  der  Exponenten 
a  geordnet,  so  erhält  man: 

jjX       =  y6  -|_  y- 

"  öl- 

p       s=  r*'  +  r 
pxiv  =  ylO^  y- 

Bei  dieser  Anordnung  erkennt  man  unmittelbar,  dafs  das  mit  p 
multiplicierte  lineare  Glied  in  dem  Produkte  TT'  nur  aus  dem  Pro- 
dukt von  zwei  aufeinanderfolgenden  Gliedern  der  vorstehenden  Reihe, 
nämlich  aus  den  Gliedern: 

pp^,  p^p',  p'p"',  p"'p',---p'^p'^ 

entstehen  kann.  Und  da  jedes  dieser  Produkte  zu  zwei  Gliedern 
_p(»»)j)(»)JB'«+2»^  p{m)p{n)ji%fn+n  jgg  Produkts  TT  gehört,  so  ergeben 
sich  hieraus  zwei  Glieder  2?"»+*»*  +  JK*"»+"  in  dem  Werte  von  M. 
Addiert  man  also  alle  so  gebildeten  Gröfsen,  und  reduciert  man, 
wenn  es  angeht,  die  Exponenten  mit  Hülfe  der  Gleichung  JB^^  =  1, 
so  erhält  man,  wenn  man  zu  dieser  Summe  noch  den  bereits  gefun- 
denen Teil  R^  hinzufügt,  die  gesuchte  Gröfse: 

-af=2  +  2  +  2Ä  +  4ß»  +  3it*  +  4U*  +  2ß«  +  2U^ 

Nun  bestehen  aber  zwischen  den  Potenzen  von  R  allgemeine  Re- 
lationen.    Zunächst  hat  man  die  Gleichung: 

0=l  +  ß  +  iP  +  U8-^ h  R^\ 

Da  femer  der  Wert  von  JB  derart  gewählt  ist,  dals  weder  1  —  JB^=0, 
noch  1  —  JB^  =  0  ist,  so  kann  man  aus  der  Gleichung  1  —  R^^  =  0 
die  beiden  folgenden  herleiten: 

0  =  1  +  ß«  +  B«  +  U»  +  iJ« 

0  =  1  +  JB*^  -f  U^^. 
Mittelst   dieser  Gleichungen   läfst   sich    der  Wert   von  M  folgender- 
mafsen  ausdrücken: 

M=  —  2R  +  3i?3  +  2R^  +  2Ji^  -  2ii«  +  2R\ 

Legendre,  Zahlentheorie  II.  18 
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Substituiert  man  die  Werte: 

j_  

M  =  n^(cos  e  +  Y-^'i  sin  0) ,     JR  =  cos  ^  +  Y^  sin  fi, 

so  erhält  man  die  Gleichungen: 

JL 

n»cos  e  —  1  —  4  co8(i  —  2cos  2^  —  5cos  S(i    =  —  2,447358071413 

1 
n  2  sin  e  =     —  2  sin  2/*  +  5  sin  3fi  +  2  sin  5fi  =      5,001043738090, 

und  aus  diesen  folgt: 

0  =  116^4' 32",  571039. 

581. 
Die  gefundenen  Werte  von  -ö*,  -&',  d"'",  ^^^^  geben  näherungsweise: 
15iD  =  —  36P  54' 32",  705635. 

Unter  der  Voraussetzung,  dafs  15©  =  8-^  +  40-'  +  2-^"'  +  d^^  +  2% 
sei,  kann  man  einfach 

15© 1«  54' 32",  705635 

nehmen  und  erhält  so: 

Ol    =—      0^   r  38",  180376 

2©--^=©'    =         81^   3'   7",  366364 
2(D  — -&'=©'"=       127m'    8", 682094. 
Um  hiernach  den  richtigen  Wert  von  ©"  d.  h.  denjenigen,  wel- 
cher dem   für  ©  genommenen  Werte  entsprechen   soll,  zu    erhalten, 
mufs  man  denselben   aus  der  Gleichung  ©"  =  ©  -f-  ©'  —  6  ableiten. 
Auf  diese  Weise  ergiebt  sich: 

©" 35«  9' 3",  385051, 

und  dieser  Wert  stimmt  hinreichend  genau  mit  dem  ersten  der  ftni 
Werte,  welche  wir  oben  gegeben  haben,  überein,  nämlich  mit: 

0,"  ^  ^»''  +  »^ 350  9^  3-^  385054. 

Hieraus  schliefsen  wir,   dafs  der  Winkel  6  yoUstöndig  genan, 
und  nicht  bloüs  näherungsweise,  der  Bedingung 

e  =  ©  +  ©'  -  |-(2^"  +  ^^  =  3©  —  -^  -  y  (2^"  +  ^v), 

oder 

5e  =  15©~5a'-2a'"-0'^  =  23i:  +  3'^  +  4-^'  +  2-&"'  +  ^vn_^v 

genügt. 
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Kennt  man  ©",  so  giebt  die  Gleichung  T"*  =  J."Tv  den  Wert 
von  T^  mit  Hülfe  des  Winkels: 

fl,v  =  2©"  —  ^"  =  6(D  -  2^  -  26  —  %''\ 

Es  wird  daher  die  Summe  der  beiden  Glieder  T"  +  T^  zusammen 
mit  der  Summe  ihrer  Komplemente  T^  +  T^^^  gleich: 

2w«  [cos (3(D  — -^—0)4-008 (6cö  —  2-^— a-" —  20)]. 

582. 

Um  die  Summe  sämtlicher  Gröfsen  T,  T,  3"",...^™^  zu  bilden, 
hat  man  nur  noch  den  Wert  von  T^  und  den  seines  Komplementes 
T^  zu  suchen.     Nun  ist  aber  T^^=.  A^^T^  und  somit 
2^8  =  ^ivyiv  jix  ^  ^^iv 

Setzt  man  also  wie  ge wohnlich: 

_i^  

T^  =  n« (cos  ©^  +  "j/^a  sin  o)^), 

so  hat  man: 

3civ  _  .^Jv  ^  0     oder  =  2ä     oder  =  Au, 
wodurch  sich  för  ©^  einer  der  Werte  ergiebt: 

-3-'    3 '    3 

Um  zu  erfahren,  welcher  von  diesen  drei  Werten  zugleich  mit 
dem  von  cd  anzuwenden  ist,  mufs  man  zu  demselben  Hülfsmittel 
seine  Zuflucht  nehmen,  welches  zur  Bestimmung  des  Wertes  von  (o' 
führte. 

Ist  zu  dem  Zwecke  TT"  =  M'T^,  so  beweist  man  leicht,  dafs 
M'  eine  Funktion  von  JB  und  unabhängig  von  den  Wurzeln  p  ist. 
Mithin  ist  M'  der  Koefficient  von  p  in  dem  Werte  des  Produktes 
TjT",  wenn  man  dasselbe  so  entwickelt,  dafs  die  verschiedenen 
Glieder  die  Wurzeln  |),  j?',  jj",.. .  nur  linear  enthalten.  Auf  dem- 
selben Wege,  welcher  uns  zum  Werte  von  M  in  der  Gleichung 
TT  «=  MF'  führte,  findet  man  dann: 

M  =  2R^  +  2JJ«  +  2JJ8  +  21?  -  bE^\ 

Wird  diese  Grofse  wie  gewöhnlich  durch 

i^  

w*(cos  0'  +  |/~T  sin  0')  =  JT 

dargestellt,   so    ergeben    sich   zur   Bestimmung    des    Winkels  0'   die 
beiden  Gleichungen: 

18* 
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n^cos  e'=  4  —  6  cos  3  /i  =  —  1,354101966250 

w  *  sin  e'  =  4  sin  2  fi  —  2  sin  3  fi  +  5  sin  5  ^  =      5,400593288241, 

und  aus  diesen  folgt: 

e'  =  104«  4' 32",  57 1039. 
Vergleicht  man  diesen  Wert  mit  dem  von  0,  so  mufs  man 
offenbar  0'  =  0  —  12^  =  6  —  ^ft  haben,  und  in  der  That  läfet  sich 
diese  Gleichung  in  aller  Strenge  mit  fiülfe  der  Gleichungen,  durch 
welche  die  Sinus  und  Cosinus  der  Winkel  0  und  0'  bestimmt  werden, 
beweisen. 

583. 
Kennt  man  0',  so  erhält  man  den  Wert  von  cd^^,  welcher  dem 
von  m  entspricht,  nämlich: 

a,iv  _  c  +  c"'  -  0'  =  22'58'5r\  930679. 
Andrerseits  aber  hat  man: 

4-  '^^^  =  22«  58' 57",  930678: 

mithin  stimmt  der  Wert  von  w^  genau  mit  dem  von  -y-  Qberein. 
Hierdurch  ergiebt  sich  die  neue  Bedingungsgleichung: 

C3  +  ö  "  =  &  +  Y^^ 
oder: 

5(0-2'^  —  '^'=0'  +  y^^^=0—  12«  +  y^^- 

Multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  3,  und  setzt  man  an  die  Stelle 
von  15©  seinen  Wert  8^-  +  4^^'  +  2^'"  +  -^^  +  360^  so  wird: 

30  =  2-^  +  '^'  +  2^'"  —  -Ö-^^  +  -Ö"^  +  396^. 
Endlich    ergiebt   die  Vergleichung   der   Werte   dieser   verschiedenen 
Winkel  die  Gleichung: 

0  =  ^4--^'  —  -^"  +  72^ 

die  man  ohne  Zweifel  in  aller  Strenge  mit  Hülfe  unserer  Formeln 
würde  beweisen  können.  Wir  haben  somit  zwischen  den  Winkeln 
^  zwei  Gleichungen,  nämlich: 

_  ^  +  ^'  +  ^iv  __  ^v  _  180^ 

2^  +  ^'  —  3^-"  =  2'9''"  —  -8-^  +  &^, 
und  diese  können  dazu  dienen,  um  zwei  dieser  Grofsen  mittelst  der 
fünf  andern  zu  bestimmen. 
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Vereinigt  man  jetzt  sämtliche  Werte  T,  T,.,.  bis  T™^  zu 
einer  Summe,  und  verbindet  man  damit  die  Gleichung 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  p  die  Gleichung: 

15j9  =  —  l  +  2n*  (cos  CD  +  cos  o'  +  cos  o"  +  cos  0"'+  cos  ©^4-  cos  ©^ 

+  cos(d'^^), 

in  welche  man  nur  noch  die  Werte  der  Winkel  m^  so  wie  sie  durch 
die  vorhergehenden  Rechnungen  bestimmt  sind^  einzusetzen  hat. 

Die  genauen  sowie  angenäherten  Werte  dieser  Winkel  sind 
folgende: 

= %'  =        SmS' 23",  727116 

=  _^-.e  34046'  8",843924 

2-^  -  '^'  =      127^41'  41",  403598 

=  «'"  — e  +  ^^  =  23^37'  8", 832558 
=  -2^~'&"  — 26  =  20^55'32",559670 
=  —  4^  -  2^'  -  -^'"  =  - 118^56' 2r',282997. 

584. 

Wir  haben  nur  noch  in  die  allgemeine  Formel  den  oben  ge- 
fundenen Wert  von  m  einzusetzen,  um  diese  Formel  wenigstens 
näherungsweise   zu    berechnen.      Dadurch    lernen   wir    diejenige    der 

Wurzeln  |)  ==  2  cos  -  -„-{    keiinen,  welche  durch  die  Formel  dargestellt 

wird.     Die    Werte   der  verschiedenen   Winkel  cd,   deren   Cosinus    zu 
berechnen  sind,  sind  demnach  folgende: 

fl,  =—0«    r  38",  180376 

©  =       8m3'   7",  366363 

oj"  =—  35^    9'   3",  385054 

c;/"  =     127Mr   8",  682091 

a,iv  =       22^  58' 57",  930675 

fl,v  _       20^    9' 43",  477410 

©vn  =_  1 190  57'  32^'^  726010. 

Es  würde  für  unsem  Zweck  genügen,  diese  Cosinus  mittelst  sieben- 
stelliger Logarithmentafeln  zu  berechnen.    Der  gröfseren  Genauigkeit 


0        =>      <D 

m'     =2©+«'    , 

a 

c"    =3a)+a"  , 

«" 

m'"  =4a,+a"'  , 

a" 

a,rv=5aj+aiv, 

aiv 

0^  :s6a>-|-<(^  , 

«v 

o^=lm  +  a^, 

„vn 

1 
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wegen  geben  wir  aber  hier  das  Resultat  der  Rechnung,  wie  es  sich 
mit  Hülfe  von  vierzehnstelligen  Tafeln  ergiebt: 

2w«(cosö    +COS©)     =       12,86749028364577 

1 
2w^(cosa)" +cosaj^)    =       19,55799  204426960 

2n^cos  ©iv  =       10, 25161  70782  9619 

"42,67709  94062  1156 

-l  +  2w2(eo8Cö'"  +  co8aj^  =  ~  13,2912011688  2311 
30  cos  -^  =       29, 38589  82373  8845 

cos  -^  =         0, 97952  99412  4628.    . 
Aus  den  trigonometrischen  Tafeln  findet  man  aber: 

cos  -^  =        0, 97952  99412  5247. 
Mithin  sieht  man,  dafs  der  durch  unsere  Formel  gegebene  Wert  tou 

"31 


-T-J9  der  Wert  von  cos   -       ist. 


585. 

Wird  der  Wert  von  a>  der  Reihe  nach  um  fi,  2^,  3f(,...,  wo  fi 

gleich  -j^  oder  24^  ist,  vermehrt,  und  bildet  man  mit  jedem  Werte 

von  oj  die  entsprechenden  Werte  von  d',   ö",  . . .  cai^y  (d^°,   so  giebt 
die    Formel    der  Reihe    nach    alle    andern   Werte    von  p    oder  von 

2 cos  -— -—  in  der  Reihenfolge  jj,  p\  p\ . . .2>^^^,  wie  sie  durch  die  von 

ul 

uns  gewählte  primitive  Wurzel  bestimmt  wird,  oder  in  umgekehrter 
Reihenfolge.     Ausgehend  von  2cos-r^,   das   wir    soeben   bestimmt 

haben,  erhalten  wir  somit  die  Werte  der  fünfzehn  Wurzeln  2  cos  — 


entweder  in  der 

Reihenfolge: 

2  cos  3^  , 

rt           6« 
2C08    3^   , 

2cos  -3^  , 

2  cos   3^  , 

2  COS    3^ 

o          10« 

2C0S--, 

o          80« 
2  COS    3j   , 

o          28« 

2  cos   3^  , 

n          22« 

2  COS--, 

2  COS  -3- 

o          12« 

2cos-    , 

o          26« 
2  COS    3j   , 

..           16« 

2  cos  3^  , 

2  cos   3-, 

o          «>« 

2  COS -3-, 
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wie  dieselbe  durch  die  primitive  Wurzel  g  =  3  bestimmt  wird,  oder 

in  der  umgekehrten  Reihenfolge: 

o         2«       o        20«       f.         14«      o        16« 
2cos— £-,     2cos-gY-,    2co8-gj-,    2 cos -^,  u.  s.w. 

Welche  von  diesen  beiden  Reihenfolgen  stattfindet,  läfst  sich  leicht 
bestimmen,  wenn  man  die  Formel  mit  dem  um  24^  vermehrten  Werte 
von  m  d.  h.  mit  dem  Werte 

CD  =  23«  52' 21",  82... 
berechnet.     Eine  Vergröfserung  des  Wertes  von  m  um  fi  bringt  bei 
dem  Werte  von  oj'  eine  solche  um  2fÄ,  bei  dem  Werte  von  cd"  eine 
solche  von  3ft  u.  s.  w.  hervor.   Man  erhält  daher  die  folgenden  Werte: 

CD     =    23«  52' 21",  82 

co'    =129«    3'    7",  37 

cd"  =    36«  50' 56",  615 

ö  "  =  2?3«  11'    8",  68 
G)^v  _  1420  53'  57-^  93 

ojv  =  164«    9'  43",  48 
0,^1=    7,2«    2' 27",  27. 
Beschränkt  man  sich   auf  sieben  Decimalstellen,  so  ergiebt  die 
Berechnung  der  Formel  y1>  =  —  0,44039437.     Dieser  Cosinus  ent- 
spricht  so  genau  als  möglich  dem  Winkel     ^      =  116«  7' 44",  52. 

Vermehrt  man  also  den  Wert  von  ©  nach  und  nach  um  fi  oder 
24«,  und  berechnet  man  die  entsprechenden  Werte  von  <o\  cö"...©^ 
so  erhält  man  sämtliche  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  in  der 
Reihenfolge^  j9,  p^^^^y  p^^^,  >  - -P,  welche  der  durch  die  primitive 
Wurzel  ^  =  3  bestimmten  gerade  entgegengesetzt  ist.  Diese  Wurzeln 
wurden  in  der  eigentlichen  Reihenfolge  aufeinander  folgen,  wenn  man 
den  Wert  von  o,  anstatt  denselben  beständig  um  i$  zu  vermehren, 
um  dieselbe  Gröfse  vermindert  hätte,  indem  man  der  Reihe  nach  an 
Stelle  von  m  die  Werte  a  —  f*,  a  —  2ft,  m  —  3f*, . . .  setzte. 

586. 
Wie  dem  auch  sein  möge,  die  allgemeine  Formel 

•      Y^  =  ""  "siT  +  ""^  f^^^  ®  +  cos(2a)  +  a'  )  +  cos (3©  +  a") 

+  cos  (4©  +  a  ")  +  cos  (5  a)  +  a^) 
+  co8(6a)  +  av)  +  cos  (ßm+a^)l 


280  Fünfter  Hauptteil. 

2ff 

welche  den  genauen  Wert  der  Wurzel  cos  -g—  giebt,  wenn  man 
^"^  16 

setzt,  liefert  auch  je  nach  Belieben  den  Wert  jeder  andern   durch 
cos  dargestellten  WurzeL   Man  braucht  dazu  nur  in  der  Formel 

m  -}-  m(i  an   die  Stelle   von  m  zu  setzen,    wobei  m  die  Stellenzahl 
von  2i  in  der  Reihe 

20,  14,  16;  26,  12,  4;  22,  28,  30;  10,  24,  8;  18,  6,  2 
bezeichnet. 

30  X 

So  mufs  man  z.  B,,  um  direkt  den  Wert  von  cos  oder  von 

—  cos  -TT-  z»..  erhalten,  in  die  Formel  cd  +  9f*  oder  m  +  216^  an  Stelle 

von  OD  einsetzen. 

Wir  sind  daher  zu  einer  allgemeinen  Formel  gelangt,  welche  je 
nach    Belieben    alle    Wurzeln    der  Gleichung   in  p  oder    alle  Werte 

von  cos  —TT-  liefert,   wobei  i  jede  zwischen  1  und  15  liegende  Zahl 

bedeutet. 

Bei  diesem  Beispiel  lassen  sich  sämtliche  Winkel  d-  geometrisch 
konstruieren,  da  die  Winkel  ft,  von  denen  sie  abhängen,  nur  die 
Teilung  des  Kreisumfanges  in  15  gleiche  Teile  voraussetzen.  Mithin 
läfst  sich  die  Teilung  des  Kreisumfanges  in  31  gleiche  Teile  aus- 
führen mittelst  der  Teilung  eines  geometrisch  bestimmbaren  Bogens 
15  cö  in  15  gleiche  Teile. 

Diese  Teilung  in  15  gleiche  Teile  wird  bewirkt  mittelst  der 
Teilung  desselben  Bogens  in  5  und  in  3  gleiche  Teile.  Wenn  wir 
nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren  die  Gleichung  in  p  zunächst  mit 
Hülfe  einer  Gleichung  5*®°  Grades,  sodann  mit  Hülfe  einer  Gleichung 
dritten  Grades  aufgelöst  hätten,  so  würde  die  erstere  Gleichung  die 
Teilung  eines  Bogens  in  5  gleiche  Teile,  die  zweite  die  Teilung  eines 
andern  Bogens  in  3  gleiche  Teile  erfordert  haben;  es  würde  also 
aus  diesem  Grunde  wie  aus  mehreren  andern  Gründen  die  Lösung 
weniger  einfach  gewesen  sein,  wie  die,  welche  wir  soeben  ausein- 
andergesetzt haben. 

587. 
Zweites  BeispieL    n  ="  13,  Jc  =  6,  • 

In  diesem  Falle  lautet  die  aufzulösende  Gleichung: 
0  =!>*'+/  —  5/  —  4p^  +  6p^  +  3p  —  1. 


§  5.  Verfahren,  um  zur  allgem.  Auflösnng  der  Gleichung  X=0  zu  gelangen.    281 

Sind  p,  Pj  p\  p'\  j)^,  ^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  und  nimmt 
man  als  primitive  Wurzel  von  13  die  Zahl  g  =  2,  so  stellen  diese 
Wurzeln  die  Perioden  von  zwei  Gliedern  (2:1),  (2:2),  (2:4),  (2:5), 
(2:3),  (2:6)  dar,  und,  wenn  man  durch  r  eine  beliebige  imaginäre 
Wurzel  der  Gleichung  x^^  —  1  =  0  bezeichnet,  so  erhält  man: 

p'  =  r«  +  r-«  ,         piv  =  r»  +  r-« 
p"=  r*  +  r-*,         p^  =r^  +  r-«. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Quadrate  sowie  die  Produkte  von  je  zweien 
der  Wurzeln  in  linearer  Form,  wie  folgt: 

P'    -2+l>',  PP      =i>    +P'\  PP'   =l>'"+i>'^    PP'-P'+P" 

P'    =2+1)",  pp'    =p    +!>%  l)y"=p^+i>^,    PP^-'-p'+P 

p'=2+p\  pp'-P'+P    ,  p'p^=P^+P    ,    p'p^=j^+p\ 

p-'=2+p^,  p'p^=p"+p    ,  f'p^=p   +p    , 

i>^=2+i>^,  i>^i>^=i)^^+p"  ,  p^p=p    +i>", 

p'^^2+p   ,  p'p    =pv  +p",  i>V  =P"+i>'"; 

588. 
Es  sei   JB  eine  imaginäre  Wurzel   der   Gleichung  iZ*  —  1  =  0, 
und    zwar    nehmen    wir    U  =  cos  ^  +  |/ —  1   sin   ^,     wobei     wir 
ft  =  — ^  =  60®   setzen.      (Wir   hätten    ebenso    gut  ft  =  -  —   setzen 
können.)     Sodann  setzen  wir: 

T  =  p-\-pE+  p"B?  +  i)'"Ä»  +  j)IViJ4  ^  ^V  JJ5^ 

und  bezeichnen  wie  gewöhnlich  mit  T,  T\  T",  T^  das  ,was  aus  dem 
Polynome  T  wird,  wenn  man  darin  resp.  JB^,  JK',  JB*,  JB*  an  die 
Stelle  von  Jß  setzt. 

Ist  h  eine  gerade  Zahl,  wie  in  unserm  Beispiele  und  in  allen 
denen,  wo  n  die  Form  4m  -|-  1  besitzt,  so  kann  man  nicht  mehr 
annehmen,  dafs  der  Wert  von  T*  allein  aus  geraden  Potenzen  von 
22  zusammengesetzt  sei,  wie  wir  dies  in  allen  Fällen,  wo  die  Zahl  k 
ungerade  ist,  gethan  haben.  Man  mufs  vielmehr  in  diesem  Falle  setzen: 
T2  =  a  +  aü^  +  a'B^ 

und  man  würde  diese  Reihen  noch  weiter,  nämlich  bis  zur  Potenz 
U*~"^,  fortsetzen  müssen,  wenn  ifc  gröfser  als  6  wäre.  In  dieser 
Formel  unterliegen  die  Eoefficienten  a,  a,  a"  einem  gewissen  Ge- 
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setze ^  die  Koefficienten  6,  h\  h"  aber  einem  andern  Gesetze.  Man 
hat  nämlich: 

a  =f  +p"'*  +  2p' p'  +2p"p^ ,        b  =  2pp'    +  21.V  +  2P^P' 
d  =i»'»  +i>iv» + 2p" p  +  2p"'p^ ,        V  =  2p' p"  +  2pp"  +  2i>^i>i^ 

Diese  Koefficienten  müssen  auf  eine  lineare  Form  gebracht  werden; 
jedoch  genügt  es^  die  beiden  ersten  a*^und  h  zu  berechnen,  da  man 
leicht  erkennt,  dafs  die  andern  aus  diesen  hervorgehen,  wenn  man 
die  Buchstaben  p^  !>',.••  P^  ^^^^  ^^^  ^^^^  ^^  ®"^®  Stelle  vorrücken 
läfst.     Man  erhält  auf  diese  Weise: 

a=2-i)"-i>v    ,        6'=2i)'+4i)"  +2i>^^  +  4i>^ 
a"  =  2  - p''-p      ,        6"=  2p'  +  4i)'"  +  2i)V  +  4.p, 
und  der  Wert  von  T^  wird: 

T«  =      2(1  +  E^  +  E*)      +R  {2p  +  4|)'  +  2p"  +  4p^ 
-  !>'    —p'B^  ^p"^  +  R«(2/  +  4/'  +  2i)^+  4i>^ 
_  ^  — pv  JJ2  _  ^^    ^  jj6(2^"  +  4i)'"  +  2^)^  +  4p). 

Sodann  mufs  man  diese  Grofse  nach  p^  !>',  •  •  •  i>^  ordnen,  nachdem 

man   noch   zuvor   den   konstanten   Teil   2  +  2JB*  +  2ß**)   auf  die 

Form  gebracht  hat: 

-  (2  +  2W  +  2B^){p^-^  +i>"  +  j)'"  +i>^). 

Dadurch  ergiebt  sich: 

^2=  _p  (_2  +  2U  -2i?  — 3ii*  +  4B*) 
+  ^'  (_  3  +  4ij  _  2U«  +  22?»  -  21J*) 
_|.^-  (— 2  —  31? +  4JB3  — 222*  + 2JB^) 
+  p-  (—2  +  25  -  2ß^  —  322*  +  422*) 
+  j,iv(_  3  +  4B  ~  222«  +  222»  —  222*) 
+  1)V  (—  2  -  322«  +  422»  —  222*  +  222*), 

*)  Wenn  es  sich  nur  darum  handelte,  den  Wert  des  Koefficienten  A  oder 
aach  den  von  Ä  zn  erhalten,  so  könnte  man  diesen  Teil  ganz  weglasen,  da  der 
für  jB  genommene  imaginäre  Wert  der  Gleichung  0  « 1  +  B*  +  JB*  und  auch 
der  Gleichung  0  »  1  + 12^  -f'  -K^  welche  ans  der  vorigen  durch  Substitution  von 
W  an  Stelle  von  B  entsteht,  Genüge  leistet.  Da  jedoch  die  allgemeine  Formel, 
durch  welche  man  A  ausdrucken  will,  auch  dazu  dienen  soll,  Ä'  auszudrdcken, 
indem  man  einfach  B,^  für  12  setzt,  so  mufs  man  den  in  Rede  stehenden  Teil  in 
dem  Ausdrucke  von  A  beibehalten,  da  die  GrÖfse  1  +  22*  +  22*  durch  jene  Sub- 
stitution in  1  +  -22^  +  22^'  übergeht  und  somit,  anstatt  gleich  Null  zu  sein ,  den 
Wert  8  annimmt.  Anm.  d.  Yerfl 
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Ist  A  der  Eoefficient  von  p  in  diesem  Ausdruck^  so  sieht  mau 
leicht^  dafs  AW^  der  Eoefficient  von  p\  AR^  der  von  p'  u.  s.  w.  ist 
Setzt  man  also: 

A 2  +  2B  —  21J^  -  3Ü*  +  4B^ 

so  wird: 

T^  =  Ar, 

eine  Gleichung,  die,  wie  man  hieraus  sieht,  für  jeden^  geraden  oder 
ungeraden^  Wert  von  k  besteht. 

589. 

Der  Wert  von  A  kann  noch  auf  eine  einfachere  Weise 
ge fanden  werden,  wenn  man  beachtet,  dafs  A  gleich  dem  Eoef- 
ficienten  von  p  in  dem  entwickelten  und  auf  die  lineare  Form  ge- 
brachten Werte  von  T^  sein  mufs.  Jedoch  ist  es  gut,  zunächst  die 
Wurzeln  p,  welche  sämtlich  von  der  Form  r**  -j-  ^""^  sind,  nach  der 
natürlichen  Reihenfolge  der  Exponenten  so  wie  folgt  zu  ordnen: 

p=r^  +  r-',    /=r«  +  r-«,    p^y=f^-\^r-^ 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  die  einzigen  Produkte  je  zweier  der  Buch- 
staben p,  aus  denen  p  entsteht,  die  folgenden  sind:  pp\  p'p^,  P^^P'j 

ff     fff  fff     TV 

P    P      >P     P^' 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  giebt  die  Entwicklung  von  T^ 
einen  ersten  Teil: 

p^+p'^R^  +ß"2^  +/"«««  +p'''^R^  +  j)^^Bi«, 

in  welchen  man  die  Werte  i?2  =  2 +jp',  p^  =  2  +  p\  p'^  =  2+p", 
u.  s.  w.  einzusetzen  hat.  Da  nun  das  in  allen  diesen  Werten  ent- 
haltene konstante  Glied  2  gleich  —  2p—2p'-2p'—2p"'-2p^—2py 
ist,  so  ist  der  Teil  von  A,  welcher  aus  diesem  konstanten  Gliede 
entspringt: 

-2(1+R^  +  R^  +  R'  +  R!'  +  U^^). 

Derselbe  könnte  bei  der  Bestimmung  von  A  und  Ä  weggelassen 
werden,  dagegen  nicht,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  von  A" 
bandelt,  weil  alsdann  R^  an  die  Stelle  von  R  zu  setzen  ist  und  so- 
mit die  Gleichung  0  =  1+ R^  +  R^  +  R^  +  R^  +  R^^  ihre  Gültig- 
keit verliert. 

Man  bemerkt  femer,  dafs  das  Glied  p^^R^^,  in  welchem  |)^«=  2  4-l> 
ist,  einen  Eoefficienten  R^^  oder  U*  liefert,  der  ebenfalls  zu  A  hin- 
zugezogen werden  mufs. 
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Der  zweite  Teil  der  Entwicklung  von  T*,  welcher  zu  berück- 
sichtigen ist,  ist  derjenige^  welchen  die  Glieder 

2ppR  +  2pp^B^  +  2p^p'H^  +  2p'p"R^  +  2p"p^B? 
liefern.     Derselbe  giebt  in  dem  Ausdrucke  von  A  einen  dritten  Teil: 

2B  +  2B^  +  2i?«  +  2iJ*  +  2ß8, 
welcher^  mit  den  beiden  andern  vereinigt^  den  vollständigen  Wert 
von  A  liefert,  nämlich: 

(1)  ^  =  -  2  +  2iJ  -  2U*  —  3E*  +  41^^. 

und  dieser  stimmt  mit  dem  bereits  gefundenen  Werte  überein. 

590. 

Die  Gleichung  T^  =  A  T',  in  welcher  man  der  Reihe  nach  iP, 
R^y  R%  R^  an  die  Stelle  von  JB  setzen  kann,  ergiebt  die  folgende 
Reihe  von  Gleichungen: 

T'  =Ar  ,  r«  =Är''  ,   r'«  =  ^"2^ ä\ 

\^)      2»'"2,_.  ^'"  y       yiv2  _.  ^rv  y" 

Hierbei  ist  zu.  bemerken,  dass  in  der  dritten  Gleichung  2^'*= — Ä" 
für  Tv  sein  Wert  —  1  gesetzt  worden  ist,  weil  T^  dasjenige  be- 
deutet, was  aus  dem  Polynom  T  wird,  wenn  man  R^  oder  1  an  die 
Stelle  von  JB  setzt,  und  demnach  T'^=p+p+p'+p''+p^+p^-=--h 
also  T"^  =  —  Ä'  ist.  Da  andrerseits  Ä'  der  Wert  von  A  ist,  wenn 
man  darin  R^  an  die  Stelle  von  R  setzt,  so  bemerken  wir,  dafs  der 
aus  der  Gleichung  R^ — 1  =  0  erhaltene  Wert  von  JB  derart  gewählt 
ist,  dafs  er  nicht  der  Gleichung  JB^~1=0  genügt;  denn  sonst  wür- 
den die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  von  R  nicht  sämtliche  Wurzeln 
der  Gleichung  R^  —  1  =  0  ergeben.  Es  mufs  demnach  dieser  Wert 
der  Gleichung  JJ^  +  1  =  0  genügen.  Substituiert  man  aber  in  der 
Gleichung  (1)  f ür  jR  den  Wert  Ji^=  — 1,  so  reduciert  sich  die  rechte 
Seite  auf  —  13  =  —  n.     Folglich  hat  man: 

A"  =  —  n, 
und  daher: 

r'^  =  n    oder     T'^  +  Yn. 
Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  des  Artikel  588  überein;  denn 
da  T''  nichts  andres  ist  als  das  Polynom   T,  wenn  man   darin  IP 
oder  —  1  für  jB  setzt,  so  wird: 

T"^p-p+p"-p"+p"-p^, 
und  diese  Gröfse  ist  nach  dem  angeführten  Artikel  gleich  +  Yn. 
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Das  doppelte  Vorzeichen  ist  hier  dadurch  gerechtfertigt,  dafs  die 
Reihe  der  Wurzeln  p,  p,  p",  .  , .  p^  mit  einem  beliebigen  Gliede  be- 
ginnen kann.    Setzt  man  daher: 

P  —  p+p'—  P"+f^  —  P^  =  +  Vn, 
so  hat  man  gleichzeitig: 

p — l>"+i>'"  — JP^  +i^^  — P  =  —  V^' 
Die   andern  Folgerungen,  weiche  man  aus  den  Gleichungen  (2) 
ziehen  kann,  sind: 

Nun  beweist  man  aber  leicht  die  Gleichung: 

und  demnach  analog: 

%AA^  =  A'Ä''=n. 

Entwickelt  man  nämlich  das  Produkt  der  beiden  Polynome: 
T    =p+p'R  +p'IP  +p'"B^  +p^B^  +p^R'^ 
T^  =  p+p'R^+  p"R^^  +  p'"R^^  +  ^B«o  +  ^v  jps^ 
so  erhält  man,  wie  in  ähnlichen  Fällen  gezeigt  wurde: 
TT^=  -Lp"  +  RZpp  +  R^Upp"  +  R^Upp"'  +  R^Tpf''  +  R'^Tpp^. 
Nun  ist  aber: 

Ip«  =  2  .  6  -  1  =  13  —  2  =  n  —  2, 

Tpp  =  Tpp='Lpf'=J,pp^^'Lpp^ 2; 

mithin : 

TT^^^n  -  2  (1  +  U  +  i?  +  J?»  +  2J*  +  iJß)  =  n. 

Ebenso  würde  man  T'T"=n  und  T'^  =  n  finden.  Man  hat 
daher  die  doppelte  Reihe  von  Gleichungen: 

^^  n^AA^  =  ÄÄ'\ 

591. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  die  Gröfsen  jT-als  Funktionen  von 
A  zu  bestimmen.     Aus  den  Gleichungen  (2)  ergiebt  sich  nämlich: 

T«  —  nA'^Ä. 
Setzt  man  also: 

1^  

A=  n^  (cos  ^  +  |/^  sin  %) 

£  

A=  n«  (cos  ^'+  Y^  sin  «•'), 
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80  wird: 

•      T«  =  n»  [cos  (3-^  +  ^')  +  V-  1  sin  (Sa-  +  ^')]y 

und  daher  : 

1 

T=  n^  (cos  CO  +  y —  1  sin  cj), 
wobei    o  =   '      J" —  gesetzt   ist     Sodann  folgt   aus   der  Gleichung 

1 

r  =  w"«'[co8 (2©  —  -^j  +  Y—  1  sin  (2cD  —  d)]. 

Mittelst  der  Gröfsen  T  und  jT  kennt  man  auch  die  zu  ihnen  inversen 
T^  und  T'\  indem  man  einfach  das  Vorzeichen  von  l/-— 1  ändert. 
Substituiert  man  sodann  diese  Werte  und  den  Wert  von  T"=  +  V« 
in  die  Gleichung: 

so  erhält  man: 


(4)  p  =  —       +         -1-  [cos© 


e-^   6     ■      6    ^ +  cos(2©-^)]. 

Diese  Formel   enthält  implicite   alle   sechs   Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  in  sich. 

Es  bleiben  nur  noch  die  Winkel  <&  und  &'   zu  berechnen.    Zn 
diesem  Zwecke  mufs  man  in  die  Gleichung  (1)  den  Wert 

Ji  =  cos  ft  +  V—  1  sin  fi 
einsetzen.    Dies  giebt: 

w*  cos  -9"  =  —  2  +  2  cos  ft  —  2  cos  2ft  —  3  cos  4ft  +  4  cos  5/i 

1^ 
«*  sin  -ö"  =  2  sin  ^  —  2  sin  2^  —  3  sin  4fi  +  4  sin  5fi. 

Setzt  man  R^  an  die  Stelle  von  R  oder  2f(  für  f(,  so  hat  man  analog: 

n*  cos  a'=  —  2  +  2  cos  2fi  —  2  cos  4/i  —  3  cos  8fi  +  4  cos  lOp 

n*  sin  ^'=  2  sin  2^  —  2  sin  4/i  —  3  sin  8fi  +  4  sin  lOfi. 

Diese  Gleichungen,  in  denen   der  Winkel  ft  = -^  =  60**  ist,  redu- 

cieren  sich  auf  die  folgenden: 

i  •  7  -  1/5 

n*cos^=      4—    cosfi=      y-,    «*sin^  =  —    sinfi  =  — yVS 

,^2cos'9''=  —  1  —  3co8ft  =  — y-,    n*  sitt ^'=  —  3sin f*  =  —  ^-p. 
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Hieraus  ergeben  sich  die  Näherungswerte: 

»  =  —    13^  53' 52",  3904929 
^'  =  —  133^  53'  52",  3904929. 

Dieselben  zeigen,  dafs  genau  d''=  &  —  120^  ist.  Man  kann  dies  mit 
Hülfe  der  vorstehenden  Formeln  bestätigen,  aus  denen 

cos  (-d"  —  -ö"')  ==  cos  2^    und    sin  {d-  —  ^')  =  sin  2fi 
folgt. 

Kennt  man  d-  und  &'=&•—  120®,  so  erhält  man 

und  daher: 

d  =  —  29«  15'  54",  92699526 

2<o-^ 44«  37'  57",  46349763. 

592.    * 
Bevor  wir  diese  Werte  in  die  Formel  (4)  einsetzen,  müssen  wir,  um 

zu  wissen,  welches  Zeichen  man  fürn^  zu  nehmen  hat,  den  Wert,  den 
T"  haben  mufs,  wenn  es  dem  für  a  genommenen  Werte  entsprechen 
soll,  von  vornherein  zu  bestimmen  suchen. 

Dazu  müssen  wir  T"  mittelst  der  Gleichung  TT^==  MT',  in 
welcher  M  eine  Funktion  von  R  allein  sein  mufs,  ermitteln.  Die  zu 
bestimmende  Funktion  ist  der  Koefficient  von  p  in  dem  entwickelten 
und  auf  die  lineare  Form  gebrachten  Produkte  TT\  Multipliciert 
man  aber  die  beiden  Polynome: 

T^p  +  pR  +p''R^+p'"R^+p^Ii'+p^R^ 

T'=  p  +  i)'JB«  +  i>"B*  + 1>"'2?«  +  p^R^  +  p^R'^ 

mit  einander,  so  erhält  man  einen  ersten  Teil:  * 

p"  +  i>'«K»  +  p'^^Rf^  +  p'^'^R^ .+  p^^R'^  +  i)V2jji5^ 

in  welchen  man  die  Werte p«  —  2  +!>',  p^  =  2  +p\  ...p^^  =  2+p 

einzusetzen  hat     Wegen  des  konstanten  Gliedes  2  ergiebt  sich  für 

ilf  .der  Teil: 

2{l +  R^  +  R^  +  R^  +  R'^  +  JB^), 

und   dieser  reduciert  sich  auf  Null,  da  man  12'  =  —  1  setzen  kann. 
Sodann  liefert  das  in  p^^  enthaltene  Glied  p  für  M  das  Glied  R^^' 
oder  einfach  —  1. 


1 
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Der  zweite  Teil  des  Produktes   TTy   den  man  in  Betracht  zü 
ziehen  hat^  ist: 

pp{B  +  B^)  +  |)yv(B«  +  B?)+  p^pXR^  +  B^«) 

+  py'\R'  +  JJ«)  +  p''y{R''  +  B^»). 

Derselbe  liefert  für  M  die  Glieder  jB  +  i?«  +  B«  +  IP  H ,   und 

fugt  man  diese  zu  dem  bereits  gefundenen  Gliede  —  l  hinzu,  so  er- 
giebt  sich: 

M=-^1+R  +  R^  +  R^  +  R'  +  B!'  +  R'^  +  R'  +  IP  +  R^^  +  R'\ 

Vereinfacht  man  diesen  Wert  mit.  Hülfe  der  Gleichung  JB'  =  —  1, 
so  findet  man: 

Jlf  =  —  l  +  2JB  +  22?  =  -3  +  4Ä 
Wird 


M  =  n^  (cos  e  +  V— 1  sin  0) 
gesetzt;  so  folgt: 

n*  cos  0  =  —  3  +  4  cos  ft  =  —  1 

n«sin0=  4sinfA=       2}/3. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  genaue  Wert  0  =  -d"  +  120®.    Sodann  erhält 
man  aus  der  Gleichung  TT'=  MT": 


r'=  n«  [cos(3cö  —  ^  —  0)  +  )/^^sin(3ai  —  «•  -  6)] 
oder: 

r'=  »«  cos  (-  180®)  =  —  n« , 
ein  Wert,  dessen  Zeichen  nunmehr  bestimmt  ist 


593. 
Es  ist  daher  nur  noch  die  Formel 

i^=~i""T'  +  ^^  (cosai  +  cos  (2(0  -  d)) 
zu  berechnen,  um  zu  erfahren,  welcher  von  den  sechs  durch  2  cos  — 

13 

dargestellten  Werten  von  jp  dem  für  o  genommenen  Werte  entspricht 
Das  Ergebnis  dieser  Rechnung  ist  folgendes: 
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Je 

4- cos  0  =  1,0484532790 

o 

-~  cos  (2aj  —  ^)  =  0, 85526  80937 


1,9037213727 


1(1  +n*)  =  0,76759  18792 


6 


1,13612  94935 


cos -^=0,56806474675. 


Nun  findet  man  aber,  dafs  dieser  Cosinus  zu  dem  Winkel  -j^ 
gehört^  denn  der  nach  den  trigonometrischen  Tafeln  berechnete  Wert 
von  cos  -rr-  ist  bei  Berücksichtigung  der  dritten  Differenzen: 


cos  4f  =  0, 56806  47467  31 155. 


13 

Um  die  andern  Werte  von  p  zu  erhalten ,  mufs  man  in  der  Formel 

nach  einander  cd  +  ^t?   «o  +  2ft,   «o  +  3ft,  ...  an  die  Stelle  von  (o 

i_ 
setzen  und  zugleich  jedesmal  das  Vorzeichen  des  Gliedes  n^,  welches 
den  Wert  von  T"  darstellt,  ändern.     Addiert  man  zunächst  60®  zu 
dem  ersten  Werte 

cö  =  -  29«  15'  54",  926995, 
so  erhält  man  einen  zweiten  Wert: 

0,  =  30«  44'  5",  073005, 
und  für  diesen  lautet  die  zu  berechnende  Formel: 

1)  =  —  —  +  ^  4-  -^  (cos  o  +  cos  (2  ö  —  ^j) . 

Dieselbe  liefert  das  Resultat: 

1^  =  0,88545602546, 

und  dieses  ist  der  Wert  von  cos  — -  • 

Ordnet  man  aber  die  Wurzeln  p,  p\  p\  p'\  ^ ,  p^  nach  der 
Reihenfolge,  welche  die  primitive  Wurzel  g  =  2  für  sie  bestimmt, 
so  sind  dieselben: 


2cos—  ,    2cosY^-,    2cos-Yg-,    2cos-^^,    2cos-^ 

Legendre,  Zahlentheorie 


)  IL  19 


1 
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oder  wenn  man  reduciert: 

2co8^3-,    2COS-J3-,    2cos-Y5p,    2cos^^,    2C0S-JJ-,    2co8-^. 

Man  sieht  also^  dafs,  wenn  man  mit  2cos^^  beginnt,  die  Reihen- 
folge der  Wurzeln  die  umgekehrte  ist  von  derjenigen,  welche  unsere 
Formel  geben  würde.  Wie  dem  aber  auch  sein  möge,  die  sechs 
Wurzeln  unserer  Gleichung  lassen  sich  mittelst  der  Werte 

CD  =  -  29«  1§'  54"  . . .,      & 13«  53'  52"  . . . 

in  folgender  Weise  ausdrücken: 

2-^  — i+X+^[-("  +  T)  +  «-»(2"  +  T-»)] 
2  COS  -jg-  =  —  y  —  —  +  "  g—  [cos  CD  +  cos  (2 ID  —  d')j 

2cos|^-  =  -|+^+-^[cos(cD--^)    +  cos  (201--^-^)] 

2co8-j3-=---~  — +  -,-Lcos(cD--— )  +  cos(2cD--  — -^jj 

2cos-^  =  —  I  +  T"+^~  [^^^  («0  —  3r)     +  cos  (2©  —  e)j 

2ct)s- -«=---— +  --[cos(cD 5-)  +  cos(2fii ^-^)J. 

Alle  diese  Wurzeln  kann  man  auch  durch  eine  einzige  Formel 
ausdrücken.     Dieselbe  lautet: 

rt          2  t«                1  n^cosm« 

2  cos      ^  r-  =  —  -;; 


13  6  6 

Dabei  giebt  m  die  Stelle  an,  an  welcher  2i  in  der  Reihe  8,  10,  6, 
12,  2,  4  steht. 

In  diesem  Falle  erhält  man  die  allgemeine  Losung  des  Problems 
durch    die    einfache    Dreiteilung    eines    geometrisch    bestimmbaren 

Bogens  ^',  da  o  ==  — 1-  y   und  ^  =  ^'  +  -j-  ist. 

594. 
Drittes  BeispieL    n  =  41 ,  k  =  20. 
In  diesem  Falle  lautet  die  Gleichung  20***"  Grades  in  p,  welche 
aufzulösen  ist,  folgendermafsen: 
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0  = 


|,«0  _  19^8  ^ 
+  J)i»  -  18p"  + 


18 

17 

1 

'  2 

17 

16 

r>lS 


^1»  — 


1  . 2   ^ 

und  die  Werte  der  Wurzeln  jp,  jp',  p\  , .  .p^^^^  sind  dieselben,  wie 
die,  welche  oben  durch  t,  t\  t",  . . .  t^^^  (No.  539)  bezeichnet  wurden, 
unter  der  Voraussetzung  jedoch,  dafs  wiederum  ^  «»  13  als  primitive 
Wurzel  von  41  genommen  werde. 

Die  Werte  dieser  Wurzeln,  ausgedrückt  als  Funktionen  von  r, 
wo  r  eine  der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung  r*^  —  1=0  be- 
deutet, sind  folgende: 


p 

-=  r'  +  »-S 

1>^ 

_y»    _^^9 

p' 

=  r"  +  »-1», 

i»" 

=  r«  +*-• 

p" 

=  r»  +  t^»  , 

^,rn 

=  r*  +r-* 

p" 

=  y"  +  ^"^ 

jjxm 

=  r»'  +  r-" 

pnr 

yl6        1        y— 16 

^XIV 

=  r»  +  *-«• 

pv 

^r»  +r-»  , 

p^ 

=  r'*  +  r-" 

pvi 

=  r*  +  »-»  , 

p^ 

j.t8     1     ,.—  18 

j,vn 

=  yl6^r-15^ 

pxvn 

==r»«  +  r-" 

pvm 

=  r'^^-  r-">, 

pxvni 

=  r«  +*-« 

yx 

=  r'  +  *^'  , 

^XIX 

=  r"  +  »-'» 

Ordnet  man  eben  diese  Wurzeln  nach  der  natürlichen  Aufein- 
anderfolge der  Exponenten  von  r,  so  ergiebt  sich  folgende  Tabelle: 


P^     =r'+r-», 

1* 

=  r»*  +  r-« 

f      =  r«  +  r-»  , 

P 

_  yl3  _J.  ^13 

J,™       =  ^    +  ,.-4    ^ 

pTV 

=  yU  _|_  ^U 

P"       »»r-'+r-* 

,            P^^ 

^  y>5  _j_  y— 15 

|,XI           =  y«    +  ,.-6 

.            f" 

SS  y'G  _|_  y — 16 

|>K         =  ^7     ^  ,.-7 

,           P" 

=  r"  4-  r-»' 

AjXvni  __  ^     1    y.— 8 

^XVI 

=  yi»  _|_  r-« 

|,X          =  yS    +  ^-9 

.         pxix 

=  yl9  +  y-19 

pvm   =  r»<*  +  y-" 

,     p^v 

=  7^  +  *-» 

19< 


^ 
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595. 
Es  sei  R  eine  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  IP^  —  1=0, 
welche  derartig  gewählt  sein  soll,  dafs  sie  mittelst  ihrer  aufeinander- 
folgenden Potenzen    sämtliche  Wurzeln  der  Gleichung  JR*°  —  1=0 
liefert.     Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  man  in  dem  Werte 

R  =  cos  ft  +  y — 1  sin  ft 
ft==-ö^  setzt;  sie  ist  ebenfalls  erfüllt,  wenn  man  ^  =  -^  annimml^ 

wobei  i  eine  der  acht  Zahlen  1,  3,  7,  9,  11,  13,  17,  19,  welche 
kleiner  als  20  und  prim  zu  20  sind,  bedeutet. 

Dieses  vorausgeschickt,  setzen  wir  wie  gewohnlich: 

T  =  p  +p'R+p''R^  +p'''R^  H [-p^R'\ 

und  bezeichnen  mit  T',  T",  T"',  . . .  J^vui  ^[^  analogen  Polynome, 
welche  dadurch  gebildet  werden,  dafs  man  in  T  der  Reihe  nach  i?, 
R^j  R^j  . . ,  R^^  an  die  Stelle  von  R  setzt  Es  handelt  sich  hiernach 
darum,  die  Gröfse  Ä,  welche  eine  Funktion  von  R  allein  ist,  zu 
finden,  die  der  Gleichung  T^  '^  AT  genügt. 

Zu  diesem  Zwecke  kann  man  T^  auf  die  Form  bringen,  welche 
sich  aus  dem  entwickelten  Werte  von  T  ergiebt,  nämlich: 

T*  =        a  +  aR^  +  a'JB*  +  a'"B«  H f-  a^R'^ 

+  hR  +  h'R^  +  fe"B^  +  VR'  H h  ¥^R'\ 

Alsdann  ist: 

a  =i)^+i>^^+  2iip^'^  +  2i>V''"'  +2i>'V^"  H h  2p^p^ 

h  =  2i)j)'+  2p'p^  +  2/'i>^^™  +  2i)^v^^  H h  2p^p^^. 

Diese  Werte  dienen  zugleich  dazu,  um  den  Ausdruck  der  andern 
Koefficienten  d,  d\  . . . ,  6',  6",  ...  zu  finden,  indem  man  bei  dem 
Übergange  von  a  zu  d,  von  d  zu  a",  u.  s.  w.  die  Buchstaben  p  um 
eine  Stelle  vorrücken  läfst.  Jedoch  braucht  man  diese  Operation  nm: 
an  den  auf  die  lineare  Form  reducierten  Werten  von  a  und  h  vor- 
zunehmen. Diese  Werte  sind  mit  Berücksichtigung  der  Werte,  welche 
die  verschiedenen  Produkte  von  je  zwei  Buchstaben  p  unter  Voraus- 
setzung der  primitiven  Wurzel  ^f  =  13  besitzen  (Artikel  537),  die 
folgenden: 
a  =  -  22>  -  2i)"-  2ir— 4|)^-  2i)V_-^vi_2pVii_4^vm_  2f^ 

—  2p^  —  2p^}  —  2p^^^ — 4|)^^ — 2p^^  —p^^ — 2|>^™— 4|)"™ 
_2j)Xix 

h=       2p+  2p  +  2p' +  2p"  +  4i>^+  4i)V+  4pvn  +  2p^+2p°^ 
+  2jp™  +  2i)^«  +  4i>^^  +  4jp^v  ^  4pxvii^ 
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Mit  Hülfe  dieser  Werte  findet  man  unmittelbar  den  Eoefficienten 

Ton  p  in  jedem  der  Glieder  des  Polynoms 

a  +  a'R^  +  aB^  H h  a^B}\ 

Die  Summe  derselben  ist: 

—  2  -  2E^  -  41J*  —  22?«  —  B»  —  222^0  —  42?^«  -  22?^*  -  222^«. 

Nimmt    man  ebenso  den   Koeffieienten   von  p  in  jedem   der  Glieder 

des  Polynoms 

IR  +  VB?  +  V'R'  +  •  •  •  +  6^2?^^ 

so  ist  die  Summe  dieser  Koeffieienten: 

2R  +  42J'  +  42J^i  +  AR'^  +  22i^^  +  22?^'  +  2R'\ 

Vereinigt  man  diese  beiden  Summen,  so  erhält  man  den  vollständigen 

Wert  von  Ä^  nämlich: 

_|— 2    -22P-42J*-222«-2i8-22i^«— 4B^*-2E^*— 22J^« 

(2)  ^— j^222+42i'+42J"+42J^3+222i^+222^'+22i^^ 


596. 
Diesen  Wert  hätte  man  einfacher  auf  dem  in  Artikel  589 
angegebenen  Wege  finden  können.    Diese  zweite  Rechnung,  welche 
zur  Bestätigung  der  ersten  dienen  möge,  ist  folgende: 

Betrachten  wir  zunächst  in  T^  den  Teil,  welcher  die  mit  den 
Quadraten  der  Wurzeln  p,  p,  p",  . . .  multiplicierten  Glieder  umfafst, 
so  ist  dieser  Teil: 

p«  +  p'R^  +  p^^R"  +  p'"«2i«  +  .  • .  +p^^R^. 

Setzt  man  hierin  die  Werte  p*  =  2  +  JP^;  p'^  =  2  +  JP^^;  •  •  •  ein, 
so  giebt  das  konstante  Glied  2,  für  welches 

—  2p--  2p  -  2p" 2p™ 

zu  setzen  ist,  in  dem  Werte  von  Ä  einen  Koeffieienten  von  p,  welcher 
gleich  der  Reihe  ist: 

—  2(1  +  22^  +  2J*  +  22«  +  • . .  +  2J««). 
Dieser  Wert  reduciert  sich  auf  Null  nicht  allein  für  Ä,  sondern  auch 
fftr  alle  daraus  abgeleiteten  Gröfsen  Ä,  Ä'\  Ä'\  . . .  ^^^^^°  mit 
alleiniger  Ausnahme  von  AF^^  welches  aus  A  entsteht,  indem  man 
R}^  an  die  Stelle  von  R  setzt.  In  diesem  Falle  wird  die  vorstehende 
Reibe,  anstatt  sich  auf  Null  zu  reducieren,  gleich  —  40^  d.  h.  all- 
gemein gleich  —  w  +  1. 

Um  daher  ein  vollkommen  allgemeines  Resultat  zu  erhalten, 
müssen  wir  die  vorstehende  Reihe  beibehalten.  Wir  können  darin 
nur  R^^  =  1  setzen,  wodurch  sich  dieselbe  auf 
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-  4(1  +  ü*  +  JJ*  +  iJ«  H h  -R'*) 

reduciert.  Aufserdem  kommt  das  Glied  p'^'B^  vor,  und,  da  hierin 
p^^^  =  2  +  p  ist,  so  ergiebt  dasselbe  für  Ä  den  Eoef&cieDten  fi" 
oder  ü*. 

Wir  haben  daher  nur  noch  diejenigen  Glieder  von  T*  in  Betracht 
zu  ziehen,  welche  von  der  Form  2f^^ff^^Bf+''  sind,     unter  diesen 
Gliedern   sind  aber  der  Tabelle  (1)   zufolge  die  nachstehenden  die 
einzigen,  welche,  auf  die  lineare  Form  gebracht,  p  enthalten: 
2piJ^B«       -\-2p^p^R^'       +2p^p^R"      +2i)™/JJ" 
+  2i)'y"JB"     +  2p^p^I!*°      +  2p^p^^^I^''  +  2p^'^^p^ff^ 
_|_  2|,x^viii_Ri8  ^  2i)^™i)™i-B*'  +  2j)™ij9^'™JB»ö  +  2p^^p'R'* 
+  2p'p^R">     +2p^p^B**    +2p^p^R^'     +2j)iV"iJ' 
+  2p"'p^'^R^o  +  2p^'f^p^R^  +  2i)^i)^vJB*'. 
Der  hieraus  sich  ergebende  Teil  von  A  ist  somit: 

2JJ«  +  2B"  +  2B"  +  2Ü"  4-  2JB"  +  25»  +  2J2"  +  2i?' 
+  21ii*  +  22J"  +  2JB»  +  2«"  +  2i?'«  +  2i2*»  +  2B"  +  2B' 
+  2B«  +  2B»»  +  2B»», 
oder  wenn  man  die  Exponenten  mit  Hülfe  der  Gleichung  ü**  =  1 
reduciert: 

2  +  2JB    +  2i?'  +  2i?»  +  4ie^  4-  25«  +  2B'«  +  4JJ" 
+  4B'»  +  2B"  +  2Ü'*  +  2i?i«  +  2B»'  +  4Ü"  +  2iJ'» 
Auch  diesen  Wert  kann  man  noch  mit  Hülfe  der  Gleichung 

0  =  1  +  E  +  B»  +  I?«  + 1-  B™ 

vereinfachen,  und  zwar  erhält  man: 

—  2B»  —  2B*  —  2ie5  +  2B^  —  2if  +  2B"  —  2B»  +  2iJ"  +  äiP*- 
Addiert  man  jetzt  die  drei  gefundenen  Teile,  so  ergiebt  sich: 

A 4(l+B*+iJ*4-B«+J?»4-E«»+B"+iJ»*+JJ»«+E>»)+i? 

— 2JB»-2it*-2iJ»+2E'-2Jf  +  2ü"— 2B"+2J2"+2Ä" 
Verbindet  man  diesen  Wert  mit  der  Gleichni^ 

0  =  l  +  ie  +  J?«  +  B»H h  iJ», 

80  findet  man  das  bereits  in  Gleichung  (2)  angegebene  Resnltai 

597/ 

Nachdem  wir  nunmehr  einen  Wert  von  Ä  kennen,  ans  welchem 
sich  sämtliche  Gröfsen  J.',  Ä\  . . .  A^^^  ohne  Ausnahme  ableiten 
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M^  können  i;?ir  das  System  der  Gleichungen  aufstellen,  welches 
aus  der  Gleichung  T^^^AT  entspringt.   Dieses  System  ist  folgendes: 


T^      ^AT, 

r« 

=-^'r",     , 

T'*       -.^"T^, 

jy//2      _.  J^"JfyYi 

yiv2 

^^nryn     ^ 

yv«       =^vyxi^ 

j^vi«    r^  A7^  jpxni 

^vn2 

=  ^vnjxv  ^ 

2'VJUi2    ,^  ^vin  yxvn 

(3)  1^2   =^ixjxix  . 

T^^    =A^r 

^XI2 

=^^r"    , 

jToi«     es^^cnj'v 

Txin2  _,  jxm  yvn 

jrxivs 

^^XlV^'l^t    ^ 

jizv«     =  ^xv  yxi 

2'xvi2 ,_  ^xvi  2^111 

2'xvn2 

__  _4xvn  yxv 

j'xvin«  ,„  ^xvmyxvu 

Unter  diesen  Gleic 

huntren 

bemerkt  man 

die  Gleichuue: 

in  welcher  T^™  dasjenige  bedeutet,  was  aus  T  wird,  wenn  mau  B^ 
oder  1  an  die  Stelle  von  R  setzt  Es  ist  demnach  T^i^  =  Zp  =  —  1, 
und  daher: 

T™  =  -  A^. 

Da  aber  T^  aus  T  hervorgeht,  wenn  man  darin  ü*®  oder  —  1  an 
die  Stelle  von  B  setzt,  so  hat  man: 

T^  =p  _/+/'-_p-  +  ^v  -pv  + ^^xvm  _pm 

and  diese  Reihe,  welche  sich  auf  die  Primzahl  n  =  41  bezieht,  ist 
nach  der  Formel  des  Artikel  509  gleich  +  Vn.  Wenn  also  die 
Gleichung  T™^  =  —  ^n:  bestehen  soll,  so  mufs  A^  =  —  n  «=  —  41 
sein.  Dies  ist  in  der  That  der  Wert,  welchen  man  aus  der  Formel  (2) 
erhält,  wenn  man  R^^  oder  —  1  für  i2  setzt.  Mithin  ist  die  in  Rede 
stehende  Gleichung  bewiesen  für*  den  Fall  n  »=  41  oder  m  «»  10.  In- 
dessen findet  eine  analoge  Formel  für  jeden  Wert  der  Primzahl 
n  SS  4m  -f~  1  statt     Diese  Gleichung  ist 

y(w-l)2  ^^  Ji^m-l)  Ji{2m--1) 

wobei  (wie  durch  die  Parenthesen  angedeutet)  m  —  1  und  2m  —  1 
Indices  aber  keine  Exponenten  sind.  In  der  That  stellt  TC»»-!)  die 
Reihe  dar: 

p  _^'+p"_|,'"-| |-^(2m-2)  _y2M-l)^ 

deren  Wert  dem  angefahrten  Artikel  zufolge  gleich  +  Yn  ist,  und 
da  T(2»»-i)  oder  T(*-^>  der  Wert  von  T  ist,  wenn  man  darin  JB* 
oder  1  an  die  Stelle  von  1  setzt,  so  hat  man: 
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Mithin  mufs  allgemein  sein: 

eine  Gleichung,  die  wir  soeben  in  dem  Falle  n  =  41  bewiesen  haben 
und  die  in  gleicher  Weise  bei  dem  Falle  n  =  13  sich  ergeben  hatte. 
Nachdem    so    der   Fall    von   AP^   erledigt   ist,    können   wir  die 
Gleichung  (2)  vereinfachen,  indem  wir  die  Gleichung 

0  =  1  +  i?2  +  JJ*  +  B«  -I h  -B'® 

in  Anwendung  bringen.  Dieselbe  gilt  für  jeden  Wert  aus  der  Eeihe 
By  J?*,  B^,  ...  2?'^,  das  einzige  Glied  B^^  ausgenommen,  welches  sich 
auf  —  1  reduciert  und  das  in  dem  Falle  von  -4^,  mit  dem  wir  uns 
nicht  mehr  zu  beschäftigen  haben,  einzusetzen  isi 

Mit  dieser  einzigen  Ausnahme  läfst  sich  die  Formel  (2)  auf  die 
Form  bringen: 

A 2iJ»  -  2iJ*  —  2i?*  +  2Ü^  +  E«  —  2B^  +  2Ü"  -  2iJ" 

+  2JB^'  +  2ff», 
und  aus  dieser  leiten  wir  sogleich  die  besonderen  Werte  J,  A,  A!^ 
A'\  AF',  A^,  AP^,  AP^  und  AP^  her. 

598. 
Die  Eigenschaften  der  Funktionen  T  und  A  sind  zum  grölsten 
Teile  in  den  Gleichungen  (3)  enthalten;  indessen  giebt  es  noch  für 
jede  dieser  Funktionen  zwei  andere  Reihen  von  Gleichungea 
Die  erste  besteht  in  der  Entwicklung  der  allgemeinen  Gleichung 

y(«)  J(*-2-a)  „^^ 

welche  in  unserm  Falle  die  folgenden  zehn  Gleichungen  umfafet: 

^  ^         -_»  j^  yxTTT fj^i  jj:sii «__  jTvn  yxi  «_,  ^vm  yx  g__  70x2 

Es  würde  genügen,  wenn  wir  nur  eine  von  diesen  Gleichungen  be- 
wiesen, da  man  aus  dieser  leicht  alle  andern  ableiten  kann;  indessen 
würde  dieser  Beweis  dem  bei  mehreren  andern  Beispielen  gegebenen 
vollständig  analog  sein,  so  dafs  wir  uns  damit  nicht  aufzahalten 
brauchen. 

Multipliciert   man  jetzt   die   beiden,   aus   dem  System  (3)  ent- 
nommenen Gleichungen 

T^  B=s  AT      2'^vin2  __.  ^xvmjTxvn 

mit  einander,  so  erhält  man: 


/ 
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oder: 

n*  =  nÄÄ^^^,    also  n  —  ÄÄ^"^. 

In  dieser  Gleichung  kann  die  Funktion  Ä  durch  ^(R)  bezeichnet 
werden,  alsdann  wird  A^^^^^  durch  <t>{R^^)  oder  ^(-p-j  zu  bezeichnen 
sein.  Man  hat  daher:  *(JB)0(-^)  =  n.  Setzt  man  in  dieser  Glei- 
chung R^,  R^j ...  an  die  Stelle  von  R,  so  ergiebt  sich  <t>{R^)<t>i^]  '^^n, 

<l>(B')<t>(^)  =  w,  u.  s.  w.,  oder  n  =  A'A^"^,  n  =  -4"^^^,  u.  s.  w. 

Hieraus  sieht  man,  dafs  es  für  die  Funktionen  A  eine  Reihe  von 
Gleichungen  giebt,  die  ähnlich  ist  der  für  die  Funktionen  T  geltenden 
Reihe  (5),  nämlich: 

w  =  AA^"^^  =  A'A^^  =  Ä'A^"^  =  Ä^'A^"^  =  A^A^"" 
=  A^Ä^^^  ==  Ä^^A^^^  =  Ä^^A^^  =  A^^^A^. 

Jedoch  lä&t  sich  diese  Reihe  Ton  neun  Gleichungen  nicht  um  eine 
zehnte  vermehren ,  wie  dies  bei  der  Reihe  (5)  stattfindet.  Denn  wir 
haben  gezeigt,  dafs  die  Gleichung  A^^  «=  n  unrichtig  ist  und  durch 
die  Gleichung  A^^  ==  —  n  ersetzt  werden  mufs. 

599. 

Aus  den  beiden  Reihen  (5)  und  (6)  schliefsen  wir,  dafs  n^   der 
reelle  Modul  der  imaginären  Grofsen  T  und  A  ist,  so  dafs  wir 

£  ^  •         

T=  n«  (cos  (D  +  Y^^  sin  ©),    A  =  n^  (cos  d'  +  )/—  1  sin  d-) 

r=  n «  (cos  a  +  Y^  sin  a),    Ä  =  n^'{co9  d;'  +  l/=T  sin  «•'), 
und  allgemein: 


y(m)  ^  ^i  (cos  (D<"»)  +  y—  1  sin  ©t'»)) 

^  

Jim)  =  ^2  (cog  ^w)  ^  |/_  1  sin  -^"»O 

setzen  können.  Ferner  sieht  man,  dafs  die  inversen  Funktionen  von 
T^"^^  und  il("*>,  nämlich  J(*-8-m)  „^^j  ^(t-2-m)  einfach  dadurch  aus- 
gedrückt werden  können,  dafs  man  das  Vorzeichen  vonY — 1  in  den 
Werten  von  T^""^  und  -4^"»>  ändert,  also: 

rfik-2-m)  ^  ^2  (c^g  ^(m)  _  |/_  ^  gj^  Q,(m)) 

1^  

^(*-2-r«)  „  ^2  (cog  ^(m)  _  l/ZTl  gin  ;f^m)y 


1 
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Vereinigt  man  daher  die  Summe  der  Punktionen 

T-^-T+T'-i [- jvin      • 

mit  der  Summe  der  inversen  Funktionen 

so  wird  die  Gesamtsumme  gleich 
i_ 
2w*  (cos  (o  +  cos  <ö'+  cos  (d"+ h  cos  oj^^. 

Addiert  man  sodann  zu  dieser  Summe. die  Punktion  T^^^  +  Yn 
und  die  Funktion  T^™,  welche  nichts  anderes  ist  als 

p+p-\-p"+---+p^'=-i, 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

(7)  20i>=  —  l+n2  +  2«2(cosai  +  cos(D'+cos(ö"-| |-coso^^ 

Aus  dieser  kann   man  alle  Wurzeln  der  Gleichung  in  p  und  somit 
alle  Wurzeln   der  gegebenen  Gleichung  X  =  0   ableiten.     Denn  da 

jede  Wurzel  |)  =*  2  cos ist,  so  erhalt  man  daraus  zwei  Wurzeln 

der  Gleichung  X  =  0,  nämlich:  x  «=  cos +  )/—  1  sin 

Es  reduciert  sich  demnach  alles  darauf,  die  Werte  der  Winkel 
CO,  d',  co"  ...  cj'^'™^  zu  finden.  Dazu  müssen  wir  aber  zuerst  die  9, 
d'\  d-", . . .  ^^™,  welche  zur  Bestimmung  der  Gröfsen  A,  Ä,  Ä\  . . .  A^ 
dienen,  kennen. 

600. 

Um  die  Formel  (4)  auf  jedes  Glied  ^<«)  der  Reihe  A,Ä,Ä\:,.Ä!^ 
anwendbar  zu  machen,  müssen  wir  22^+*"  für  iJ  substituieren;  da- 
durch erhalten  wir  allgemein: 

j("»)  =  —  2  JB»+»"»  —  222*+*''*    —  2iJ»+5"»    +  2B'+''"    +  lP+8"» 

—  22?+^"*+  22?"+^^'"  — 2Ei*+^2"»  +  2Ei*+*»'»  +  2jR>»+^®". 

Setzt  man  sodann: 

JB  B=3  cos  fi  +  y —  1  sin  ft 

und 

£  

^e«)  =  n«  (cos  -d-t»")  +  V—  1  sin  '&<'»)), 
so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  0^"*)  die  beiden  Gleichungen: 
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1 

n*'cos'^<'»)=— 2cos(  3+  3w)fi  — 2cos(  4+  4m)ft— 2co8(  5+  6m)ii 

+  2co8(  7+  7m)^+  cos(  8+  8m)/t  — 2cos(  9+  9w)/t 
+2cos(ll+llm)ft— 2cos(12+12w)/t  +  2co8(13+13w)fi 
+  2cos(18+18w)fi, 

ti«8m'^'">=  — 2sin(  3+  3m)fA— 2sin(  4+  4m)fi  — 28in(  5+  5m)n 

+  28in(  7+   lm)(i+  8in(  8+  8m)ii—2siu{  9+  9m)ft 

+  2sin(ll+llm)ft— 2sm(12+12w)/t+2sin(13+13m> 

+  28in(18+18w)ft. 

Vereinfacht   man    diese   beiden   Gleichungen   mit  Hülfe   des  Wertes 

o  =  -g^,  welcher  für  eine  beliebige  ganze  Zahl  a 

cos(20af(  +  hfl)  =       cosftft 

sin(20aft  +  6ft)  =  +  sin  b(i 

giebt,  so  erhält  man: 
1 
w2cos'^'»)=     2co8(2  +  2w)/t— 2co8(34-3w)fi— 2cos(4+4m)ft 

(8)  +4cos(7  +  7m)fi—   co8(8  +  8i»)f*+28in-^, 

i_ 
n«sin«^'»>=  — 28in(2  +  2w)/t— 2sin(3  +  3m)|[i  — 28in(4  +  4w)f* 

+  38in(8  +  8m)p— 48in(9  +  9f»)/t— 2cos-!|^. 

Nachstehend  geben  wir  die  Resultate,  welche  diese  Formeln 
liefern,  wenn  man  sie  auf  die  besonderen  Werte  m  =  0,  1,  2,  3,  . . . 
anwendet.  Dieselben  sind  auf  die  einfachste  Form  gebracht  mit  Hülfe 
der  Gleichungen,  welche  aus  dem  Werte  10fA«»3r  entspringen,  nämlich: 
cos  (10  —  6)  ft  =  —  cos  6ft;  sin  (10  —  6)  ft  =  sin  bii. 
sin  jLt    "=  cos  4ft,     sin  2ft  «=  cos  3^,  sin  S^i  i»  cos  2ft, 

sin  4fi  «=^  cos  fi   ;     cos  4^  =  —  y  +  ^^^  2ft,     sin  3fi  ■«  y  +  sin  f*. 

j_ 
n«  cos  -^  =  1  +  cos  2(1  —  6cos  3/t  =  —  1,71769451937989 

j_ 
n«  sin  ^  =  sin  2f*  —  6  sin  3/t  —  2  sin  4/t      =  —  6,16842974654752 
-^ 105^  33'  38",  4567363 

n  2  cos  ^'  =  y  +  cos  2f*  =       3,30901699437495 

n«  sin  ^'=  2  sin  2fi  —  7  sin  4(i  =  -  5,48182510948113 

^'_  _  58«  53' 0",  18138297 
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1^ 
w « cos  ^"  =      6  cos  /t  +  2  cos  2f*  —  3  cos  4ft  =       6,39732210339598 

n »  sin  d-"  =  —  6  sin  ft  +  2  sin  2/t  +  sin  4ft     =       0,27252505463042 
^"=2«  26' 21",  5432637.  , 

Diesem  Werte  zufolge  hat  man  ^"=  «•  +  108®  =  ^  +  6ft,  und  in 
der  That  kann  man  mit  Hülfe  der  bekannten  Werte  von  sind,  cos^, 
sind"  und  cosd"  beweisen,  dafs  diese  Gleichung  in  aller  Strenge  gilt. 

n  2  cos  d'"  ^  -  1  —  5  cos  2ii  =  -  5,04508497 1874735 

n 2  sin  d'"  =  —  3  sih  2ft  +  6  sin  4ft  =       3,942983340893505 

d'"=  141«  59'  26",  2143000993 

n^cosd^««  —  5 

n«sind^=  -4 

d^ 141«  20'  24",  6902852726 

1^ 
n  2  cos  d^  =  3  —  cos  2/t  =       2,190983005625053 

n^ sin  d^  =  7  sin  2fi  +  2  sin  4^  «=       6,016609798637619 

»y  =  69«  59'  26",  2143000993  =  d"'  -  4fi. 

Die  Gleichung  d^=  d'" —  4ft  läfst  sich  mittelst  der  Formeln,  welche 
d'"  und  d^  liefern,  in  aller  Strenge  beweisen. 

1  o 

n  2  cosd^  =      ^-  -  6  cos  it  —  cos  2  ^  =  —  5,015356092145871 

n »  sin ^^  =  —  68in  /t  —  28in  2;*  —  sin  4ft    =  -  3,980728987129782 
^vi 1410  33'  38"^  4567363  =  »  —  2fi 

i-  7 

n « cos  ^^ y  +  5  cos  2  ft  =      0,545084971874735 

n^^sin^^n^      6sin2(t  +  3sin4ft  =      6,379881062640300 

a-vn  „  85«  6'  59",  81861703  =  »'+  8(» 

i_ 
n»co8«''™=      l  +  co8  2ft  +  6co8  3;t  =  —  5,335728508129785 

i_ 
n«  sin»^™==—  8in2/t  -  6sin3ft  +  28iu4;t  =  —  3,539774185951847 

d^™=  —  33«  33'  38"  4567363  -=  *  +  4ft. 
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Stellt  man  alle  diese  Resultate  zusammen,  so  erhält  man  nach- 
stehendes System  der  Werte  von  d'y  aus  welchem  ersichtlich  ist,  dafs 
vier  dieser  Gröfsen,  nämlich  d,  d'\  %'"\  %i^y  zur  Bestimmung  der 
fünf  anderen  genügen: 

^      =  -  105«  33'  38",  4567363 
^'     =-    58^53'    0",  18138297 
%^'    =  2«  26'  21",  5432637        ==  -^  +  108« 

d'"    =       141«  59' 26",  2143000993 
(9)        &^  =^  141«  20'  24",  6902852726 

^v  =  69«  59' 26",  2143000993  = -^'"-  72« 
«•^  =  —  141«  33'  38",  4567363  =%  —  36« 
^vii  _  85«  6'  59",  81861703  =  ^'  +  144« 
^^i=-    33«  33' 38",  4567363        -=  d  +    72«. 

•  601. 

Wir  gehen  jetzt  über  zur  Berechnung  der  Winkel  o.  Nach 
den  Gleichungen  (3)  hat  man: 


A  ^  -"  Ä  A'A   ' 

T'"»  T8  7»  VU*  7116 

TWn jf -^       _  7TXV -*  -^ 

■*■  """"  A*"         ""^  ^A    J'«    A»*'      f  ■*•  — ^ 


Multipliciert  man  den  Wert  von  T^^  mit  dem  von  T"'  und  beachtet 
man,  dafs  nach  den  Gleichungen  (5)  T^'^T"  =  n  ist,  so  giebt  das 
Produkt: 

T*«  =  n^i«il'5J.'"*J.^. 

Substituiert  man  in  dieser  Gleichung  die  Werte  von  A^  A,  Ä'\  A^^^ 
ausgedrückt  als  Punktionen  von  -ö*,  -ö*',  d"',  d^^,  und  setzt  man  in 
gleicher  Weise  für  T  seinen  Wert  als  Funktion  von  o  ein,  so  er- 
hält man: 

20aj  =  lO-Ö«  +  5^'+  2«-'"+  -9-^ 
und  somit: 

^      '^         ^  20  10  ~~' 

Setzt  man  endlich  in  diese  Formel  die  angenäherten  Werte  der 
Winkel  ^  ein,  so  ergiebt  sich  der  Näherungswert: 

0, 49«  2'  46",  661353031. 

Diesen  Wert  haben  wir  bei  der  Bestimmung  der  andern  Winkel  c? 
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zu  GruDde  zu  legen^  um  in  der  allgemeinen  Auflosungsformel  jegliche 
Art  von  Mehrdeutigkeit  zu  vermeiden. 

Ist  €a  bekannt^  so  erhält  man  die  genauen  sowie  angenäherten 
Werte  der  Winkel  cd',  oj"',  cö"^^,  nämlich: 

o'     =2io-J»  =    7<>28'    5",  134030238 

o"'   =  4cö  —  2^  —  -^^  =  73<>  49'  10",  449443446 

a,vn  =  8(0  -  4-^  -  2-^'  ~  d'"'  =    5^  38'  54",  684586793. 

Diese  ersten  Werte  liefern  den  Wert  der  Punktionen  T,  T',  T", 
r^  und  der  zu  diesen  inversen  Punktionen  T^vm^  yxvn^  ^xv^  j^ 

602. 

Um  weiter  fortzufahren,  mufs  man  zunächst  den  Wert  von  T" 
mittelst  der  beiden  Gleichungen 

ji"i  «_-  ^"2^        yv2 ,--  il^T^^ 

suchen.    Man  erhält  aus  diesen:  * 

und  somit: 

4aj"=2ö'"4-a'V  — ©^. 

Da  aber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nach  Belieben  um  2%,  4x 
und  63r  vermehrt  werden  kann,  so  erhält  man  vier  Werte  von  m\ 
luLmlich: 

fg)      =s   ! (jj     e=   ! X 

4  4  •       2 

2^"  +  ^V  — o)^^  oa".laV      ^vn 


CD     = 


und  von  diesen  hat  man  denjenigen  auszuwählen,  welcher  dem  fQr  o 
genommenen  Werte  entsprechen  soll. 

Um  diese  Wahl  zu  treffen,  müssen  wir  zu  dem  schon  mehrfach 
angewandten  Hülfsmittel  unsre  Zuflucht  nehmen;  dasselbe  besteht 
darin,  dafs  man  T"  aus  dem  Produkte  TT  mittelst  der  Gleichung 
TT^==  MT'  herleitet,  in  welcher  M  eine  zu  bestimmende  Funktion 
von  22  allein  ist     Ich  bemerke  zunächst,  dafs  diese  Gröfse  Jlf,  in- 

TT* 
sofern    sie    aus   der   Gleichung   Jlf=-^,-   entspringt,    ausgedrückt 

wird  durch: 

j_  

Jf  =  n*  [cos (co  +  ®'"~  ^")  +  V — 1  sin((»  +  ©' —  0")], 
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also  dargestellt  wird  durch  einen  Ausdruck^  der  eine  ähnliche  Form 
besitzt  wie  die  Grofsen  Ty  A,  T\  Ä^  ...    Wenn  man  also  direkt 

1 
M  =  »2 (cos  e  +  y—i  sin  e) 

findet;  so  hat  man  o  -|"  ^' —  o>"=  6,  und  somit: 

aj"=  o  4"  «*'' ~"  6  =  ^^  —  -ö"  —  0. 

Vergleicht  man  sodann  diesen  Wert  mit  den  vier  bereits  gefundenen^ 
so  sieht  man,  welcher  von  diesen  vier  Werteu  genommen  werden  mufs. 
Es  reduciert  sich  somit  alles  darauf,  den  Wert  von  M  mit  Hülfe 
der  Gleichung  TT'^=  MT"  zu  bestimmen.  Wie  man  sieht,  ist  M 
gleich  dem  Eoefficienten  von  p  in  dem  entwickelten  und  auf  die 
lineare  Form  gebrachten  Produkl  der  Polynome: 

T^p+p'R  +  fIP  +  f'B^  + t-i)™JB^« 

r=p  +  p'E"  +  p'jR*  +  p"'E^  + 1-  p^R^, 

Wir  betrachten  zuerst  den  Teil:, 

p^  +  j?'«jR»  +  j?"«jR«  +  i>'"«JJ^  + h  l>™'iJ", 

in  welchem  man  die  Werte  der  Quadrate  ^*  =  2  +  jp^,  p'^  =  2  +  jp^ 
u.  s.  w.  zu  substituieren  hat.  Da  das  allen  diesen  Quadraten  gemein- 
same, konstante  Glied  2  dasselbe  ist,  wie  — 2p — 2p  —  ••,  so  ist  der 
daraus  entstehende  Eoefficient  von  jp,  welcher  einen  Teil  von  M  bildet^ 

der  folgende: 

-  2(1  +  E»  +  JB«  +  J2»  +  . . .  +  jR*'). 

Multipliciert  man  diese  Gröfse  mit  1  —  jR^  welches  nicht  Null  ist 
(auch  dann  nicht,  wenn  man  für  22  ein  beliebiges  Glied  der  Reihe 
IP,  jR»,  li*  ...  R}^  setzt),  so  erhält  man  als  Produkt  —  2(1— JJ~) 
und .  dieses  ist  Null.  Es  kann  daher  dieser  Teil  in  dem  Werte  von 
M  vollständig  weggelassen  werden. 

Man  braucht  daher  bei  diesem  ersten  Teile  des  Produktes  TT 
nur  das  eine  Glied  jj^^^E**  =  (2 +i>)^"  ^^  berücksichtigen,  und 
dieses  giebt  für  M  das  Glied  iJ**  oder  JB^ 

Sind  p"  und  j)^  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  des  Systemes  (1), 
so  giebt  es  in  dem  Produkte  TT  zwei  Glieder 

l>«j)''(i?^+''  +  E^+«^), 

welche  wegen  des  in  pf^p^  enthaltenen  Teiles  p  für  M  die  beiden 
Glieder  i?/"-f-»'-}-lJ"+«''  geben.  Das  Ergebnis  aller  dieser  in  ähnlicher 
Weise  mit  Hülfe  des  Systemes  (1)  gebildeten  Glieder  ist  folgendes: 
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PP^ 

.•J?«+jB'«, 

^vm^   . 

•.Ä»+J2*«, 

pvnpiv    .. 

.U«+B« 

p^p" 

•B^'+B", 

jpX|,vni      . 

•.E«'  +  i?8, 

^J»'"      • 

.B"-f-2Jw 

p^p^ 

..B*H-B*S 

pvmpsm  . 

.•J?»»+B»*, 

p"'p^    .. 

.R"+B» 

p^p" 

...Ji"+2?«, 

^xni^vn. 

•  .i^*»+J^*^ 

^VIpXIX.. 

.JJ51_,_JJM 

p"p^ 

■■'R'^+B**, 

JJ^VUp'        . 

..iJ»  +  B»9, 

|,XIX^,XIV., 

.Jf«7_|_2JM 

pXIpIK 

■  •2?»+^«, 

p'p^y        . 

■•B"-\-R'\ 

^pUYin 

..^»«+1?*», 

jpXVpvn     . 

•  •ü"+ji'», 

Addiert  man  alle  diese  Potenzen  von  R  zu  dem  bereits  gefundenen 
Gliedeiü^^  und  vereinfacht  man  die  Exponenten  mit  HQlfe  der  Gleichung 
2J20  =  ly  so  ergiebt  sich: 

M^      3^2  +    R^  +    Ji*-+    R^  +4JB«  +2R'  +    IP 

(11)  +  4JJ9  +    RIO  ^  42J11  ^  2R'^  +  2J2^*  +  4B»5  +  3Ä« 
+  3-B»' +  2  Ji^«  +    B^^ 

Wird  diese  Gröfse  mittelst  der  Gleichungen 

R^^ 1,       l  —  R^  +  R^  —  R^  +  R!'  =  0 

noch  weiter  reduciert,  so  erhält  man  schliefslich: 

(12)  M^-5R  +  2R'-  4R^  +  2R^ 


603. 

Substituiert  man  in  dieße  Formel  die  Werte: 

_^ 1  

jR  =  cos  ft  +  y~  1  sin  ft,      M=  n«  (cos  0  +  )/- 1  sin  0), 

so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  0  die  beiden  Gleichungen: 
i_ 
n«  cos  0  «=  —  7  cos  ft  H-  2  cos  3ft  =  —  5,481825109481 

n«  sin  0  =  -  3  —  sin  ^ 3,309016994375, 

und  aus  diesen  folgt: 

0  =  -  148«  53'  0",  18138297  =  -&'  —  -i«. 

Man  braucht  übrigens  nur  die  Formeln,  welche  0  und  ^'  liefen^ 
zu  vergleichen,  um  sich  zu  überzeugen,  dafs  die  Gleichung 

nicht  nur  näherungsweise  gilt,  sondern  in  aller  Strenge  richtig  ist 

Kennt  man  0,  so  giebt  die  Gleichung  cd"=  3o  —  -O*  —  0: 

cd"=  107«  18'  18",  654060177. 
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Andrerseits  hat  man: 

2y +»^-0, j^o  18'  18",  654060177. 

Man  siebt  also,  dafs  derjenige  unter  den  vier  oben  angeführten 
Werten  von  a",  welchen  man  als  den  dem  für  <a  genommenen  Werte 
entsprechenden  wählen  mofs,  der  folgende  ist: 

Man  hat  auch  für  (o"  den  Ausdruck  o"=3o  —  %•  —  0  oder: 
o  =  3 CO  —  -9"  —  %"  -j — a^* 

Sodann  ergiebt  sich  co^  aus  der  Gleichung  ^^="7^>  nämlich: 

(dV  =  2(o"—  -^"=  6cö  —  2-0'  —  2^'-  %'''+  % 
oder: 

cv  =^  6oj  —  3^  ^  2^'+  72^  =  212«  10'  15",  764856654. 

Vermittelst  der  Winkel  co"  und  o^  kennt  man  jetzt  die  Funk- 
tionen T"  und  T^  und  die  zu  ihnen  inversen  Funktionen  T^^^  und 
yxm^  Wir  müssen  also  noch  die  Werte  von  T^^,  2^,  T^m^  welche 
zugleich  die  Werte  der  inversen  Funktionen  T^^^,  T^^  und  T^  er- 
geben^  bestimmen. 

604. 
Den  Wert  von  T^  kann  man  aus  den  Gleichungen  T^va^^ivyix^ 
2^1X8  _.  ^  ableiten,  aus  denen  folgt:  3^"^*  =  n-4^^,  und  somit: 

4ci^=2'9-^v+2Äjr     oder     o^=  4"'^^^+ V  *»> 

WO  A  einen  der  Werte  0,  1,  2,  3  besitzen  mufs. 

Um  diese  üngewifsheit  zu  heben,  müssen  wir  wieder  zur  Glei- 
chung TT"^==^  NT"^  unsre  Zuflucht  nehmen,  in  welcher  N  eine 
Funktion  von  R  allein  ist,  die  sich  folgendermafsen  ausdrücken  läfst 
i_ 

N=n^  [cos  (oj  +  co'"  ~  c^^  +  Y^  sin  (©  +  co'"  -  c»^v)j. 

Findet  man  also  auf  direktem  Wege: 

•  JVr=n2(cosA-|- V— IsinA), 
so  wird:  o  +  cd"' —  coi^^  =  A  oder: 

£0^9^  :=s  CD  -|-  o)" —  A. 

Legendre,  Zahlen theorie  n.  20 
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Man  hat  also  auch:  co  +  cö'"  —  A  =  -r-  d^^  +  "^  ^^j  oder: 

A  =  a>+a)"'  — v^v-4-ä«  =  5q)  — 2»-^'-4^^—  4^*«. 
Femer  ist: 

mithin: 

A  =  -^  (*  +  ^'  +  »'"  —  Ö^v)  +  36o_  i_A«, 

oder  in  Zahlen  ausgedrückt: 

A=  95''26' 36",  133233051  -  ^-hn. 

Der   direkt   berechnete  Wert   von   'S  ist  nichts   anderes  als  der 
Koefficient  von  |)  in  dem  Werte  des  entwickelten  und  auf  die  lineare 
Form  gebrachten  Produkts  TT".     Auf  demselben  Wege,  der  uns  zur 
Bestimmung  des  Koefficienten  M  geführt  hat,  findet  man  aber: 
. -.  10  (1  +  iJ5  +  E^o  +  E^»)  +  JJio 

(13)  iV^=  +  2+4ÄH-2E2+3JJ3+i?*+jR^+32i«+3ü'+21?+3/P 
[^2iJ^«  +  3U*^+2ü^'  +  ii^^  +  B»^  +  i?»«  +  U'«  +  2ff'. 
Dieser  Wert  von  N  bleibt  auch  bestehen,  wenn  man  für  U  setzt 
jR«,  W,  R\.,.  bis  jRi^  Dadurch  würde  sich  N  in  N\  JY",  i^",...  J^*^™ 
verwandeln.  Bei  den  Werten  N,  N'\  N^,...N^^^,  deren  Index 
gerade  ist,  kann  man  aber  die  Formel  vereinfachen,  indem  man 
Rio  =  _i  und  1  —  JR^  +  JS*  -  jR«  +  jR8  =  0  setzt.  Dies  giebt  den 
reducierten  Wert: 

(14)  N=  —  2  +  AB  +  R^  —  B^  +  3B^  +  3R\ 

Da  es  sich  hier  nur  um  den  ersten  Wert  von  N  handelt,  welcher 

dem   Werte   Ji  =  cos  ft  +  ")/— 1  sin  ft  entspricht   und   welcher  dar- 

2_  

gestellt  wird  durch  w*(cos  A  + )/— 1  sin  A),   so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung des  Wertes  von  A  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

i_ 
n^cos  A  =  4  cos ft  -  4  cos  2^  —  2  cos  3^    =  —  0,607412416904118 

JL 
w^  sin  A  =  2  +  8  sin  ^  +  2  sin  4^  =      6,374248987589876. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

A  =  95«  26' 36",  13324, 

mithin  ist  Ä  =  0  und  a^^  =  "ö"^^'  ®^^^  näherungsweise: 
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©iv  „  _  700  40'  12",  3451426363. 
Man  kann  auch  cai^^  auf  die  Form  bringen: 

welche  in  der  allgemeinen  Formel  aj<*")  =  (m+ l)o  + «^*"^  enthalten 
ist.  Dabei  bedeutet  a^"^^  eine  Gröfse,  welche  nur  von  den  vier  Winkeln 
»,  ^',  -Ö-"',  d'^  und  von  dem  Winkel  (i  =  18^  abhängt. 

Da  der  Wert  von  T^^  zugleich  mit  dem  Werte  von  cji^  bekannt 
ist^  so  kennt  man  auch  die  inverse  Funktion  T^^;  überdies  bestimmt 

dieser  selbe  Wert  den  von  T^^  vermittelst  der  Gleichung:  -^^-  =  I^\ 
Denn  da  cö^^  ==  —d"^^  ist,  so  hat  man: 

TIV2  =  n(cos-&^  +  V^  sin^^^O  =  n^  A^"" 
und  somit: 

1  j. 

Wir  wufsten  bereits,  dafs  T^^  nur  +n*  oder  — n*  sein  konnte; 
es  bleibt  daher  in  Bezug  auf  die  Bestimmung  von  T^^  keine  Unge- 
wifsheit  mehr  übrig. 

605. 
Wir   kommen    jetzt   zur  Bestimmung   der  Funktionen  T^  und 
2^°^,  die  nebst  den  zu  ihnen  inversen  Funktionen  T^^  und  T^  allein 
noch  zu  bestimmen  sind. 

T^  kann   man   aus   der  Gleichung   rvw=  ^viyxm^  !^:^ 

ableiten;  dieselbe  giebt: 

2©^  =  -Ö-vi  _  ß,v   o^jer     2cöVi  =  ^vi  -_  cö^  +  2ä, 
mithin: 

o^^  = 2 ,     oder     0^^  = ^ h  »• 

Ebenso  erhält  man  T^^^  aus  der  Gleichung 

yvin2  __  ^vra^'xvn  _.  _!L!z__. 
dieselbe  giebt  die  beiden  Werte: 

um  sodann  zu  entscheiden,  welchen  Wert  man  in  jedem  dieser 
Fälle  nehmen  mufs,  könnte  man  das  gewöhnliche  Verfahren  in  An- 
•  20* 


308 


Fünfter  Hanptteil. 


Wendung  bringen,  welches  darin  besteht,  dafs  man  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  TT^^  =  Pr^,  TT^n  ^  gj^vm  jie  Grofsen  P  und  ft 
welche  Funktionen  von  R  allein  sind,  ermittelt.  Denn  kennt  man 
T  und  T^^,  so  geben  diese  Gleichungen  die  Werte  von  T^  und 
T^™  oder  die  Werte  der  Winkel  o^  und  o^™. 

Indessen  bietet  sich  in  diesem  Falle  ein  einfacheres  Hülfmittel 
dar,  um  zu  dem  gesuchten  Resultate  zu  gelangen;  und  dieses  Hülfs- 
mittel,  von  dem  man  auch  bei  ähnlichen  Fällen  Gebrauch  machen 
kann,  bietet  den  Vorteil,  dafs  es  eine  neue  Reihe  von  Sätzen 
über  die  Funktionen  T  liefert. 


1 


606. 

Wir  nehmen  die  Gleichung  TT  =  ]MT"  wieder  auf  und  setzen 
voraus,  dafs  man  in  dieser  Tjleichung  für  R  der  Reihe  nach  B*,  iP, 
R\...  hisR^^  substituiere,  wodurch  sichitfin  Jf',  Jüf",  M"\...M^'^ 
verwandeln  möge.  Auf  diese  Weise  bildet  man  eine  neue  Reihe  von 
Gleichungen,  welche  ebenso  viele  Sätze  über  die  Funktionen  T  dar- 
stellen, nämlich: 


(15) 


Multipliciert  man  in  der  vorstehenden  Reihe  die  beiden  äuCsersten 
Gleichungen,  sowie  je  zwei  gleichweit  von  den  Enden  abstehende 
Gleichungen  mit  einander,  so  bieten  die  Produkte  eine  Eigen- 
schaft der  Funktionen  üf  dar,  die  derjenigen  der  Funktionen 
A  analog  ist,  und  die  durch  die  folgenden  Gleichungen  ausgedruckt 
wird: 

Jedoch  erstreckt  sich  diese  Reihe  nicht  bis  zu  der  Gleichung  Jlf' ^*«=», 


TT 

=  MT" 

T^r 

_j,fxyxn        ^              ^ 

rp/  rprfi 

=  M'T''        , 

J^XI  Jf"' 

=  JtfXIJXV          ^ 

r£t'  rjtJi 

=  M"T'^^    , 

j^xnrjjy 

Jlf  xn  jTXvm 

jyjryn 

=  M"'T^     , 

^xTTiyvn 

=  Jüfxm  j'        ^              1 

2'iv  2^x 

^  jfivyxiv  ^ 

J'XIV  j^ix 

=  JJfXIV^'lV        ^ 

JWJiXS. 

=  Jtfvrxvn  ^ 

yxv  yxi 

_3fxvyvn      ^ 

j'vij'xin 

=  jf"r     , 

J'XVI  JTXTTT 

,^J(fXVIJX         ^ 

yvn  jixy 

^M'-'^T"   , 

j^xvii  yxv 

jlfxvn  jTxm 

jTvni  yxvn 

,^  Jlf  vra  2'vi 

yxvni  jTxvE 

t  :s=s  Jlf  xvin  yxvi 

j>iX2pax 

^jlfixyix 
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welche  unrichtig  sein  würde;  vielmehr   sieht   man    aus  der  zehnten 
Gleichung  des  Systems  (15)^  dafs 

jf IX  ^  yxix  ^  _  1 
ist. 

Aus  diesen  Gleichungen  geht  hervor,   dafs  ein   beliebiges  Glied 
der  Reihe  Jüf,  M\  M", . . .  dargestellt  werden  kann  durch  die  Formel  : 

1  

Jlf  (m) «  n^  (cos  e^''*)  + 1/-  1  sin  G^"*)). 

In  dem  Falle  w  =  0  haben  wir  bereits  mit  Hülfe  der  Formel  (12) 

J(f=n^(cose+ /— IsinG),     e  —  -^'-^  ä 

gefunden.  Ist  m  eine  gerade  Zahl,  was  bei  den  Gliedern  M",  M^^, 
M^^, . . .  stattfindet,  so  kann  man  ebenfalls  mit  Hülfe  der  Glei- 
chung (12)  den  zu  M^"^^  gehörigen  Winkel  0<"*)  berechnen,  indem  man 
in  dieser  Formel  JB"*  +  ^  oder  jB^»+^  für  JB  setzt.  Daraus  ergeben  sich 
die  beiden  Gleichungen: 
i_ 
w»cos  0<2')  =  —  5 cos(2i  +  l)fi  +  2  co8(6i  +  3)^ 

/|  ^N  —  4  cos(10i  +  5)fi  +  2  cos  (18i  +  9)fi, 

1 
w»  sin  0^20  ^_5gin(2i+ 1)^  +  2 sin (6i  +  3)ft 

-  4  sin(10i  +  5)ft  +  2sin  (18i  +  9)f*. 
Um  z.  B.  den  Wert  von  0"  in  der  Formel 

Jf"  =  w«(cos  0"  +  Y^  sin  0") 
zu  finden;  setze  man  2i  =  2;  dies  giebt  die  beiden  Gleichungen: 
i_ 
n*  cos  0"  =»  —  2  cosft  —  7  cos  3ft 

1 
w'2sin0"=      3  — sin  3^. 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  denen,  durch  welche  d"^ 
bestimmt  wird  (Artikel  600),  so  erhält  man: 

e"  =  ^^  +  |«. 

Um  ebenso  den  Wert  von  0^^  zu  erhalten,  welcher 

Jf VI  =  „2  (cos  0VI  +  /ZTsin  0VI) 
ergiebt,  mufs  man  2^  =  6  setzen.     Dann  wird: 
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1 
n^  cos  0^'^  =  2  cosft  +  7  cos  3ft 

1 
n^  sin  0^^  =  3  —  sin  3ft, 


mithin : 


0^  =  Ä-0"  =  4-Ä-'^^. 


Diese  beiden  Resultate  werden  uns  dazu  dienen,  um  die  Lösung 
unserer  Aufgabe  zu  yervollständigen. 

607. 

Um  zu  den  Gleichungen  (15) ,  welche  ebensoviele  neue  Sätze 
über  die  Funktionen  T  darstellen,  zurückzukehren,  bemerken  wir,  dafs 
die  Koefficienten  mit  ungeradem  Index  Jf ',  Jf '",  M^, .  . .,  welche  ent- 
stehen, wenn  man  in  M  für  R  der  Reihe  nach  jR^,  JB*,  2?^, . . .  sub- 
stituiert, aus  der  allgemeinen  Formel  (11),  aber  nicht  aus  der  reducierten 
Formel  (12),  welche  nur  für  die  Koefficienten  mit  geradem  Index  gil^ 
abgeleitet  werden  müssen.  Denn  die  Gleichung  B^^  =  —  1,  deren 
Gültigkeit  die  Formel  (12)  voraussetzt,  hört  auf  richtig  zu  sein,  so- 
bald man  B\  jR*  oder  allgemein  JJ*'  für  R  setzt,  da  jB*«'«  +  l, 
aber  nicht  R^'  =  —  1  ist. 

Um  daher  z.  B.  den  Wert  von  Jtf '  zu  erhalten,  setze  man  in  der 
Formel  (11)  R^  an  die  Stelle  von  R.    Dadurch  wird: 

Jf' 4  — 3i?-  2i?<5  — 2Ü« 

1 
w*  coH  0'  =  —  5  +  cos  2ft 

1 
n*  sin  0'  =  —  5  sin  2ft  —  2  sin  4ft. 

Hieraus  erhält  man  den  genauen  Wert: 

&  =  Jd''  —  12^  =  d''  ^  4ft, 
und  dieser  giebt: 

M'  =  w^[cos  {»'  -  4^)  +  /=!  sin  (-^'— 4ft)]. 
Mit  diesem  Werte  von  M'  berechnet  man  direkt  den  Wert  von  P 
aus  der  Gleichung  TT"  =  M T^y  und  zwar  erhält  man: 

O^  =  cd'  -(-  cd'"  —  %''-{'  Ail/by 

oder: 

©v  =  6cD  —  S-Ö-  —  2-9"'  +  4^, 
ein  Wert,  welcher  mit  dem  schon  oben  gefundenen  Werte 
a>v  =  6cD  —  2-9"  —  2-9"'  —  %>"  +  10^ 
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übereinstimmt;  denn  setzt  man  beide  einander  gleich,  so  findet  man 
-O*"  =  -ö-  +  6ft,  und  dies  ist  in  der  That  der  Werth  von  -O-". 

Nachdem  wir  aus  den  Gleichungen  T^^AT,  TT  =  MT  die 
beiden  Reihen  von  Sätzen,  welche  in  den  Gleichungen  (3)  und  (15)  ent- 
halten sind,  abgeleitet  haben,  wird  man  erkennen,  dafs  es  leicht  sein 
würde,  eine  Reihe  von  analogen  Sätzen  aus  der  Gleichung  TT"=^NT^'^ 
und  vielen  andern  Gleichungen  von  derselben  Art,  wie  z.  B.  aus 
TT"  =  BT",  TT^"^  =  DT^, . . .  abzuleiten.  Diese  Sätze  aber,  die 
so  leicht  zu  vermehren  sind,  haben  keinen  Nutzen  für  den  Zweck, 
den  wir  im  Äuge  haben,  d.  h.  für  die  Bestimmung  der  verschiedenen 
Polynome  T,  T  T', ...  als  Funktionen  der  Wurzel  B.  Die  kleine 
Anzahl  von  Anwendungen,  die  wir  von  der  Reihe  (15)  und  der  Glei- 
chung TT"  =  NT^'^  gemacht  haben,  reicht  nämlich  für  die  in  Rede 
stehende  Bestimmung  sowie  für  die  allgemeine  Auflösung  der  Glei- 
chung Z  =  0  für  den  Fall  n  =  41  ws. 

608. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Wert  0"  =  -d-^  +  —  ;r,   durch   welchen 

M"  bestimmt  wird,  giebt  nämlich  die  dritte  der  Gleichungen  (15)  d.  i. 
T'T^  ^M'T"^^  den  Winkel  cd^™,  durch  welchen  sich  T^m  be- 
stimmt, nämlich: 

cjvni  =  c,"  +  cö^  -  0"  =  9(0  -  3^  ^  3^'  _  ^"  +  ^r  _  ^v 

oder: 

ß,vm  =  9c  _  4  ^  _  3^'  _  ^'"  _^  1440^ 

Femer  erhält  man  aus  dem  Werte  0^^  =  4-  »  —  -Ö"^  =  162<>  —  -Ö-'". 


aus  der  Reihe  (15)  entnommenen  Gleichung  T^'^^—     ^^^ 


durch  welchen  sich  M^^  bestimmt,  den  Winkel  ©^^  mit  Hülfe  der 

Es  folgt  hieraus: 

a>vi  =  o  +  ß,v  +  Qvi  =  7©  —  2^  —  2^'  —  ^"  -  -&'"  -f  2ä  —  18<*, 

oder,  wenn  man  2%  wegläfst: 

©VI  =  7c  _  3^  _  2-9-'  —  -ö-'"  —  126<*. 

Diese  Werte  von  o^^  und  ©^^^  stimmen  mit  denen  des  Artikel  605 
überein,  wenn  man  letztere  in  folgender  Weise  wählt: 

aVI        ^V                                                aVUE           / 
oVI= |-Ä^        CD^^™  = f-Ä. 

Übrigens  wird  bei  diesen  Gleichungen  ein  Unterschied  von  2«  oder 
einem  Vielfachen  von  2%  für  0  angesehen,  da  derselbe  in  der  Lage 
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des    durch    sie    auf    dem    Kreisumfange    bestimmten    Punktes   keine 
Änderung  hervorbringt. 

609. 
Um  alle  Resultate  der  vorhergehenden  Rechnungen  auf  einmal 
vor  Äugen  zu  haben,  stellen  wir  sie  hier  nochmals  zusammen: 
^      ^6» +  8«^  + »•"  +  78" 49»  2'46",661353031 

0)'      =2ai  +  a'  =          7»28'  5",  134030238 

c"     =3o  +  «"  =      107»  18' 18",  654060177 

0,'"    =4(0  +  «'"  =        73»49'10",449443446 

(^)  oi^y   =  5a)  +  aiv  =  _    70»40' 12", 345 142636 

e,v     =6aj  +  oV  =- 147»49' 44",  235143346 

a,vi   =7(D  +  a^i  =— 176»51'57",110796477 

a,vn  =  So  +  «vn  =          5»  38' 54",  684586793 

a)Vni^9ß,^„vm  _       159»  29'  8",204616731 

a'  =— d  =  105«33'38",4567363 

a"  =-»—»'+^  ==  254»26' 38",  63811927 

a"  =— 2d-d'  =  270»  0'17",09485557 

«IV |^_|^'_i^'"+|^v_2»  174«33'40",96162252 


2  2  '2  10 

4» 
10 


3d  — 2^'4-4f  =      146»26' 55",  73297484 

«^'i   =_3a--2ö''  — e-'" ^ 193«32' 30",  48132526 

«vn  ^_4^_2^'_^"'  =        38»  1',  7",  97541 104 

a^i«  =  _ 4* - 3*' - »"'  —  ^  =-119»  5' 51",84320599. 

Substituiert  man  nunmehr  die  für  cd,  co',  cd",  . . .  cd^'^^  gefundenen 
Werte  in  die  Formel 

p  =  — ~ 1 — 2^  (cos  (0  +  cos  a>'+  cos  m"  -\ j-  cos  e)^™), 

so  findet  man,  wenn  man  die  Bechnung  nur  mit  Hülfe  von  sieben- 
stelligen Logarithmentafeln  ausführt: 

j)  =  2  cos  79»  1' 27",  8. 

18« 
Dieser  Wert  ist  sehr  nahe  gleich  dem  von  2co8-jj-«    Somit 

kennt  man  die  Wurzel ,  welche  durch  die  mittelst  des  ersten  Wertes 
von  (X)  berechnete  Formel  genau  dargestellt  wird. 
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610. 
Um  die  andern  Wurzeln  zu  erhalten,  muTs  man  für  cd  der  Reihe 
nach  CD  +  -|^,     cö  +  4f'    "^  +  -gf ,...  bis  CD +  ^  substituieren 
und  dabei  folgendes  beachten: 

1)  Bei  jeder  Substitution  mufs  das  Glied  n*,  welches  die  Grofse 
T^  darstellt,  sein  Zeichen  wechseln;  denn  die  Reihe  der  Wurzeln  |}, 
welche  durch 

2  cos  A,    2  cos  Xgy    2  cos  Xg^^    2  cos  Ajf*, , 

wo  g  die  primitive  Wurzel  von  n  bedeutet,  dargestellt  wird,  giebt 
aligemein  für  T^  den  Wert: 

2  cos  A  —  2  cos  Xg  +  2  cos  Xg^  —  2  cos  A/  H 

Derselbe  wechselt  aber  sein  Zeichen ,  wenn  das  erste  Glied  2  cos  X 
durch  das  folgende  2  cos  Xg  ersetzt  wird. 

2)  Wenn  man  co  um  das  Vielfache  Äft  oder  Ä-—  vermehrt,  mufs 

man  zu  gleicher  Zeit  o)  um  2Äft,  cd"  um  3Äft,  ©'"  um  4Äft  u.  s.  w. 
vermehren,  wie  man  aus  den  soeben  angegebenen  Gleichungen  {Ä) 
unmittelbar  erkennt. 

Führt  man  hiemach  die  Rechnung  durch,  indem  man  cd  um  18^ 
vermehrt  d.  h.  co  den  neuen  Wert 

©  =  -3P2'46",66... 

beilegt  und  die  andern  Winkel  a)\  a/%...(o^^^^  in  dem  angegebenen 

Verhältnis  vergröfsert,  so  giebt  die  Formel,  in  welcher  man  überdies 

i_ 
das  Vorzeichen   des   alleinstehenden  Gliedes  n^  zu  ändern  hat,    als 

Resultat  den  Wert  von  2  cos    ^    •     Ich  bemerke  aber,  dafs  in  der 

Reihe  der  durch  die  primitive  Wurzel  ^  =  13   bestimmten  Wurzeln 

die  Wurzel  2  cos     .       der  Wurzel  2  cos  —rr-    vorangeht.      Daraus 

folgt,  dafs,  wenn  man  nach  einander  co  +  ft,  cd  +  2ft,  a}'\-  3ft, . .  . 
fBr  CD  substituiert,  diese  Substitutionen  sämtliche  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichung  in  derjenigen  Reihenfolge  liefern,  welche  der  durch 
die  primitive  Wurzel  ^=»13  bestimmten  gerade  entgegengesetzt  ist. 
Diesem  Werte  von  g  zufolge  würde  man,  wenn  man  von  der  Wurzel 

ps=i2  cos  -jj-  ausgeht,  die  Reihe  der  Wurzeln  p,  p\  p\ ...  in  folgen- 
der Anordnung  erhalten: 
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V 

=  2C08-^J^, 

o          26« 

p      =2cos  ^j  , 

//            o         10« 
p         =2C08    ^j  , 

P" 

o          34« 
=-2c08    ^j    , 

TV           o          82« 
^^    =2C08    ^j    , 

pv     =2co84f, 

l,vi 

=  2C08     ^j    , 

VTT               rt                3^^* 

J)^°   =2C08-Jj-, 

^vm_2co8^, 

t^ 

=  2cos   ^j  , 

T                    O                 18« 

j)^     =-2  cos  — -  , 

XT               O             12» 

|,xi    =2  COS  ^j  , 

^xn 

=  2cos   ^^  , 

i,^"^  =  2cos^, 

l,^iv_2cos^, 

^ 

=  2C08    ^j    , 

1,^VI_2C08^, 

i)^™=2cos^, 

^VUJ 

=  2cos         , 

p^^  —  2cos-—  . 

18s 


Die  Formel  giebt  also,  wenn  man  von  dem  ersten  Gliede  2  cos  ~ 

welches  man  immer  mit  p  bezeichnen  kann,  ausgeht,  die  Glieder 
derselben  Reihe  in  umgekehrter  Reihenfolge,  so  dafs  man  der  Reihe 
nach  erhält: 


2cos— — =• 

41 


20 


'    ^^  [cos  CD  +  cos  (2  (D  +  a')  + cos  (3 ID+O 


+— 4 


20 


2  008-^7-  = - 
41 


20 


20 


o         20ä 
2c0S--7r-  =  - 


2n* 


+  cos(4ö  +  a  ")  +  •••+ cos(9a}+«™)] 

~[cos(a>  +  ^)  +  cos(2a>  +  2ft  +  a) 

+  cos(3a)+3ft+a")+- 
+  cos(9o  +  9/A  +  a^)] 

[cos(a>  +  2fft)  +  cos(2o  +  4^+^') 

+  co8(3(D  +  6ft+a")+-' 

+  cos(9cD  +  18fi+a™)] 
u.  s.  w. 

Allgemein  kann  eine  beliebige  Wurzel  2  cos  —r—  durch  die  Formel 
dargestellt  werden: 


41 


20 


20 


20 


2  cos 


2»9C 

41 


20 


n'coBW«     ,   2n^  r         ^ 

+^jpLcosQ 


20 


20 


+  C08(2Q  +  «') 

+  cos  (3Q  +  a")  +  cos  (40  +  ä") 
+  cos  (5Q  +  «1^  +  cos  (6Q  +  a') 
+  cos  (7Q  +  a^  4-  cos (8Q  +  o™) 
+  cos  (9  Q  +  o^]. 
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Hierin  ist  Q  *=  cd  +  m^i  und  w  +  1  giebt  an,  die  wievielste  Stelle 
2i  in  der  Reibe  18,  14,  20, . . .  einnimmt,  wie  aus  folgendem  Schema 
zu  ersehen  ist: 

2i  =  18,14,20,30,4;6,32,34, 10,26;  2, 38, 16, 24, 36; 28, 40, 22,  8,12; 
m=   0,    1,   2,   3, 4; 5,   6,   7,   8,   9;  10, 11, 12,13, 14;  15,16,17, 18, 19. 

Soll  z.  B.   die  Formel  den   Wert  von  2  cos  —  -  darstellen ,   so 

mufs  man  m  =  10  und  Q  =  cö+10ft  =  a}  +  Ä  setzen.  Hierdurch 
ergiebt  sich  das  folgende  Resultat: 

2  cos  — 

1  1 

=—■ 20"+^  +  -2J-  [-  COS  CO  +  cos  (2ö)  +  a  )  -  cos  (3©  +  a') 

+  cos  (4®  +  «'") cos(9ai  +  a^^)]. 

Diese  verschiedenen  Beispiele,  für  welche  wir  die  Rechnungen 
mit  der  ganzen  erforderlichen  Ausführlichkeit  angegeben  haben 
beweisen,  dafs  es  stets  möglich  ist,  eine  allgemeine  Formel 
zu  finden,  welche  alle  Wurzeln  der  Gleichung  in  p  enthält 
und  nach  Belieben  irgend  eine  derselben  liefert.  Aus  diesen  Wurzeln 
kann  man  dann  auch  alle  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  finden, 
wenn  n  eine  beliebige  Primzahl  isi 

611. 
VierteB  BeiBpiel.  w  =  17,  ifc  =  8. 
Obgleich  die  Auflosung  dieses  Beispiels  bereits  in  Artikel  535 
gegeben  worden  ist,  dürfte  es  doch  nicht  unnützlich  sein  zu  zeigen, 
wie  unsere  neue  Methode  zu  einer  allgemeinen  Formel  fuhrt,  welche 
in  der  einfachsten  Form  sämtliche  Wurzeln  der  aufzulosenden  Glei- 
chung enthält.     Diese  Gleichung  lautet: 

0  — j)8  +  jp7  -  7/ —  6jp*  +  15i>*  +  lOj?«  —  lOp«  —  4i)  +  1, 

und  wir  nehmen  wie  gewöhnlich  an,  dafs  ihre  Wurzeln  |>,p,|>",.««i'^° 
seien.  Nimmt  man  den  Wert  (7  —  3  als  primitive  Wurzel  von  17, 
so  bezeichnen  diese  Wurzeln  die  acht  Perioden  von  zwei  Gliedern 
(2:1),  (2:^),  (2:flF*),...(2:^'),  und  müssen  dieselben  daher  in  der 
folgenden  Reihenfolge  angeordnet  werden: 

f/f  7      1  7 


py  = 

-r^  +  r- 

-5 

pvi== 

^f'  +  r- 

-i 

^vn^ 

=>  +  r- 

-6 

1 


P    =r>  +  r-', 

pv    =r*  +  r-« 

pyi^r*  +  r-\ 

J,Vn=    y«    _^    y-6 

j,*   =r8  +  r-«, 

|,"'  =  r'  +  r-» 

prv  =  ^4.r-S 

/'    =r»  +  r-\ 
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Mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen^  welche  wir  davon  zu  macben 
haben,  können  wir  diese  nämlichen  Wurzeln  auch  nach  der  Reihen- 
folge der  Exponenten  von  r  ordnen,  wie  folgt: 


(1) 


612. 
Wir  setzen  wie  gewöhnlich: 

T^p  +  pR  -\-fB^  +i>'"Ä»  +  . •  •  +  p'^W, 

wo  JJ  eine  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  B^  —  1  =  0  bedeutet, 
und  zwar  soll  diese  Wurzel  derart  gewählt  sein,  dafs  sie  mittelst 
ihrer  aufeinanderfolgenden  Potenzen  alle  Wurzeln  eben  dieser  Glei- 
chung giebt.  Derart  ist  z.  B.  die  Wurzel  jR  =  cos  f*  +  y — 1  sinfi, 
wenn  man  ft  =  -g—  =  45^  setzt. 

Ebenso  bezeichnen  wir  durch  T\  T\  T"\  2^,  T^,  T^  die- 
jenigen  Punktionen,  in  welche  T  übergeht,  wenn  man  in  ihr  der 
Reihe  nach  2^^  jR^  iJ*,  i^^  W,  jR'  für  E  setzt. 

Wir  haben  nun  allgemein  gesehen,  dafs  die  Gröfse  A  in  der 
Gleichung  T^  =  ^.T'  eine  Funktion  von  JR  allein  und  unabhängig 
von  den  Wurzeln  p  sein  mufs,  und  dafs  soniit  A  gleich  dem  Koef- 
ficienten  von  p  in  dem  entwickelten  und  auf  die  lineare  Form 
Ap  +  Bp'  +  Cp*  +  • . .  gebrachten  Werte  des  Quadrates  T*  ist 

In  dieser  Entwicklung  müssen  wir  zuerst  den  Teil 

betrachten  und  in  demselben  die  Werte  2>*  =  2  +  J?^^,  p^  =-  2  +ä 
jp'"2  =  2  +!>'?••  •  substituieren.  Da  das  in  jedem  dieser  Glieder  vor- 
kommende konstante  Glied  2  gleichwertig  ist  mit — ^p — 2p — 2|>"— -, 
so  ist  ersichtlich,  dafs  die  aus  diesem  ersten  Teil  der  Entwicklung 
von  T^  herrührenden  Glieder  von  A  die  folgenden  sind: 
—  2(1+ iJ2  +  ii*  +  E«H [-jR^*)  +  iJ*. 

Der  zweite  Teil  der  Entwicklung  von  T^  besteht  aus  einer  Reihe 
von  Gliedern  von  der  Form  2p^p'''R^'^''\  von  diesen  Gliedern  aber 
brauchen  wir  nur  die  in  Betracht  zu  ziehen,  in  denen  das  Produkt 
p^y  die  Wurzel  p  enthält,  und  wie  aus  dem  System  (1)  zu  ersehen 
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ist,  giebt  es  nur  sieben   solcher  Produkte,   welche   diese  Bedingung 
erfüllen ;  nämlich: 

pp^,  p^^p',  py\  f^p\  ijvpvn  ^yn^"^  _p"y'. 
Jedes  Produkt  p'p''  giebt  an  A  den  Koefficienten  2jR'"+''  ab,  und 
die  Summe  dieser  Koefficienten  giebt  in  dem  Werte  von  A  den  Teil: 

2R'  +  2B'  +  2R^  +  2iJ^  +  2B'^  +  2E^^  +  2R\ 
Vereinigt  man  also  diese  beiden  Teile,  so  erhält  man  den  vollstän- 
digen Wert  von  Ay  nämlich: 

_  2(1  +  E^  +  7i^  +  IJ«  +  2?»  +  R'^  +  R''  +  jR^*)  +  ü* 
+  AR^  +  2R'  +  2R'  +  2R'  +  2R'''  +  2R'\ 


(2)       4={ 


613. 
Aus  dem  Vorhergehenden  weifs  man,  dafs  man  nicht  blofs  den 
Wert  von  A,  sondern  auch  die  Gröfsen  A\  Ä\  Ä'\  . . .  A^^  kennen 
mufs,  welche  aus  A  dadurch,  dafs  man  jB^,  ü^,  7i*, . . .  W  an  die 
Stelle  von  R  setzt,  also  nach  demselben  Gesetze  entstehen,  nach 
welchem  die  Funktionen  T\  T\  T\..T^^  aus  T  hervorgehen.  Man 
mufs  daher  die  Formel  (2)  als  Repräsentant  von  sieben  verschiedenen 
Gröfsen  A^  Ä,  Ä\ . . .  -4^^  ansehen,  welche  aus  den  angegebenen  Sub- 
stitutionen entspringen.  Hinsichtlich  aljer  dieser  Gröfsen,  mit  alleiniger 
Ausnahme  von  Ä'\  kann  man  aber  den  Teil 

—  2(l+J2«  +  12*  +  ...  +  E^*) 
gleich  Null  setzen,  weil  dieser  Teil  mit  1  —  iJ^  (welches  nur  ver- 
schwindet, wenn  man,  um  Ä''  zu  erhalten,  iJ*  für  R  setzt)  multi- 
pliciert  zum  Produkte  —  2  (1  —  jR^^)  =  0  giebt.  Mithin  reduciert 
sich  der  Wert  von  A  in  allen  Fällen,  um  welche  es  sich  handelt 
(den  Fall  von  Ä"  allein  ausgenommen),  auf  die  einfache  Form: 
4  =  E*  +  4  JB^  +  2  Ji«  +  2iJ^  +  2R^  +  2B^«  +  2E«. 

Wird  diese  von   neuem    mittelst   der  Gleichung  U®  =  1    oder,    nach 
Ausschliefsung  der  Wurzel  iJ=l,  mittelst  der  Gleichung 

0=14-E  +  E«  + I-Ji^ 

reduciert,  so  erhält  man: 

(3)  A 2—2R^  +  R^  +  2R\ 

Diese  sehr  einfache  Formel  wird  uns  der  Reihe  nach  die  Werte 
von  -4,  Äy  Ä'y  AF^y  Ay  und  A7^  liefern.  Was  den  Wert  von  Ä" 
angeht,  so  mufs  derselbe  unmittelbar  aus  der  Formel  (2)  abgeleitet 
werden,  indem  man  ü*  d.i.  —  1  an  die  Stelle  von  R  setzt;  denn  die 
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Gleichung  0=1-~JS^  =  (1  —  JJ*)(1+-B*)  kann  nur  bestehen,  wenn 
man  JJ*  =  —  1  annimmt,  da  nicht  ü*  =  1  sein  kann.  Setzt  man  also 
—  1  für  JR  in  die  Gleichung  (2)  ein,  so  erhält  man: 

^'" 17 n, 

und  dies  stimmt  mit  der  bei  den  andern  Beispielen  entwickelten 
Theorie  überein. 

614. 
Setzt  man  jetzt  in  die  Formel  (3)  die  Werte 

i_  

A  =  n^ (cos  6"  +  V —  1  ^^^ ^)  7     -K  =  cos  ^  +  ]/--  1  sin  fi 
ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  d'  die  beiden  Gleichungen: 

/A\  n^  cos  -ö-  =  —  2  —  2 cos  3(t  +  cos  4f*  +  2cos  5^ 

j_ 
w^  sin  '9'  =  —  2  sin  3ft  +  sin  4ft  +  2  sin  5fi. 

Für  fi  =  — g—  =  45^  wird  hieraus: 

1^  1  

n^cos'Ö'  =  —  3,     n»3in  -Ö-  =  —  2  |/2, 

und  aus  diesen  ergiebt  sich  der  angenäherte  Wert: 

d- 136HriO",12. 

Um  den  Wert  von  '9'',  durch  welchen  sich  der  von  Ä  bestimmt^ 
zu  erhalten,  braucht  man  nur  in  den  Gleichungen  (4)  2fi  f&r  fi  zu 
setzen;  es  kommt  dies  auf  dasselbe  hinaus,  als  ob  man  in  den  Glei- 
chungen (3)  IP  für  B  setzte.     Auf  diese  Weise  folgt: 

n^cos6''«=2  —  2cos6fA  +  cos8(t  +  2cos  10ft  =  —  1 

w^sinÖ"'«»    — 2sin6ft +sin8fi +2sinlOfi=      4. 

Hieraus  erhält  man: 

^'  =  104^2' 10",  48. 

Um  d'''  zu  erhalten,  setzt  man  analog  in  den  Gleichungen  (4) 
3ft  für  fft.     Dadurch  ergiebt  sich: 
i_ 
n^cosd'"  =  —  2  —  2cos9^  +  cos  12ft  +  2cos  I5ft  =  —  3 

w28ind'"  =         —  2  sin  9  fi  +  sin  12ft  +  2sin  15ft  =  —  2^2". 

Folglich: 

^"  =  ^  ==  _  136^41'  10",  12. 
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Da  wir  bereits  ^"\  welches  den  Ausnahmefall  bildet^  bestimmt  haben^ 
so  brauchen  wir  nicht  weiter  zu  gehen ;  weil  man  von  vornherein 
weifs,  dafs  Ä'  AF^  ««  w,  -4'-4^  =  n,  AÄ^  =  n  sein  und  man  somit 
^iv  =  _  ^"  =  _  ^^    6-^  =  —  #',    ^vi  =  _  ^  finden  ^^fg^     ^^n 

würde   dies   auch  leicht  aus  den   Gleichungen  (4)    ableiten    können. 
Denn  um  z.  B.  ^^  zu  erhalten,  mufs  man  in  den  Gleichungen  (4) 
5^  für  (t  setzen,  wodurch  sich  ergiebt: 
i_ 
n^cos-^v  ^  _  2  —  2co8  15/A  +  cos20^  +  2cos26fA  =  —  3 

»«sin -^iv  =         -  2 sin  16^  +  sin 20/i  +  2 sin 25(t  =      2 ]/3; 

mithin  ^^  =  —  %>". 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  6ft  an  die  Stelle  von  /t  setzt: 

»*"cos^v  =  —  2  —  2cos  18fA  +  co8  24ft  +  2cos  30fi  =  —  1 

jL 

n«"sin  %^=         —  2  sin  18  ^  +  sin  24fA  +  2  sin  30(t  =  —  4, 

mithin  %^  =  —  %^. 

Endlich  würde  man  'Ö'^  =  —  %'  finden.     Dies  ist  eine  neue  Be- 
stätigung der  bekannten  Eigenschaften  der  Grofsen  A. 

615.  ' 

Wir  gehen  jetzt  über  zur  Bestimmung  der  Gröfsen  T.     Zu 
dem  Zwecke  haben  wir  die  Reihe  von  Gleichungen: 

T^    ^AT        ,     T^   =^'r",     r'^  =  Ä'T^, 
(5)  r"2  =  A"  T^  ,     2^v2=  ^iv  T\     T^i  =  ^v  y"^ 

2'VI2  __  J^VI  ^'V^ 

Zu  diesen  kann  man  noch  die  beiden  Reihen  hinzufügen: 

n  =  TT^  =  T*  T^  =  T"  T^  =  T"'^ 
^^^  n  =  ^ul^  =  AA''  =  ^"^iv^ 

Mittelst  der  Gleichungen  (5)  beweist  man  zunächst  die  Gleichung 

T*  =  n*-4.*-4.';  aus  dieser  folgt,  wenn  man  wie  gewohnlich 

T  =  w* (cos  CD  +  V — f  sin  ©) 
setzt: 

CO  =  1^±1-  =  -  42020' 2", 44. 
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Kennt  man  co  und  demnach   auch  T,  so  wird  T'  =  —r-,  also: 

0)'  =  2«  -  ^  =  52»1'6",24. 
Sodann  giebt  die  Gleichung  T"  =  — j- : 

o"'  ^  2a  -  -^'  =  4cD  -  20^  —  «•'  =  0. 

Dieser  Wert  lehrt,  dafs  T'"  =  w*  sei.  Die  Gleichung  r "*  = -4'"T^'°, 
in  welcher  Ä''  =  —  r»  und  T^^  =  —  1  ist,  würde  T"^  =  f»,  und 
somit  T'"  =  +  V^  geben.  Die  Ungewifsheit  in  Bezug  auf  das  Vor- 
zeichen wird  also  durch  den  Wert  0  von  co"  beseitigt;  denn  hier- 
durch hat  man  T"  =  +  y^. 

Wir  kennen  also  jetzt  T  und  T'  und  die  zu  ihnen  inversen 
Funktionen  T^^  und  T"^;  wir  haben  daher  nur  noch  die  Funktion 
T",  aus  der  sich  zugleich  die  Funktion  T^^  ergiebt,   zu  bestimmen. 

Dazu  haben  wir  die  Gleichung  T"^  =  J."T^^  = -^— ,  aus  der  sich 
ergiebt: 

2a>"  =  -9*"  —  cd'     oder     =  d-"  —  o'  +  2^. 

Mithin  kann  der  Wert  von  ©"  nur  einer  der  beiden  Werte  sein: 

ff  ^    — CO  ff  9"" — (D         , 

oder  in  Zahlen  ausgedrückt: 

aj"= 94<>2r    7",  68 

c"=       85«  38' 52",  32. 

616. 

Um  von  vornherein  zu  entscheiden,  welchen  von  diesen  beiden 
Werten  man  nehmen  müsse,  damit  er  dem  Werte  von  cd  entspreche? 
müssen  wir  von  der  Gleichung  TT'  =  Jf T"  Gebrauch  machen,  in 
welcher  M  eine  Funktion  von  B  allein  sein  mufs.  Wie  man  sieht, 
ist  M  der  Koefficient  von  p  in  dem  entwickelten  und  auf  die  lineare 
Form  gebrachten  Produkte  TT\  Nach  der  Methode,  von  welcher 
wir  bereits  mehrere  Beispiele  gegeben  haben,  findet  man  aber: 

Jlf  =  2  +  SB  +  2J»  +  E*  +  3iJ5  +  4iJ«  +  R\ 

und  dieser  Wert  reduciert  sich  der  Gleichung  2J*  = — 1  zufolge  auf 
die  sehr  einfache  Form: 

3f  =  1  -  4  m 
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Setzt  man  'also: 

1 


M=  w*(cos  0  +  }/— 1  sin  0)  und  JB  =  cos  fi  +  }/— 1  sin  /a, 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  0  die  beiden  Gleichungen: 

n^  cos  0  =  1  —  4cos  2fi  =      1 

n^  sin  0  =     —  4  sin  2fA  =  —  4. 
Oben  hatten  wir  aber  gefunden: 

n*  cos  -9*'  =  —  1,       w*  sin  '9''  =  4, 

mithin  ist: 

0  =  0'  —  Ä. 

Hiernach  erhält  man  aus  der  Gleichung  TT  =  MT": 

o"  «=  CD  4"  ®'  —  0  =  CO  +  oj'  —  -d«'  +  Ä 

oder: 

0,"  =  3  oj  -  -9  -  #'  +  3t  =  -^-^^  +  n. 

Somit  sieht  man^  dafs  der  zweite  der  oben  gefundenen  beiden  Werte 
gelten  mufs,  nämlich: 

c"  =  3(D  ~  ^  -  ^'  +  jr  =  85« 38' 52", 32. 
Bildet  man  jetzt  die  Summe  der  drei  Grofsen  T^  T  T'  und  der 

drei   inyersen    T^^,    T^,    T^,   und    addiert   man    zu    dieser   Summe 

1 
r"  =  w«  und  Tv^  =  —  1,  so  erhält  man  die  Formel: 

1     ,     n^     ,     2n»  f  1  A    ,  n\ 

2)  =  —  -g-  +  -g-  H g—  (cos  O  +  cos  O    +  cos  CD   ). 

Berechnet  man  diese  Formel  mit  Hülfe  der  für  Gi^  (Oj  c/'  gefundenen 
Werte,  so  findet  man: 

1  p  =  cos  -^  =  0, 93247223. 

Dieser  Cosinus  unterscheidet  sich  nur  wenig  von  dem  wahren  Werte 

von  cos -T^,  welcher  0,93247217  isi     Man   erkennt  hieraus,   dafs 

die  mit  Hülfe  der  streng  richtigen  Werte  von  -ö*  und  -9"'  berechnete 

Formel  den  genauen  Wert  von  2  cos  -j=-  ergeben  würde. 

617. 
Setzt  man  in  der  Formel  <D+ft  oder  cd +45^  an  die  Stelle  von  cd,  so 
mufs  man  c)  um  90®  und  cd"  um  135®  vermehren,  wodurch  sich  ergiebt: 

Legendre,  ZahleatLeotie  II.  21 
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(ö  =  2^  39' 57",  56 
(o  =  142<>  r  5",  24 
(ö"=  220«  38' 52",  32. 

Hieraus  folgt:     2w^(cos  o  +  cos  o'  +  cos  o")  =  —  4,5190484. 


Bei  diesem  zweiten  Werte  von  cd  muTs  man  n^  mit 
dem  Zeichen  —  nehmen  und  demgemäfs  von  der 
vorstehenden  Grofse 

1+w«  =5, 1231055 
abziehen;  dies  giebt  für  den  zweiten  Wert  von  i^p: 


-  5,1231055 

—  0,60263462. 

Vermehrt  man 
also  (D  um  fi,  so  folgt  auf  die  Wurzel  p,   welche  cos  -j=-  war,  die 


Dieses  ist  aber  sehr  nahe  der  Cosinus  von 


17 


17 


Wurzel  2  cos 


12« 

17 


Ordnet  man  aber  die  Wurzeln  p,  p\  p'\..'P 


,vn 


nach  der  durch  die  primitive  Wurzel  ^  =  3  bestimmten  Reihen- 
folge, und  bringt  man  dieselben  dann  auf  die  Form  2  cos  —  -,  so 
sind  dieselben: 


COS-j^,     p     =2C0S-^fy-,    i>      =2C08-^,  |) 


i>^^  =  2cos4f-, 


2  cos 


lOw 


4« 


2co8-^, 

12« 


^,  ,    , „  ,  i,vi=2co8^,  j,vii=2co8^. 

Man  sieht  also,  dafs  man,  um  von  irgend  einem  Gliede  dieser  Reihe 

zu   dem    vorhergehenden  Gliede   überzugehen,   gleichzeitig  o  um  fi, 

1, 

a>'  um  2ft,  a>"  um  3ft  zu  vermehren  und  das  Vorzeichen  von  n* 
zu  ändern  hat.  Man  erhält  daher  alle  Wurzeln  der  gegebenen  Glei- 
chung, aber  in  einer  Reihenfolge,  welche  die  umgekehrte  ist,  wie  die 
durch  die  primitive  Wurzel  ^  ==  3  bestimmte. 

Man  würde  diese  letztere  Reihenfolge  erhalten,  wenn  man  o  um 
ft,  io   um  2ft,  cd'"  um  3fA  verminderte. 

618. 
Hiernach  erhalten  wir  die  allgemeine  Formel: 

2t3r 


COS 


—  1  +  «* 


cosmsr 


16 


+ 


17 

2n^ 


[cos(a>  —  m^)  +  cos  (2ci  —  2infi  —  9t) 
+  cos  (3  ©  —  3mft  —  <^  —  a^'  +  jr)  J. 
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In  derselben  giebt  die  Zahl  m-^-l  an,  an  der  wievielsten  Stelle  sich 

die  Zahl  2i  in  der  Reihe 

2,  6,  16,  14,  8,  10,  4,  12 

befindet.    Man  kann  auch  sagen,  die  Zahl  m  leite  sich  aus  der  Zahl  i 

mittelst  der  Bedingung  her,  dafs  3*"  +  *  durch  17  teilbar  sei. 

Die  gegebenen  Grofsen^  welche  in  unserer  allgemeinen  Formel 

vorkommen,  reducieren  sich  auf  die  beiden  einzigen  Winkel  d'  und  '9'', 

welche  durch  die  Gleichungen 

o.  3  .    ^       — 2y2 

cos  6"  = rr-r- ,     sm  d  =«  — —— 

yii  vT? 

cos  6"   = 7=^ ,     sm  #  =  —-. — 

}/l7  l/l7 

bestimmt    werden.     Denn    mit    Hülfe    dieser    Winkel,    welche    sich 
geometrisch  konstruieren  lassen,  kann  man  auch  die  dritte  gegebene 

9  A    I    A* 

Grofse  m  = 7^ —  konstruieren.    Man  kann  demnach  mittelst  unsrer 

4 

Formel  die  verschiedenen  Werte  von  cos      ,    geometrisch  konstruieren. 

Hierdurch   wird   alles    das    bestätigt,   was  wiederholentlich   über  die 
Teilung  des  Ereisumfanges  in  17  gleiche  Teile  gesagt  worden  ist. 


21* 
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Sechster  Hauptteil. 
Beweis  verschiedener  Sätze  ans  der  nnbestimmten  Analysis. 


§  1. 

Es  wird  die  Aufgabe  gestellt,  eine  gegebene  Zahl  in  vier  Quadrate 

zu  zerlegen,  derart,  dafs  die  Summe  ihrer  positiv  genommenen 

Wurzeln  gleich  einer  gegebenen  Zahl  ist. 

619. 

Die  Aufgabe  besteht  allgemein  darin,  den  beiden  Glei- 
chungen 

a  =  s'  +  t'  +  u'  +  v' 
^  ^  b  =  s  +t  +u  +v, 

in  welchen  a  und  b  gegebene    Zahlen    sind    und    die    vier    Wurzeln 
5,  t,  Uj  V  positiv  vorausgesetzt  werden,  Genüge  zu  leisten. 

Zunächst  bemerken  wir,  dafs,  weil  x^  -{-x  stets  eine  gerade  Zahl 
ist,  auch  a  -{-b  eine  gerade  Zahl  sein  mufs,  und  dafs  somit  die 
gegebenen  Zahlen  a  und  b  von  derselben  Art  d.  h.  entweder 
beide  gerade  oder  beide  ungerade  sein  müssen. 

Wenn  femer  die  vier  Zahlen  s,  t,  u,  v  einander  gleich  wären, 
so  würde  a==4s^,  J  =  4s,  also  J  =  |/4a  sein,  und  wenn  von  diesen 
vier  Zahlen  drei  gleich  Null  wären,  so  würde  man  a  =  5*,  6  =  s, 
also  b  =  f/a  haben.  Mithin  mufs  allgemein  b  stets  zwischen  den 
Grenzen  Yä  und  Yia  enthalten  sein. 

Diese  Bedingungen  sind  nicht  die  einzigen,  welche  stattfinden 
müssen,  wenn  die  Aufgabe  möglich  sein  soll.  Bevor  wir  dieselbe 
jedoch  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  betrachten,  wollen  wir  zu- 
nächst den  Fall  untersuchen,  wo  eine  der  Zahlen  s,  t,  u^  v 
gleich  Null  ist. 
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620. 
In  diesem  Falle  haben  wir  die  Gleichungen  aufzulösen: 
a  =  t^  +  u^  +  v^ 
^  ^  h  =  t  +u  +v, 

und  die  Bedingungen  dafür,  dafs  dies  möglich  sei,  sind  folgende: 

Erstens:  Es  darf  a  nicht  von  der  Form  4*(8n+ 7)  sein;  denn 
man  weils,  dafs  keine  Zahl  von  dieser  Form  gleich  der  Summe  von 
drei  Quadraten  ist. 

Zweitens:  Die  Zahl  b  mufs  stets  von  derselben  Art  wie  a  sein; 
ferner  aber  mufs,  in  diesem  Falle,  b  zwischen  den  Grenzen  )/a  und 
)/3a  liegen.  Denn  wenn  die  drei  Zahlen  t,  u,  v  einander  gleich 
wären,  so  würde  a  —  3^*,  b  =  3t,  also  6  =  |/3a  sein:  dies  ist  der 
gröfste  Wert  von  6;  der  kleinste  Wert  ist,  wie  im  allgemeinen  Falle, 

b  =  yä. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  mufs  wenigstens  eine  der  drei 
Zahlen  t,  u,  v  von  derselben  Art  wie  a  sein.  Ist  t  diese  Zahl,  so 
müssen  die  beiden  andern  u  und  t;  alle  beide  gerade  oder  alle  beide 
ungerade  sein.     Setzt  man  also: 

u  -{-  V  =  2p,      u  —  v  =  2g, 

also: 

u=p  +  q,        v=p  —  q,         t  =  b  —  2p, 

so  hat  man  nur  noch  die  Gleichung 
oder  die  folgende 

ZU  befriedigen. 

Hieraus   sieht    man,   dafs   die   dritte,   für   die   Möglichkeit   der 

Lösung  erforderliche  Bedingung  die  ist,  dafs  sich   die  Zahl     "7" — 

auf  die  Form  a?*  +  3y*  bringen  lassen  mufs.     Dies  findet  statt,  wenn 

— ^^ —  nur   einfache   Faktoren   von   der  Form   6w  +  1   besitzt,   zu 

denen  noch  der  Faktor  3  hinzutreten  kann,  wenn  b  durch  3  teilbar 
ist,  und  der  Faktor  4,  wenn  a  die  Form  8n-{-3  besitzt,  oder  wenn 
a  durch  4*  teilbar  ist,  in  welchem  Falle  6  durch  2*  teilbar  sein  mufs. 
Hat  man  daher: 
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so  folgt  hieraus: 

und  wenn  die  Werte  t  =  b  —  2p,  M»«|)  +  g,  v  =p  —  g  alle  drei 
positiv  sind^  so  hat  man  in  ihnen  die  Lösung  der  Gleichungen  (2). 

621. 
Erstes  BeispieL 

Ist  a  =  678;  b  =  40^   so   sind   die   beiden   ersten  Bedingungen 
erfüllt.     Ferner  hat  man  y  (3a  —  6«)  =  217  =  7-31,   und   da    die 

Faktoren  7  und  13  von  der  Form  6w  +  1  sind,  so  ist  auch  die  dritte 
Bedingung  erfüllt. 

Wir  haben  also  nur  noch  7  «31  auf  die  Form  f^  +  3g^  zu  bringen, 
und  dies  läTst  sich  auf  zweierlei  Weise  ausführen,  einmal  mittelst  der 
Werte  /*=  5,  5^  =  8,  sodann  mit  Hülfe  der  Werte  /*=  13,  ^  =  4. 
Da  man  nun  in  beiden  Fällen  positive  Werte  für  die  unbestimmten 
Grofsen  t,  u,  v  findet,  so  ergeben  sich  daraus  die  beiden  Losungen: 
678  =  10^  +  23«  +  V  678  =  22«  +  13«  +  5« 

40  =  10  +  23  +  7  40  =  22  +  13  +  5. 

622. 
Zweites  BeispieL 

Ist  a  =  8003,  b  =  121,  so  sind  die  beiden  ersten  Bedingungen 

erfüllt.    Die  dritte  ist  ebenfalls  erfüllt,  da  y  (3a— J«)  =  4684=4- 1 171 

und  1171  eine  Primzahl  von  der  Form  6n  +  1  ist.  Diese  letztere 
Zahl  läTst  sich  auf  die  Form  32«4~3*7«  bringen,  und  nimmt  mit  4 
oder  l«  +  3-l«  multipliciert  die  beiden  Formen  53« +  3-25*  und 
11«  +  3-39«  an.  Diese  beiden  Formen  führen  indessen  nur  zu  einer 
einzigen  Lösung,  welche  lautet: 

8003  =  83«  4-  33«  +  5« 
121  =  83  +33  +5. 

623. 
Mittelst  der  vorhergehenden  Formeln  kann  man  in  vielen  Fallen 
nicht  nur  eine  gegebene  Zahl,  welche  nicht  von  der  Form  4*(8»-f-7) 
ist,  in  drei  Quadrate  zerlegen,  sondern  auch  bewirken,  dafs  die  Summe 
der  Wurzeln  dieser  Quadrate  gleich  einer  gegebenen  Zahl  ist 
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Will  man  eine  gegebene  Zahl  N  in  drei  Trigonalzahlen;  deren 
Grandzahlen  zusammengenommen  eine  gegebene  Zahl  c  ergeben,  zer- 
legen,  so  mufs  man  den  beiden  Gleichungen 

2 

Genüge  leisten.  Offenbar  ist  aber  diese  Aufgabe  in  der  soeben  ge- 
lösten enthalten.  Man  mufs  nämlich  a  =  8^+3,  6  =  2c  +  3  setzen 
und   erhält,  nachdem  man  die  Werte  von  f,  n,  v  gefunden  hat,  die 

von  X,  y,  0f  namhch  x  =  — - — ,  y 


2       ^    "  2 

Ist  z.  B.  iV=1000  und  c  =  59,  so  hat  man  a  =  8003  und 
6  ==  121,  und  hieraus  ergiebt  sich  nach  dem  zweiten  Beispiel  a;=41, 
y  «=  16,  jgf  =  2.     Man  hat  nämlich: 


2 

59  =  41  +  16  +  2. 

624. 

Wir  gehen  jetzt  zur  allgemeinen  Auflösung  der  Glei- 
chungen (1)  über.  Dieselben  ergeben  zunächst  das  folgende  be- 
merkenswerte Resultat: 

aus  welchem  man  erkennt,  dafs  4a  —  V  in  drei  Quadrate  zerlegbar 
sein  mufs,  und  dafs  somit  eine  notwendige  Bedingung  für  die  Mög- 
lichkeit der  Aufgabe  die  ist,  dafs  4a  —  V  nicht  von  der  Form 
4*(8n  -f  7)  sein  darf. 

Ist  4a  —  6*  nicht  von  dieser  Form,  so  ist  es  stets  auf  eine  oder 
mehrere  Arten  möglich,  der  Gleichung 

4:a  —  h^  =  x^  +  y^  +  z^ 
zu  genügen.     Man  kann  daher  Xy  y,  z  als  bekannt  ansehen  und  er- 
hält, wenn  man  annimmt,  dafs  5,  t,  u,  v  ebenso  wie  a?,  y,  z  ihrer 
Gröfse  nach  geordnet  seien,  zur  Bestimmung  von  5,  t^  u,  v  die  vier 
Gleichungen: 

s  ■{-  t  —  u  —  t;  =  a? 
s  -^  u  —  t  — t;  =  y 
s-f-ü  —  t  —  u=  +  z. 


n 
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In  der  letzten  Gleichung  ist  +  is  geschrieben  worden,  weil  es 
trotz  der  Voraussetzung  s>  t>  u>v  doch  nicht  immer  zutrifft,  dafa 
die  Summe  5  +  v  gröfser  wäre  als  f  +  **• 

Nun  müssen  die  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  sich  ergeben- 
den Werte  von  s,  ty  u,  v  positiv  sein,  da  sonst  die  Aufgabe  nur 
uneigentlich  gelost  wäre.  Diese  Bedingung  läfst  sich  aber  stets  er- 
füllen, wenn  man  den  Wert  von  h  passend  beschränkt.  Um  dies  u 
zeigen )  müssen  wir  nach  einander  die  Fälle  untersuchen,  in  denen 
a  und  h  ungerade,  oder  a  und  h  gerade  sind. 

625. 

Erster  Fall:  a  und  h  sind  ungerade. 

In  diesem  Falle  ist  Aa  —  V  von  der  Form  8n  +  3;  man  kann 

somit  stets  der  Gleichung  genügen: 

4a  -  6*  =  ir*  +  y*  +  ^, 

in  welcher  a;*  +  y*  +  z^  eine  der  trinären  Formen  der  Zahl  4a  —  6 

bezeichnet.     Sodann    leitet   man   aus   den   Gleichungen   des  vorigen 

Artikels  die  folgenden  Werte  der  Unbestimmten  5,  t^  u,  v  ab: 

_  h  +  x  +  y±z 
S _ 


(4) 


t=l&.^^s 


n  =  — ^- 


b-\-. 


Da  die  Zahlen  h,  x,  y,  z  sämtlich  ungerade  sind,  so  mufs  die  eine 
der  beiden  Zahlen  6  +  a;  +  y  +  ^;  &  +  ^  +  y  —  ^  von  der  Form  4«, 
die  andere  von  der  Form  4n  +  2  sein.  Wenn  man  daher  in  dem 
Ausdrucke  für  s  das  Vorzeichen  von  z  passend  wählt,  so  erhält  man 
als  Wert  von  s  eine  ganze  Zahl,  und  daraus  ergeben  sich  sodann 
auch  ganzzahlige  Werte  für  die  anderen  unbestimmten  Grolsen.  Man 
sieht  hieraus,  dafs  nur  eins  von  den  beiden  Vorzeichen  von  s  an- 
gewendet werden  darf,  und  dafs  es  somit  für  jede  trinäre  Form  von 
4a  —  6^  nur  eine  Lösung  giebt. 

626. 
Weil  wir  x>  y>  z  vorausgesetzt  haben,  so  ist  nunmehr  klar, 
dafs  die  Werte  von  5,  t^  m,  v  stets  positiv  sein  werden,  wenn  der 
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Wert  Yon  v  im  ungünstigsten  Falle  positiv  ist,  d.  h.  im  Falle  man  hat: 

— 5  >  0    oder    -r-^ >  0. 

Dazu  reicht  es  aus,  dafs  a;  +  y  +  ^<^  +  4  ist;  denn  es  mufs 
in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  stets  h  —  x  —  y  —  z  durch  4  teilbar 
sein.    Zufolge  der  Gleichung:  4a  —  6^  =  a;^  +  y*  +  ^  ^at  man  aber: 

und  setzt  man  (6 +  4)*  =  3  (4  a  —  6*),  so  ergiebt  sich  aus  dieser 
Gleichung: 

J  =  |/3a  — 3—  1. 

Wenn  also  b,  welches  stets  kleiner  als  Y^a  sein  mufs^  zu  gleicher 
Zeit  groHser  als  die  Grenze  ]/3a  —  3  —  1  vorausgesetzt  wird,  so  kann 
man  sicher  sein,  dafs  die  aus  den  vorher  angegebenen  Formeln  sich 
ergebenden  Werte  der  Unbestimmten  s,  t,  m,  v  sämtlich  positiv  sind, 
und  dafs  somit  die  Aufgabe  gelost  ist. 

Ein  einziger  Fall  macht  hiervon  eine  Ausnahme,  näm- 
lich der,  in  welchem  zu  gleicher  Zeit 

x  =  y  =  0  =  l/^^y^     ™^     ^  =  yS^^^  —  1 
ist.    Denn  alsdann  würde  hieraus  folgen 

a;  +  y  +  ^='^  +  ^    und  somit    t;  =  —  1 . 
Indessen  ist  es  leicht  zu  bewirken,  dafs  dieser  besondere  Fall 
nicht  eintreten  kann;  man  braucht  dazu  nur  die  untere  Grenze  von  b 
beliebig  wenig  zu  vergröfsern.     Wir  setzen  daher  von  nun  an 
voraus,  dafs  die  Grenzen  von  b  seien: 

6>V'3a-2-l,    b<yiä, 

und  unter  dieser  Voraussetzung  geben  die  Formeln  (4)  stets  positive 
Werte  für  die  vier  unbestimmten  Gröfsen  5,  ^,  w,  v,  selbst  wenn  b 
gleich  seiner  unteren  Grenze  wäre. 

627. 


Nimmt  man  die  Grenze  b  >  )/3a  —  2  —  1  an,  so  hat  man  die 
Gewifsheit,  dafs  die  Losung  stets  in  positiven  Zahlen  gegeben  wird; 
aber  es  folgt  daraus  noch  nicht,  dafs,  wenn  man  b  kleiner  als  diese 
Grenze  (aber  gröfser  als  Y^  nähme,  die  Aufgabe  nicht  in  positiven 
Zahlen  gelost  werden  könnte.  Vielmehr  geschieht  es  ziemlich  häufig, 
besonders  wenn  a  eine  grofse  Zahl  ist,  dafs  Werte  von  6,  welche 
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kleiner  als  die  angegebene  Grenze  sind^  Losungen  in  positiven  Zahlen 
geben,  und  diese  Lösungen  werden  allemal,  wo  solche  stattfindeD, 
ebenfalls  mit  Hülfe  der  Formeln  (4)  gefunden.  Hiervon  wird  man 
später  eine  grofse  Anzahl  von  Beispielen  kennen  lernen. 

628. 
Zweitar  Fall:  a  und  b  sind  gerade. 
Da  die  Zahlen  a  und  b  gerade  sind,  so  ist  4a  —  V  durch  4 
teilbar,  und  da  diese  Grofse  durch  a;*  +  y^  +  j?*  dargestellt  ist,  8o 
müssen  die  drei  Zahlen  x,  y,  z  gerade  sein.  Man  vereinfacht  daher 
die  Gleichung,  wenn  man  2x,  2y,  2z  an  die  Stelle  von  a;,  y,  z  setzt, 
wodurch  sich  ergiebt: 

(5)  a-{^h}^x'  +  f  +  i:\ 

Ist  sodann  a —  (yv^  nicht  von  der  Form  4*(8w  +  7),  so  wird 

dieser   Gleichung   durch  jede   eigentliche    oder   uneigentliche  trii^re 

Form  der  Zahl  a  —  ( y  &j^  genügt.    Kennt  man  also  die  drei  Zahlen 

Xj  y,  0,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Zahlen  s,  t,  u,  v  die  vier 
Gleichungen: 

s  +  ^  —  M  —  t;  =  2a? 
s  -{•  u  —  t  —  t;=5=s2y 

s  +  v  —  t  —  u  =  +  2z, 


und  aus  diesen  folgt: 


(6) 


ib  +  X  +  y  ±  g 


t  «==  yft S  +  ^ 

u  =  ~b  —  $  +  y 


Diese  Werte  sind  in  den  beiden  Fällen,  welche  durch  das  dop- 
pelte Zeichen  dargestellt  werden,  ganze  Zahlen;  es  ergeben  sich  somit 
stets  zwei  Lösungen,  mit  Ausnahme  des  Falles  jer  =  0,  in  welchem 
sich  die  beiden  Lösungen  auf  eine  einzige  reducieren. 
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629. 


Damit  nun  diese  Lösungen  gültig  seien,  müssen  die  i 
s,   ty  ti,  V  positiv  sein,  und  dies  findet  statt,  wenn  v  im  un( 

Falle  positiv  ist,  oder  wenn  -^ — ""  ^  I'  ^  ^  ^  >  0  ist. 

Diese  Bedingung   ist,  wie  im  ersten  Falle,  stets  erf 

man  b  >  |/3a  — 2  —  1  annimmt.    Übrigens  kann  man  abe 

auf  die  Lösungen,  die  in  gewissen  Fällen,  wo  b  kleiner  i 

gegebene   Grenze    ist,    stattfinden    können,    dieselben   Be 

machen,  wie  im  Artikel  627. 

630. 

Je  nach  den  verschiedenen  Formen  der  Zahl  a  sin<i 
auf  die  Lösung  der  vorigen  Aufgabe  verschiedene  Bem 
zu  machen. 

1)  Ist   a  von   der  Form  4w  +  2,   so  ist  die  Zal: 

von  einer  der  Formen  4n+  1,  4n4-2,  und  diese  sind  u\ 
dritten  Hauptteile  entwickelten  Theorie  stets  in  drei  Quadrali 
Mithin  sind  in  diesem  Falle  die  gegebenen  Gleichungen  stel  i 

2)  Ist  a  von  der  Form.  8n  +  4,  so  kann  man  der 
Gleichungen  auf  zweierlei  Arten  genügen,  indem  die  Zah  i 
entweder  alle  gerade  oder  alle  ungerade  sind.    Diese  beide : 
werden  gegeben  durch  die  Formeln  (6),  jedoch  darf  in  d 

a  —  -j-6*  nicht  von  der  Form  4*(8n  +  7)  sein. 

3)  Ist  a  von  der  Form  8(2n+  1)?  so  müssen  d  i 
ty  w,  V  gerade  sein,  und  ist  allgemein  a  von  der  Form  2^* ' 
so  müssen  diese  Zahlen  durch  2*  teilbar  sein.  Ihre  S  i 
daher  ebenfalls  durch  2*  und  sogar  durch  2*+^  teilbar  se  i 
Quotient  gerade  sein  mufs.  Ist  daher  a  =  2**a',  6  =  2^  > 
t  =  2^t\  u  =  2*w',  V  =  2*v',  so  reduciert  sich  die  Lös 
gebenen  Gleichung  auf  diejenige  der  Gleichungen: 

6'  =  s'  +  ^'  -{•  u    +  V. 

Die  letztere  ist  immer  möglich,  da  alsdann  a  von  der  I  : 
ist.     Man  wird  jedoch  bemerken,  dafs  es  in  diesem  Fall 
reicht,   dafs   b   zwischen  den  Grenzen  ]/4ä  und  }/3a—  i 
halten  sei,  es  mufs  vielmehr  noch  b  durch  2*+^  teilbar  i  ! 
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andern  Werte  von  h,  welche  zwischen  den  angegebenen  Grenzen  liegen, 
der  Aufgabe  nicht  genügen  können^  so  findet  man^  dafs  für  dieselben 

a  —  Y^*  ^^^  ^®^  Form  4*(8n  +  ^)  wird. 

Man  könnte  auch  unter  die  Grenze  "^3  a  — 2  —  1  hinabgehen, 
um  zu  versuchen,  ob  es  noch  andere  Lösungen  giebt;  jedoch  müssen 
die  Werte  von  b  stets  durch  2*+^  teilbar  sein. 

4)  Ist  endlich  a  von  der  Form  2**+^(2w  +  1),  wo  k  nicht 
Null  ist,  so  mufs  jede  der  Zahlen  s,  t,  u,  v  durch  2*  und  ihre  Summe 
6  durch  2*+^  teilbar  sein.  Setzt  man  also  a  =  2**a,  6=2*J', 
s  =  2*s',  t  =  2^t\  u  =  2*te',  v  =  2*v ,  so  reducieren  sich  die  ge- 
gebenen Gleichungen  auf  die  folgenden: 

a'  =  s''  +  P  +  w'^  +  v' 
V^s    +(  +u    +v\ 
in   denen  a    von  der  Form  8w  +  4  ist,  und  die  somit  zum  zweiten 
Falle  gehören,  sowie  der  vorhergehende  zum  ersten  gehorte. 

631. 

Die  in  diesem  Paragraphen  entwickelte  Theorie  bildet 
die  Grundlage  für  den  allgemeinen  Beweis  des  Fermat'sehen 
Satzes,  mit  dem  wir  uns  im  folgenden  Paragraphen  beschäftigen 
werden.  Dieselbe  kann  auch  bei  mehreren  andern  Untersuchungen 
der  unbestimmten  Analysis  von  Nutzen  sein. 

Man  erkennt  bereits,  dafs  diese  Theorie  den  beiden  ersten  Fallen 
des  Satzes  über  die  Polygonalzahlen  eine  bemerkenswerte  Erweiterung 
giebt,  insofern  sie  die  Mittel  an  die  Hand  giebt,  nicht  nur,  um  eine 
gegebene  Zahl  in  drei  oder  vier  Quadrate  zu  zerlegen,  sondern  auch, 
um  zu  bewirken,  dafs  die  Summe  der  Wurzeln  dieser  Quadrate  gleich 
einer  gegebenen,  zwischen  gewissen  Grenzen  liegenden,  Zahl  werde. 


§2. 

Beweis  des  Fermat'schen  Satzes  über  die  PolygonalzaUen  und  einiger 
andrer  analoger  Sätze. 

632. 

Wir  haben  oben  (Artikel  156)  gezeigt,  dafs  eine  Polygonalzahl 
von  der  Ordnung  m  -j-  2  zum  allgemeinen  Ausdruck 


m 
"2" 


{x^  —  x)  -{-  X 


§  2.   Beweis  des  Fermat'schen  Satzes  über  die  Polygonalzt 

hat;  wo  X  die  Basis  der  Polygonalzahl  oder  die  Stelle 
welche  sie  unter  den  Polygonalzahlen  derselben  Ordnunj 
Dieser  Ausdruck  beweist,  dafs  0  und  1  zwei  den  Pol] 
aller  Ordnungen  gemeinsame  Glieder  sind. 

Die  Trigonalzahlea  entapringen  aus  der  Anna] 
und  die  Quadratsahlen  aus  der  Annahme  m  =  2,  In 
den  ersten  Fallen  ist  es  gleich  gültig ,  ob  man  x  positiv  ' 
nimmt;  man  erhält  nur  eine  und  dieselbe  Reibe,  oam! 
Trigon akahlen  oder  die  der  Quadratzahlen, 

Ist  aber  w*>2^   so  giebt  der  allgemeine  Aui 
Poljgonalzahlen   zwei    verschiedene   Reihen    für 
nungj  je  nachdem  man  x  positiv  oder  negativ  annimmt. 
Reihen    hangen    mit   einander   durch   dasselbe   Gesetz  zu 
dafs  die  eine  nur  die  Fortsetzung  der  andern  ist.    Bei  J 
düng  iiuf  den  Fermat'sclicn  Satz  sieht  man  jedoch  j 
mit   negativen  Wehrten   von  x  gebildeten  Reihe  ab   und 
nur   die,    welche  aus   den  positiven  Werten  entst 
wie  die  Tabelle  in  No.  156  sie  darstellt. 

633. 

Nachdem  dieses  vorausgeschickt  ist,  müssen  wir  be 
eine  beliebige  Zuhl  sich  aus  so  vielen  Polygonalzahlen  i 
niing  m  -\-  2  zusammensetzen  lafstj  als  die  Zahl  m  -|- 
enthält 

Die  Anzahl  der  Polygonal  zahlen,  aus  denen  sich  ei 
Zahl  zusammensetzen  läfstj  könnte  jedoch  kleiner  als  j 
betrachtet  man  aber  Null  als  die  ergänzende  Polygonalz; 
man  die  Anzahl  der  Polygonakahlen  immer  gleich  m  -\-  i 
in  Übereinstimmung  mit  dem  Wortlaut  des  Satzes. 

Da  dieser  Satz  bereits  im  ersten  Baude  für  den  f 
gonalzahlen  und  der  Quadratzahlen,  welche  die  beiden 
des  allgemeinen  Satzes  bilden,  bewiesen  worden  ist,  sc 
wir  nur  die  weiteren  Fälle^  in  denen  m>  2  ist,  nämlicl 
die  Pentagonalzahlen,  m  =^  4  für  die  Hexagonal zahlen,  i 

Nach  dem,  was  wir  im  vorhergehenden  Paragraph 
haben ^  bleiben  uns  nur  noch  einige  wenige  HülfssiLtze  z 
übrig,  ehe  wir  zu  dem  Satze  gelangen,  welcher  den  GegeK 
Paragraphen  ausmacht 
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634. 

Satz  1.  Ist  a  eine  beliebige  ungerade  Zahl,  welche  nicht 
unter  den  zehn  folgenden  1,  3,  5,  7,  11,  15,  19,  23,  37,  71  ent- 
halten ist,  so  giebt  es  stets  zwei  aufeinanderfolgende  un- 
gerade Zahlen  c  und  c  —  2  von  der  Beschaffenheit,  dafs 
man,  wenn  man  nach  einander  b  ^==  c  und  &  «sc  —  2  setzt^ 
den  Gleichungen 

a  =  s*  +  ^'  +  w'  +  v' 

genügen  kann  und  zwar  mit  der  Bedingung,  dafs  die  Wur- 
zeln s,  tj  M,  V  sämtlich  positiv  sind. 

1)  Ist  nämlich  die  Differenz  zwischen  den  Grenzen  }/4ä  und 
y^3a  — 2  —  1  gleich  4  oder  gröfser  als  4,  so  giebt  es  zwischen 
diesen  Grenzen  wenigstens  vier  aufeinanderfolgende  ganze  Zahlen. 
Von  diesen  vier  Zahlen  sind  zwei  ungerade,  und  können  diese  fQr  b 
genommen  werden.  Die  gegebenen  Gleichungen  sind  also  in  den 
beiden  Fällen  mittelst  der  Formeln  des  Artikels  625  auflösbar. 


Setzt  man  nun  "j/ia  —  )/3a  —  2  +  1  =  4,  so  findet  man  a=121; 
mithin  besitzt  die  Zahl  121  und  alle  ungeraden  Zahlen,  die  grofser 
als  121  sind,  die  erwähnte  Eigenschaft. 

2)  Untersucht  man  sodann  alle  ungeraden  Zahlen  unter  121,  so 
findet  man,  dafs  es  für  einen  Teil  dieser  Zahlen  zwei  Werte  von  b 
giebt,  die  zwischen  den  Grenzen  YÄä  und  ySa  —  2  —  1  liegen,  und 
für  einen  andern  Teil  nur  einen  Wert  von  b. 

Im  zweiten  Falle  mufs  man  mit  Hülfe  der  Formeln  des  Artikel  625 
versuchen,  ob  nicht  die  ungerade  Zahl,  welche  näclistniedrlger,  wenn 
auch  kleiner  als  die  Grenze  )/3a  —  2  —  1  ist,  für  6  genommen  werden 
und  zu  einer  Lösung  der  Gleichungen  (1)  führen  kann,  in  welcher 
die  Wurzeln  s,  tj  «,  v  positiv  genommen  sind. 

Dieser  Versuch  führt  bei  den  meisten  der  betreffenden  Zahlen 
zum  Ziele;  es  bleiben  nur  die  zehn  oben  angeführten  Werte  von  o, 
nämlich:  1,  3,  5,  7,  11,  15,  19,  23,  37,  71  übrig,  für  welche  es  nur 
einen  Wert  von  b  giebt,  welcher  der  Aufgabe  genügt. 

Folgende  Tabelle  enthält  das  Resultat  dieser  Rechnungen: 
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a 

b 

a 

b 

119...  111 

21,  19 

29  ...  25 

9, 

109 

19,  17* 

23 

< 

107  .. .  91 

19,  17 

21 

9, 

89,  87 

17,  15* 

19 

r 

85 ...  73 

17,  15 

17 

7, 

71 

15 

15 

1 

69,  67 

15,  13* 

13 

7, 

65 ...  57 

15,  13 

11 

j 

55 ...  49 

13,  11* 

9 

5, 

47  ...  43 

13,  11 

7 

j 

41,  39 

11,  9» 

5 

i 

37 

11 

3 

i 

35 ...  31 

11,  9 

1 

635. 

Um  die  Konstruktion  dieser  Tabelle  leichter  ve; 
machen  y  wollen  wir  von  jedem  der  drei  Fälle,  welche 
Beispiele  geben. 

Erster  Fall.  Setzt  man  a  =  65,  so  findet  man  für 
Werte  15  und  13,  welche  zwischen  den  Grenzen  y^260  ui 
liegen.  Dieselben  Werte  würden  auch  gelten  für  die  Za 
59,  57.  So  sieht  man  aus  der  Tabelle,  dafs  für  all 
Zahlen  zwischen  65  und  57  die  entsprechenden  Werte  ^ 
15  und  13. 

Zweiter  Fall.  Setzt  man  a  °»  41,  so  findet  man  s 
Grenzen  yi64  und  ^121  —  1  nur  die  eine  ungerade  Za 
sucht  man  aber  den  folgenden  Wert  6  =  9,  obwohl  er  k 
die  Grenze  |/121  —  1,  so  findet  man  mittelst  der  Formell 
dafs  derselbe  ebenfalls  der  Aufgabe  genügt,  da  man  41  = 
imd  9  =»  6  +  2  +  1  hat.  Es  sind  daher  in  die  Tabell 
6  =  11,  6  =  9,  welche  zu  der  Zahl  a ««  41  gehören,  a 
worden;  jedoch  haben  wir  den  zweiten  Wert  6  =  9  durc 
chen  *  unterschieden,  um  anzudeuten,  dafs  er  kleiner  al 
ySa  — 2  —  1  ist. 
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Dritter  Fall.  Setzt  man  a^=  11,  so  findet  man  nur  eine  un- 
gerade Zahl  15;  welche  zwischen  den,  zu  diesem  Werte  von  a  ge- 
hörigen, Grenzen  )/284  und  ^211  —  1  enthalten  ist.  Versucht  man 
darauf  den  Wert  6  =  13,  so  ergiebt  sich  aus  den  Formeln  in  No.  625, 
dafs  derselbe  nicht  zulässig  ist,  weil  eine  der  Unbestimmten  s,  t,  tf,  v 
negativ  ist  Es  ist  daher  in  die  Tabelle  nur  der  eine  Wert  J  =  15 
als  zu  der  Zahl  a  <=  71  gehörig  aufgenommen  worden. 

636. 

Satz  2.  Es  sei  a  eine  beliebige  ungerade  Zahl;  ferner 
seien  c,  c  —  2,  c  —  4,  ...  d  die  verschiedenen  aufeinander- 
folgenden Werte  von  6,  für  welche  sich  die  Gleichungen  (1) 
in  positiven  Zahlen  auflösen  lassen,  und  endlich  r  ein  be- 
liebiges Glied  der  Reihe  0,  1,  2,  3,  ...  w  —  2. 

Betrachtet  man  dann  die  Funktion: 

Z  =  ^{a-h)  +  b-\-r, 

in  welcher  6  und  r  Glieder  aus  den  für  sie  festgesetzten 
Reihen  sind,  und  nennt  man  P  oder  P{a)  den  kleinsten  und 
Q  oder  Q{a)  den  gröfsten  Wert  dieser  Funktion,  so  hat  man; 

p(«)=-|-(«-c)  +  c 

e(a)  =  -J-(a-d)  +  d  +  m-2. 

Nachdem  dieses  festgestellt  ist,  behaupte  ich:  1)  dafs 
alle  zwischen  F{d)  und  Q{a)  liegenden  ganzen  Zahlen  durch 
die  Funktion  Z  dargestellt  werden;  2)  dafs  alle  diese  Zahlen 
in  m  +  2  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  w  +  2  zerlegt 
werden  können. 

1)  Ist  nämlich  Z=  P{a)  +|>,  wo  j)  eine  beliebige  Zahl  zwischen  1 
und  Q{a)  —  P{<i)  ist,  so  erhalt  man  zur  Bestimmung  von  6  und  f 
die  Gleichung: 

Da  nun  p  und  m  —  2  gegebene  Zahlen  sind,  so  sieht  man,  dafs  r 
der  Rest  ist,  welcher  bei  der  Division  von  p  durch  m  —  2  übrig 
bleibt,  und  dafs  man,  wenn  man  den  Quotienten  dieser  Division  q 

nennt,  -^ —  =  g  oder  6  =  c  —  2  g  erhält. 

Hieraus  folgt,  dafs  man  für  jeden  gegebenen  Wert  von  p  nur 
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eine  Lösung  hat,  ausgenommen  den  Fall,  wo  der  Rest  « 
ist.  Denn  alsdann  kann  man  ohne  Unterschied  r  =  0  ui 
setzen,  und  es  giebt  daher  in  diesem  Falle  zwei  Lösui 
efl  sich  jedoch  um  die  letzte  der  Zahlen  P(a)-\-pj  i^ 
Q{a)  ist,  hantlelt,  muls  man  r  ^  m  ^  2  nehmen,  und  c 
nur  eine  Löauug,  weil  für  r  =  0:  h  =  d  —  2  sein  würd 
die  nicht  in  der  Reihe  c^  c  —  2,  c  —  4,  .,'.  <?  enthalten 
2)  Jst  P(a)  +  p  oder  P  -{-  jp  irgend  eine  Zahl  au 
P,  -P  +  1 ,  P  +  2,  . .  -   Qf  so  kann  man  immer 

setzen.  Substituiert  man  daher  in  diesem  Ausdruck  dii 
a  und  hf  welche  durch  die  Gleichungen  (1)  gegeben  we 
halt  man: 

Bemchnet  man  alj^o  allgemein  durch  poK  x  die  E 
von  der  Ordnung  ?n  -i-  2^  deren  Grundzahl  x  ist,  so  ist 
p  ^  p  ^  pol/s  -f*  pol  t  +  poh  ff  -|-  pol.  V  -\-  r  ^i 
d.  h,  die  Zahl  P  -{-  p  ist  zusammengesetzt  aus  vier  Pol] 
deren  Grundzahlen  Sj  t,  u,  v  sindj  und  aus  r  Polygonalza 
gleich  der  Einheit  sind-  Da  nun  r  <,m  —  2  oder  höcl 
m —  2  ist,  so  folgt  daraus,  dafs  die  Zahl  P  +  p  aus  ^ 
gona]  zahl  eil  von  der  Ordnung  m  +  2  zusammengesetzt  is 
m  ^  2  gleich  Null  oder  1  sind, 

637. 
Satz  3-    Ist  a^  121,  so  ist  der  grÖfste  Wert  ii 
21,  und   alsdann  ist  P(a)  =^  ^(a  —  6)  +  &  =  50m 

Zahl,  die  nach  dem  vorigen  8atze  die  Summe  von 
gonalzahlen  von  der  Ordnung  i»  +  2  ist, 

Dies    vorausgeschickt,    behaupte    ich,    dafs 
Zahl,  welche  gröfser  ist  als  50tn  +  21  die  Summe 
Polygonalzahlen    von    der   Ordnung   m  -\' 2   ist, 
m  —  2  gleich  Null  oder  gleich  1  sind. 

Ist  nämlich  a  eine  beliebige  ungerade  Zahl^  die  gl 
121,  so  giebt  es  stets,  dem  Satze  1  zufolge,  zwei  aufeinß 
ungerade  Zahlen  €,  c  —  2,  welche  zwischen  den  Greng 
y3«  —  2 —  1  Hegen,  und  aus  dem  vorigen  Satze  folgt,  daJ 
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m 


P(a)  =  f(a-c)  +  c 

Qia)  =  ^(a^c  +  2)  +  c^2  +  m-2 

setzte  alle  zwischen  P(a)  und  Q(a)  liegenden  ganzen  Zahlen  die 
Summe  von  w  +  2  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  w  +  2  sind. 
Betrachten  wir  jetzt  die  Zahl  P(a  +  2),  und  ist  c  die  gröfcte 
in  ]/4a  +  8  enthaltene  ungerade  Zahl,  so  wie  c  die  grofste  in  Yia 
enthaltene  ungerade  Zahl  ist,  so  müssen  wir  zwei  Fälle  unter- 
scheiden, je  nachdem  c^=c  oder  c  «=  c  +  2  ist;  denn  offenbar  kann 
man  keine  andere  Annahme  über  den  Wert  von  c   machen. 

638. 

Ist  c'e=  c,  SO  genügt  es,  in  dem  Ausdruck  P(a)  a  +  2  an  die 
Stelle  von  a  zu  setzen,  wodurch  man  erhält: 

P(a  +  2)=-|(a  +  2-c)  +  c. 

Vergleicht  man  diesen  Wert  mit  dem  von  Q{ä),  so  ergiebt  sich: 

P(a  +  2)  =  Q(a)  -  m  +  4. 

Da  nun  der  kleinste  Wert  von  m  gleich  3  ist,  so  ist  ersichtlich,  dals 
die  Zahl  P(a  +  2)  nur  in  dem  einen  Falle  w  =  3,  in  welchem 
P(a  +  2)  =  Q(a)  "{'  1  ist,  gröfser  ist  als  Q(a).  In  jedem  andern 
Falle  ist  P{a  +  2)  in  der  Reihe  P{a),  P{a)  +  1,  P{a)  +  2,  •  •  •  Q{a) 
enthalten. 

Wir  haben  aber  gesehen,  dafs  alle  Zahlen  dieser  Keihe  ausm-f-^ 
Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  w  +  2  zusammengesetzt  sind,  und 
in  dem  Falle,  wo  das  Glied  P(a  +  2)  aus  dieser  Reihe  herausträte 
und  somit  zu  derselben  das  Glied  ö(a)+l  hinzukäme,  würde  dieses 
Glied  nur  aus  vier  Polygonalzahlen  gebildet  sein.  Mithin  sind  alle 
zwischen  P(a)  und  P(a  +  2)  einschliefslich  enthaltenen  ganzen  Zahlen 
aus  m-f'2  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m-|-2  zusammengesetzt 

639. 

Ist  zweitens  c'=c+2,  so  hat  man: 

P(a  +  2)  =  -|-(a-c)  +  c  +  2, 

und  somit: 

P{a  +  2)  =  Pia)  +  2  =  Q(a)  -  2(»n  -  3). 
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Hieraus   sieht  man,   dafs  P(a  -{-  2)  stets  kleiner 
den   einen  Fall  m  =  3  ausgenommen,  in  welchem  P{a  - 
ist.     Mithin   sind   alle   zwischen  P(a\  und  P{a  +  2)   e 
enthaltenen  ganzen  Zahlen  in  w  +  2  Fglygonalzahlen  ^ 
nung  m  -\-  2  zerlegbar. 

640. 

Beachtet  man  jetzt,  dafs  im  ersten  Falle  P(a  +  2) 
und  im  zweiten  P(a  +  2)  ^^  P(a)  +  2  ist,  so  kann 
schliefsen,  dafs,  wenn  man  von  einer  gegebenen  Zahl  a  : 
aus  rechnet,  die  Reihe  P(«),  P(a  +  2),  P{a  +  4),  -  - 
durch  gebildet  iat,  dafs  man  a  stets  um  zwei  Einheit 
sich  ins  Unendliche  erstreckt.  Mithin  sind  alle  ganzen 
P(121)  oder  50m  +  21  an  bis  ins  Unendliche  m  m  + 
Kahlen  von  der  Ordnung  m  -J-  2  zerlegbar. 

Es  bleibt  nur  noch  zu  beweisen,  dafs  alle  Zahlen,  t* 
sind  als  50m +21,  dieselbe  Eigenschaft  besitzen.  . 
Zweck  des  folgenden  Satzes^  durch  welchen  der  allgen 
des  Fermat'aeheu  Satzes  vervollständigt  wird. 


64L 

Satss  4.    Jede  ganze  Zahl,  welche  kleiner  als  _ 

50m +  21  ist,  ist  die  Summe  von  m  +  2  Polygonal 
der    Ordnung   m  +  2,    von    denen    ni  —  2    gleich 
gleich  1  sind, 

Ist  zuerst  rt  ^  5j  so  siebt  mau  aus  der  Tabelle 
dafs  3  der  einzige  zugebr^rige  Wert  vou  h  hi.  Setzt  man  a 
so  geben  die  Formeln  in  No.  03fi: 

p(5}=    wi  +  3 

g(5)  =  2m+  L 

Unterhalb  P(5)  hat  man  die  Zahlen  1,  2,  3^  , .  * 
selben  sind  aus  aovielen  der  Einheit  gleichen  Polygor 
sam  mengesetzt,  als  sie  Einheiten  besitzen.  Mithin  gilt  t 
in  Bezug  auf  diese;  ja  man  sieht,  dafs  die  letzte  von  d 
m  +  2  durch  eine  einzige  Polygonal  zahl  dargestellt  w 
durch  pol  2. 

Die  Zahlen   von  P(p)   bis  Q{b)   sind  so,    wie  der 
zuaammeugesetzt,  da  diese  Eigenschaft  allgemein  für  all 

22 
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P(a)  bis  Q{a)  stattfindet.  Mithin  ist  unser  Satz  bestätigt  bis  zur 
Zahl  Q(b)==2m+  1. 

Ist  jetzt  a  =  7,  so  erhält  man  der  Tabelle  in  No.  634  zufolge 
c  =:  d  =  5j  und  dies  giebt: 

P(7)=    w  +  5 

(2(7)  =  2fn  +  3. 

Da  3  der  kleinste  Wert  von  m  ist,  so  sieht  man,  dafs  P(7)  nur  in 
dem  einen  Falle,  wo  m  «»  3  ist,  gröfser  als  Q(5)  ist,  und  zwar  hat 
man  alsdann:  P(7)  «=  Q(ö)  +  1.  Mithin  ist  die  allgemeine  Eigen- 
schaft bestätigt  far  alle  Zahlen  von  1  bis  Q(l)  =  2m  +  3. 

In  dieser  Weise  könnte  man  die  Untersuchung  der  besonderen 
Fälle  bis  zu  P(121)  fortsetzen.  Indessen  beschränken  wir  uns  auf 
einige  allgemeine  Fälle,  welche  die  Auflösung  aller  besonderen  Falle 
einschliersen.  Es  handelt  sich  allgemein  darum,  zu  unter- 
suchen, ob  alle  zwischen  P(a)  und  P(a  +  2)  enthaltenen 
Zahlen  dem  Satze  Genüge  leisten,  oder  ob  für  einige  von 
diesen  Zahlen  eine  Ausnahme  stattfindet 

642. 

Erster  Fall.  Nehmen  wir  an,  dafs  es  für  die  Zahl  a  zwei  ent- 
sprechende Werte  von  b,  nämlich  c  und  c  — 2,  und  für  die  Zahl  a+2 
einen  oder  mehrere  Werte  von  l  gäbe,  deren  gröfster  c  sei,  so  finden 
wir,  wie  im  Artikel  638,  dafs  alle  Zahlen  von  P(a)  bis  P(a  +  2) 
dem  Satze  Genüge  leisten. 

Zweiter  Fall.  Nimmt  man  an,  dafs,  wenn  c  und  c  —  2  die 
beiden  zu  der  Zahl  a  gehörigen  Werte  von  b  sind,  c  +  2  der  gröfste 
oder  einzige  Wert  von  b  sei,  welcher  der  Zahl  a  +  2  entspricht,  so 
findet  man  ebenfalls,  wie  in  No.  639,  dafs  alle  Zahlen  von  P{a)  bis 
P(a  +  2)  dem  Satze  Genüge  leisten. 

Dritter  Fall.  Nimmt  man  an,  dafs  b  nur  den  einen  der  Zahl  a 
entsprechenden  Wert  c  habe,  und  dafs  es  für  a  -f-  2  einen  oder 
mehrere  Werte  von  b  gebe,  deren  gröfster  c+  2  sei,  so  ist  in  diesem 
Falle: 

P(a)  =  ^(a-c)-f  c 

Q{a)  =  ^(a^c)  +  c  +  m--2 

P(a+2)  =  -^(a-c)  +  c  +  2. 
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Hieraus  ist  ersichtlich,  dafs  P(a'\-2)  nur  in  dem  einen  Falle  m  =  3 
gröfser  als  Q(a)  sein  kann,  und  dafs  sodann  P(a+2)=  ^(a)  + 1 
ist.  In  allen  andern  Fällen  ist  P(a  +  2)  kleiner  oder  höchstens 
ebenso  grofs  als  Q{a),  und  es  genügen  somit  alle  Zahlen  von  P(a) 
bis  P(a  +  2)  unserm  Satze. 

Vierter  Fall.  Nimmt  man  endlich  an,  dafs  es  für  a  den  ein- 
zigen Wert  6  =  c  und  für  a  +  2  einen  oder  mehrere  Werte  von  b 
gebe,  deren  grofster  c  sei,  so  hat  man: 

P(a)  =  ^{a-c)  +  e 

Q(a)  ^  ^(a  -  c)  +  c  +  m  ~2 

P(«  +  2)=.|-(a  +  2-c)  +  c. 

Man  sieht,  dafs  in  diesem  Falle  zwischen  Q(a)  und  P(a'\'2)  eine 
Lücke  existiert,  denn  es  ist  P(a  +  2)  =  ^(a)  +  2,  und  die  dazwischen 
liegende  Zahl,  welche  fehlt^  ist  Q(a)  +  1.  Abgesehen  von  dieser  Aus- 
nahme gilt  somit  der  Satz  auch  bis  zu  P(a  -^  2),  wenn  er  bis  zu 
P(a)  bewiesen  ist. 

643. 

Wir  brauchen  jetzt  nur  noch  einen  Blick  auf  die  Tabelle  in 
No.  634  zu  werfen,  um  zu  finden,  welches  die  Zahlen  ö(a)  + 1  sind, 
die  zu  den  Ausnahmen  im  vierten  Falle  gehören.  Diese  Zahlen  re- 
ducieren  sich  auf  vier,  nämlich: 

Q(l)    +1=    2m +  4 

g(15)-)-l=    5w  +  6 

Q(23)  +  1  =    8m  +  8 

g(37)  +  1  =  14m  +  10. 

Der  allgemeine  Ausdruck  von  pol.  x  (Artikel  632)  giebt  aber: 

pol.  2  =      m  +  2 

pol.  3  =    3m  +  3 

pol.  4  =    6m  +  4 

pol.  5  =  10m  +  5, 

und  mit  Hülfe  dieser  Polygonalzahlen  kann  man  die  vorstehenden 
vier  Zahlen  folgendermaCsen  ausdrücken: 


2m  +    4=2i>ol.  2 
5„t  -^    fj  =  4  poL  2  +  {m  —  2)  pol,  1 
8n*  +    8  =    poL  4  +  2  poL  2. 
1  im  +  10  ==    poh  5  +  pol.  3  +  pol  2- 

In  einem  einzigen  Falle,  nämlicli  im  Falle  5m  +  6,  sind  m  +  2 
Polygonalzahlen  erforderlich j  die  drei  andern  erfordern  nur  zwei  oder 
drei.  Mithin  sind  die  Ausnahmen  keine  Ausnahmen,  vielmehr  be- 
folgen sie  ebenfalls  den  allgemeinen  Satz,  Es  ist  daher  jede  ganze 
Zahl  die  Summe  von  wi  +  2  Polygoaalzahlen  von  der  Ordnung  ?»  +  2, 
von  denen  m  —  2  gleich  Null  oder  gleich  1  sind. 

644. 

Der  Beweis^  den  wir  soeben  von  dem  Ferma tischen  Satze  ge- 
geben haben  ^  setzt  als  bekannt  nur  den  Beweis  des  ersten  Falles 
dieses  Satzes,  welcher  die  Trigonalzahlen  betrifil^  voraus.  Dieser  Satz  - 
bildet  aber  einen  Teil  der  allgemeinen  Theorie  der  trinären  Formen 
der  Zahlen,  die  wir  im  dritten  Hauptteile  auseinandergesetzt  haben* 
Wir  haben  ferner  gezeigt  (No*  157),  dafs,  wenn  man  diesen  ersten  Teil 
als  bewiesen  annimmt^  daraus  unmittelbar  folgt ^  d^ifs  jede  gam£eZabl 
die  Summe  von  vier  Quadraten  ist^  was  den  zweiten  Fall  des  Fer- 
manschen  Satzes  bildet  Mitbin  folgen  aus  dem  ersten  Falle  alle 
andern. 

Da  man  kaum  bezweifeln  kann^  dafs  Fermat  wirklich  im  Be- 
sitze  des  allgemeinen  Beweises  seiues  Satzes  über  die  Polygonalzahleu 
gewesen  ist,  so  mufs  man  glauben,  dafs  dieser  Beweis  vollständig 
verschieden  von  demjenigen  war,  den  wir  soeben  dargelegt  haben. 
In  der  That  scheint  es  zunächst^  dafs  Fermat  keine  Keimtnis  von 
der  Theorie  der  trinären  Formen  der  Zahlen  hatte ^  den  Fall  der 
Zahlen  von  der  Form  8w  +  3  ausgenommen,  welcher  auf  den  ersten 
Fall  seines  Satzes  zurückkommt^  den  er  jedocb  nicht  erwähnt ,  und 
ferner  den  Fall  der  Primzahlen  von  der  Form  Sn  —  1  ausgenommen, 
die,  wie  er  behauptet,  von  der  Form  }/  +  2^  +  2t^  sind,  deren  Dop- 
peltes die  Summe  von  drei  Quadraten  ist.  Wenn  Fermat  die  be- 
treffende Theorie  gekannt  hätte,  so  würde  er  diese  letztere  Eigen- 
schaft nicht  auf  die  Primzahlen  von  der  Form  8n  —  l  besch rankt 
haben,  da  sie  allgemein  für  alle  ungeraden  Zahlen  gilt  Wenn  ferner 
der  Beweis  von  Fermat  derselbe  gewesen  wäre,  wie  der  vorher- 
gehende, oder  sich  auf  dieselben  Prinzipien  gegründet  hätte,  so  würde 
er   zweifellos   dem   Satze   die  Bedingung  hinzugefügt  haben,   welche 


demselben  eine  gröfsere  Genauigkeit  und  Eleganz  verleiht ,  nämlich 
die,  dafs  unter  den  w  -|-  2  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m  + 2, 
aus  denen  sich  eine  gegebene  Zahl  zusammensetzen  läfst,  stets  m  —  2 
sich   befinden ;  die  man  gleich  Null  oder  gleich  1  annehmen  kann. 

Es  hat  daher  Cauchy  eine  wichtige  Entdeckung  in  der  Theorie 
der  Zahlen  gemacht,  indem  er  zuerst  den  Beweis  des  Fermat'schen 
Satzes,  der  durch  die  von  ihm  hinzugefügte  Bedingung  präciser  ge- 
worden war,  angab.  Man  kann  jedoch  noch  weiter  gehen  und 
beweisen,  dafs,  wenn  man  eine  gewisse  für  jede  Ordnung 
der  Polygonalzahlen  leicht  anzugebende  Grenze  überschrit- 
ten hat,  jede  gegebene  Zahl  sich  in  vier  oder  höchstens 
fünf  Polygonalzahlen  zerlegen  läfst.  Dieser  neue  Satz  soll 
den  Gegenstand  der  folgenden  Untersuchungen  bilden. 


j| 


645. 

Nimmt  man   an,   dafs   sich  die   gegebene  Zahl  Ä  in  vier  Poly- 
gonalzahlen von  der  Ordnung  m-^2  zerlegen  lasse,  so  mufs  man 

setzen  und  die  Zahlen  a  und  b  so  bestimmen,  dafs  sich  die  Glei- 
chungen 

a  =  sF  +  t^  +  u^  +  v' 

^^^  b  =  s  +t  +u  +v 

in  positiven  ganzen  Zahlen  lösen  lassen.  Diesen  Gleichungen  kann 
man  aber  genügen,  wenn  a  und  b  gleichartig  sind,  wenn  ferner  b 
zwischen  den  Grenzen  "j/Jä  und  ySa  —  2  —  1  liegt,  und  wenn  end- 
lich a  ungerade  oder  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist.  Es 
giebt  noch  andere  Werte  von  a  und  6,  welche  die  Auflösung  der 
Gleichungen  (1)  gestatten  würden;  indessen  reicht  es  aus,  die  soeben 
angeführten  zu  betrachten. 

646. 


Sot^t  man  nach  eiu ander  h  ^  V^ä,  b  =^  Y^a  —  2 —  1,  so  findet 

man,   dafs   die   einer  gegebenen  Zahl  A  zugehörigen  Grenzen  von  b 
die  folgenden  sind: 

m  ^      r      1B       '     \       17»       / 


344'  Sechster  Hanptteil. 

und  setzt  man  Ä  als  eine  grofse  Zahl  voraus^  so  hat  man  nahezn: 

Kennt  man   vermittelst  dieser  Grenzen  die  verschiedenen  Werte 

2 

von  h,  so  ergiebt  sich  a  mit  Hülfe  der  Gleichung  a=6-| {A — 6), 

und  da  a — h  gerade  sein  soll,  so  folgt,  dafs eine  ganze  Zahl  isi 

Wird  diese  ganze  Zahl  gleich  x  gesetzt,  so  erhält  man: 

l  =  A^mx 
^  ^  a  =  6  +  2a;. 

Nachdem  dieses  vorausgeschickt  ist,  können  wir  die  folgenden 
Sätze  beweisen. 

647. 

Satss  5.  Ist  m  eine  ungerade  Zahl  und  A  irgendeine  ge- 
gebene Zahl,  welche  grofser  ist  als  28m',  so  ist  A  in  vier 
Polygonalzahlen  -von  der  Ordnung  w»  +  2  zerlegbar. 

Da  die  Grenzen  von  h  bekannt  sind,  so  kennt  man  auch  die  von 

X  aus  der  Gleichung:  x  «=  — -^ —    Nimmt  man  an,  dafs  die  DiflFerenz 

der  Grenzen  von  h  gleich  2m  oder  grofser  als  2m  sei,  so  ist  die 
Differeuz  der  Grenzen  von  x  gleich  2  oder  grofser  als  2;  mithin  be- 
sitzt X  wenigstens  zwei  aufeinanderfolgende  Werte  Ä,  ä  +  1.  Und 
da  m  ungerade  ist,  so  ist  von  den  beiden  entsprechenden  Werten 
von  h,  welche  sich  aus  der  Gleichung  6  =  ^  —  mx  ergeben,  der  eine 
gerade,  der  andere  ungerade.  Nimmt  man  den  ungeraden  Wert,  so 
ist  die  Zahl  a  ebenfalls  ungerade,  da  a  =  &  -f-  2a;  ist;  es  lassen  sich 
demnach  die  Gleichungen  (1)  auflösen.  Damit  also  die  Zahl  A  in 
vier  Polygonalzahlen  von  der  Ordnung  m  +  2  zerlegbar  sei,  reicht 
es  aus,  dafs  man 

|/^-l/^>2«    oder    Ä>m^m  +  Y^* 

oder  einfacher  J.>28m'  habe,  was  mit  dem  Wortlaut  des  Satzes 
übereinstimmt. 

Man  sieht,  dafs  dieser  Satz  von  grofser  Allgemeinheit  ist,  da 
er  auf  alle  Zahlen,  welche  grofser  als  die  Grenze  28m*  sind,  An- 
wendung findet  und  nur  voraussetzt,  dafs  die  durch  m-^-^  bezeichnete 
Ordnung  der  Polygonalzahlen  ungerade  sei. 


§  2.    Beweis  des  Fermat'schen  Satzes  über  die  Polygonalza 
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i 
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648. 

Satz  6.  Ist  m  eine  gerade  Zahl,  so  ist  jede 
Zahl  Ä>lm^  in  vier  Polygonalzahlen  von  derOrdi 
zerlegbar  und  jede  gerade  Zahl  -4  +  1  >  Tm'*  zei 
fünf  Polygonalzahlen,  von  denen  eine  gleich  derl 

Ist  nämlich  A  ungerade  und  m  gerade  ^  so  folgt  imn 
den  Gleichungen  (2),  dafs^  welches  auch  x  sein  mögCj  c 
gerade  Zahlen  sind.  Mithin  ist  die  Auflösung  der  Gleii 
ioiiuer  möglichj  wenn  es  einen  zwischen  den  erforderlicl 
liegenden  Wert  von  x  giebtj  d*  h.  wenn  die  Grenzen  von 
Gröfse^  die  grölBer  als  m  ist^  verschieden  sind.    Es  mufs 


also! 


y^-i/^>»'. 


A>lm\ 
Was  den  zweiten  Teil  des  Satzes  anlangt,  so  folgt  ' 
niittelbur  aus   dem   ersten^  da  man^   wenn   man  von   dei 
Zabl   1    abzieht,    eine  ungerade   Zahl   erhalt,    die   in   vier 
zahlen  von  der  Ordnung  m  +  2  zerlegbar  ist 

649. 

Sat2  7.    Ist  m  eine  gerademal-gerade  Zahl  od 
form  An,    so   ist  Jede  gerade  Zahl  j4>28m*  in 
gonalzahlen  von  der  Ordnung  m -\- 2  zerlegbar. 

Man  hat  nämlich  a  =^  Ä  —  {m  —  2)  o:,  Giebt  es  nui 
zwischen  den  betreffenden  Grenzen  liegende  Werte  x^hj 
oder  hat  man  Ä  >  28m^,  und  nennt  man  a  und  a  die 
sprechenden  Werte  von  a,  so  ist:  a  —  a'^m  — 2  =  An- 
ist von  den  beiden  Zahlen  a^  d  die  eine  ungerademal-gerj 
Auflösung  ist  möglieh. 

650. 

Sat»  8.  Ist  m  eine  ungerademal-gerad©  Zahl 
der  Form  4b  +  2,  so  ist  jede  ungerademal*ge 
A>lm^  in  vier  Poljgonalzahlen  von  der  Ordn: 
zerlegbar. 

Denn  da  a  =  A  ^  (m  —  2)x  ist  und  m  — -2  die  F 
sitzt  j  so  iatj  welches  auch  x  sein  möge^  die  Zahl  a  n 
gerade.  Es  braucht  also  nur  x  ©inen  Wert  zu  haben,  d. 
zu  sein,  alsdann  ist  die  Auflösung  stets  möglich. 

Mittelst  dieser  Sätze  wird  bewiesen  ^   dafa  jede  Zah] 


eine  gewisse  Grenze  übersteigt,  in  vier  Polygonalzahlen  von  der  Ord- 
nung m  -{-  2  zerlegt  werden  kann,  den  Fall  allein  ausgenommen,  wo 
w  +  2  und  Ä  beide  durch  4  teilbar  sind.  Aber  auch  dieser  Fall 
kann  mittelst  des  folgenden  Satzes  auf  die  Hälfte  seiner  Ausdehnung 
zurückgeführt  werdeii. 

651. 

Satz  9.     lät  m   ungerademal-gerade  oder  von  der  Form 

4:in-\-2f  80  ist  jede  gerademal-gerade  Zahl  4A' >  28mi^  in 
vier  Poljgonalzahlen  von  der  Ordnung  m  -|-  2  zerlegbarj 
vorausgesetzt,  dafs  A' —  m   ungerade  let 

Ea   ist  nämlich   a  =  4j1'—  4^mx  und   b  =  AA'—  (4m' +  2)x^ 

Setzt  man  nun  -^a  =^  a   und  -^h  =  b\  so  kann  die  Auf losung  der 

Gleichungen  (1)  vermittelst  der  Auflösung  derselben  Gleichungen  ge- 
geben werden^  wenn  man  in  diesen  a  und  b'  au  die  Stelle  von  a 
und  b  setzte     Aladann  hätte  mau: 

d  ^  Ä  —  m'a: 

Nun  setzt  man  aber -4'— m'  als  ungerade  voraus;  ist  daher  der 
Wert  von  x  ungerade,  3o  werden  die  Zahlen  a  und  6'  ungerade  sein 
und  die  Gleichungen  (1)  sind  auflöäbar.  Ea  genügt  also  hierzu,  dafs 
die  Grenzen  von  x  von  einander  wenigstens  um  zwei  Einheiten  vei^ 
schieden  seien,  und  dies  findet  statt,  wenn  4^'>  28 wi^  ist 

Es  ist  unnötig,  diese  Untersuchungen  noch  weiter  fortzusetzen, 
da,  wenn  es  Fälle  giebt,  in  denen  eine  die  Grenze  28  »i^  übersteigende 
gerademal-gerade  Zahl  oder  irgend  eine  andere  angebbare  Zahl  nicht 
in  vier  Polygoualzahlen  zerlegbar  ist,  man  sicher  ist,  dafs  sich  diese 
Zahl  in  fünf  Polygoualzuhleu  zerlegen  läfst,  von  denen  eine  der  Ein- 
heit gleich  ist.  Wir  wollen  jetzt  an  einem  Beispiele  zeigen,  wie 
man  direkt  die  Polygonal  zahlen  bestimmt,  aus  denen  sich  eine  \^ 
liebige  gegebene  Zahl  zusammensetzen  läfst 

652. 

Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  die  Zahl  0484  in  acht  oder 
in  weniger  Oktogonalzahlen  zu  zerlegen, 

Nach  dem  allgemeinen  Satze  mufs  yl— r,  worin  A  die  gegebene 
Zakl  6484  und  r  gleich  einer  der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4  ist,  in  vier 
Oktogonalzahlen  zerlegbar  sein.  Nun  sind  im  Falle  w  =  6  die  OrenieD 
von  6  den  Formeln  des  Artikel  646  zufolge: 


§  2.    Beweis  des  Fermafschen  Satzes  über  die  Polygonalzf 


Diesen  Grenzbedingungen  genügt  man  stets^  wenn  man  i; 
r  =  0  und  in  der  zweiten  r  =  4  nimmt.     Dies  giebt: 


b>yUHi,     6<A^]/. 


8641 
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Mitbill  kann  mau  für  b  irgend  ein  Glied  der  Eeihe  81  ^ 
nehioen. 

Zur  Bestimmung  von  x  hat  man  die  Gleichung: 


i 


und  aus  dieser  folgt^  dafa 


fc+T- 


eine  ganze  Zahl  sein 


nach  mufs  die  Zahl  &  ?on  einer  der  Formen  6  ti  +  O^  1,  ! 
denen  die  Werte  r  ^  4,  3,  2,  1,  0  entsprechen.  Hier 
man  mit  Berücksichtigung  der  gefundenen  Grenzen  z 
Werte  von  b  und  r  und  sodann  die  von  x  und  a  wie  fc 


6  =  81, 

r=l, 

a;  =  1067 , 

fl  =  2215 

6  =  82, 

r  =  0 

,  X  =  1067 , 

a  =  22ie 

6  =  84, 

»■  =  4 

x  -=  1066 , 

a  =  22ie 

6  =  85, 

r  =  3 

x=  1066, 

a  =  221-! 

6  =  86, 

r  =  2 

,   a;=1066, 

a  =  2215 

6  =  87, 

r  =  l 

,   a;  =  1066, 

a  =  221E 

6  =  88, 

r  =  0 

,   a;=1066, 

a  =  222C 

6  =  90, 

r  =  4 

,   a;==1065, 

«  =  222C 

6  =  91, 

r  =  3 

,      «=1065, 

a  =  2221 

6  =  92, 

»■  =  2 

»=1065, 

a  =  222J 

6  =  93, 

r-1 

a;=  1065, 

o  =  2223 

6  =  94, 

r  =  0, 

X  =  lOÖö , 

o  =  222^ 

Hieraus  ergeben  sich  mehrere  Lö&ungen  der  gestellten  l 

1)  Die  drei  ungeraden  Werte  von  a  und  bj  denei 
r  ^^  l  entspricht,  gebew  drei  Lösungen,  deren  Resultat  i 
die  gegebene  Zahl  6484  aus  vier  Oktogonalzahlen  un 
fünften,  welche  der  Einheit  gleich  ist^  zusammensetzen  li 

2)  Die  beiden  ungeraden  Werte    von  a  und  b^  den« 
^^^3  entspricht,  geben  zwei  Losungen,  vermöge  deren  c 
Zahl    sich    in    sieben  Oktogoual zahlen,    von    denen   drei 
gleich  sind,  zerlegen  läfst. 


3)  Die  beiden  gerademal- geraden  Werte  von  a,  welche  zu  dem 
Werte  r  =  2  gehören,  geben  zwei  Lösungen,  welche  durch  die  ge- 
gebene Zahl  in  sieben  Oktogonalzahlen,  von  denen  zwei  gleich  1  sind, 
zerlegt  werden  kann. 

4)  Die  beiden  gerademal-geraden  Werte  von  a,  denen  der  Wert 
r  =  4  entspricht,  sind  ebenfalls  zulässig,  weil  die  aus  ihnen  ent- 
stehende Zahl  a  —  —6'  in  drei  Quadrate  zerlegbar  ist.     Man  erhält 

aus  ihnen  zwei  andere  Zerlegungen  der  gegebenen  Zahl  in  acht  Okto- 
gonalzahlen,  von  denen  vier  gleich  1  sind. 

5)  Wenn  man  schliefslich  aus  den  Werten  von  a  und  6,  welche 
zu  dem  Werte  r  =  0  gehören,  drei  weitere  Lösungen  ableiten  wollte, 
so  würde  man  finden,  dafs  solche  Lösungen   nicht  stattfinden,  weil 

die  Zahl  a  —  -t-6*   in   diesen   drei  Fällen   zu   der  Form  4*(8n  —  1) 

gehört,  welche  nicht  in  drei  Quadrate  zerlegbar  ist.  Wir  schliefsen 
hieraus,  dafs  es  unmöglich  ist,  die  gegebene  Zahl  6484  nur  in  vier 
Oktogonalzahlen  zu  zerlegen,  wenigstens  solange  b  oberhalb  der 
Grenze  }^3a — 2  —  1  genommen  wird.  Es  kann  jedoch  vorkommen, 
dafs,  wenn  man  für  b  Werte  nimmt,  die  kleiner  als  diese  Grenze 
sind,  sich  zulässige  Lösungen  ergeben. 

Die  Werte  von  6,  welche  zu  r=0  gehören,  sind  nämlich  94,  88 
und   82,   der   unmittelbar   darauffolgende   ist  b  =»  76.     Dieser  Wert 

giebt  a  =  2212  und  a  —  -i-6*  =  768  =  4*. 3,  eine  Zahl,  die  sich  in 

drei  Quadrate  zerlegen  läfst.  Sodann  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der 
Formeln  in  Artikel  628,  dafs  eine  von  diesen  Lösungen  zulässig  ist, 
da  sie  s  =  43,  ^^u  =  t;=  11  giebt.  Mithin  ist  die  gegebene  Zahl 
6484  gleich  der  Summe  der  vier  Oktogonalzahlen,  deren  Grundzahlen 
43,  11,  11,  11  sind. 

Man  beachte,  dafs  die  Zahl  6484  >  28m',  obwohl  sie  so  gewählt 
ist,  dafs  sie  nicht  unter  den  Satz  9.  fällt,  doch  nur  in  vier  Okto- 
gonalzahlen zerlegbar  ist. 

§3- 

Über  die  Gleichung  a^  +  y^  +  z^  =  0. 

653. 

Wir  setzen  voraus,  dafs  es  drei,  positive  oder  negative,  ganze 
Zahlen  x,  y,  z  giebt,  welche  der  Gleichung  x'  -f-  y^  +  ^  **  0  genügen 
unter  der  Bedingung,  dafs  diese   drei  Zahlen  prim  zu  einander  und 


§  3.   Ober  die  Gleichung  ä»  +  y»  +  «■  «  0.  349 

daher  zwei  von  ihnen  ungerade  und  die  dritte  gerade  sei.  Wir  wollen 
zusehen,  welche  Folgerungen  sich  aus  dieser  Voraussetzung  ergeben. 
Unser  Beweis  zerfällt  in  drei  Teile. 

Erstens:  Eine  der  Zahlen  x^  y,  z  mufs  durch  3  teil- 
bar sein. 

Denn  jede  durch  3  nicht  teilbare,  positive  oder  negative,  Zahl 
besitzt  die  Form  3w  +  1,  und  der  Kubus  derselben 

27w3  +  27w*  +  9w+ 1 
ist  von  der  Form  9w  +  1.  Wenn  demnach  keine  der  Zahlen  a;,  y,  z 
durch  3  teilbar  wäre,  so  müfste  die  Summe  ihrer  Kuben  a^^  +  y'  +  js' 
von  einer  der  Formen  9^+1,  9n  +  3  sein,  sie  könnte  sich  daher 
nicht  auf  Null  reducieren.  Mithin  ist  notwendig  eine  der  Zahlen  x,  y,  z 
durch  3  teilbar. 

Zweitens:  Diejenige  von  den  Unbestimmten,  welche  ge- 
rade ist,  ist  gleichzeitig  durch  3  teilbar. 

Bezeichnen  wir  die  durch  2  teilbare  Unbestimmte  mit  z^  und 
setzen  wir  z  =  —  2"*m,  wo  u  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung: 

ar^  +  i^^  2''»w*. 
Wir  behaupten,  dafs  u  durch  3  teilbar  sein  mufs. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  dafs  u,  falls  dies  möglich  wäre,  nicht 
durch  3  teilbar  sei,  so  ergiebt  sich  Folgendes:  Die  linke  Seite 
x*+  y*  ist  das  Produkt  der  beiden  Faktoren  a:  +  y  ^^d  (a;  +  y)*  --  3a;y, 
welche  nur  3  zum  gemeinsamen  Teiler  haben  können.  Da  nun  3  in 
der  rechten  Seite  2^^  ti^  nicht  aufgeht,  so  folgt  daraus,  dafs  diese 
beiden  Faktoren  prim  zu  einander  sind.  Ihr  Produkt  soll  ein  Kubus 
sein;  folglich  mufs  jeder  dieser  Faktoren  ein  Kubus  sein.  Beachtet 
man  femer,  dafs  a^  —  ipy  +  y*  stets  eine  ungerade  Zahl  ist,  so 
ergiebi  sich,  dafs  2'"*  ein  Faktor  von  a?  +  y  sein  mufs.  Demnach 
hat  man  zu  setzen: 

ip  +  y  =  s'*»  «^ 

a^  —  xy  +  y*=        /3*, 
so  dafs  also  u=^aß  angenommen  ist,  wobei  ß  positiv  und  prim  zu  cc  ist. 
Bringt  man  jetzt  die  zweite  Gleichung  auf  die  Form: 

i,_(«±»)'+ 3  (£=»)', 

80  sieht  man,  da  die  rechte  Seite  von  der  Form  p*  +  3g*  ist,  dafs 
ihr  Teiler  /3,  welches  eine  ungerade  Zahl  ist,  von  derselben  Form 
sein  mufs.     Setzt  man  also: 


^  =  r  +  3/,     ferner     (/' +  ß>/=:3)''  =  F  +  ß)/:^, 
woraus  aicli 

ergiebt,  ao  erhält  man: 

Man  kann  daher  der  vorstehenden  Gleichung  allgemein  genügen  durch 
^  +  V  _  j?  ^-V  _(t 

Hieraus  ergiebt  Bich: 

x  =  P  +  3pg-9f^~i<f 

3/  =  r  -  V'ü  -  ^fg'  +  Sff'. 

Da  Qim  2  als  nicht  teilbar  durcb  3  angenommen  ist^  so  mufs  eine  der 
Zahlen  Xy  y  und  somit  [lueh  f  durch  3  teilbar  sein.  Alsdann  aber 
w (Irden  die  beiden  Zahlen  x  und  j/  und  somit  auch  die  dritte  e  dnrcli 
3  teilbar  sein^  was  unarer  Vorauaseteung  widerspricht. 

Demnach  mufs  die  durch  2  teilbare  Unbestimmte  g  aucb  durfU 
3  teilbar  sein;  man  hat  daher  allgemein  ^=  —  2"" 3"«  zu  setzen^  wo- 
bei w  eine  zur  Zahl  6  relativ  prime  Zahl  bedeutet  Die  gegebeoe 
Gleichung  ist  daher  stets  von  der  Form: 

tj^ -\- y^  =  2^'^d^''u\ 

Drittens:  Die  Gleichung  ar^  + «/^'^2^"'3^"«^  ist  unmuglicL 
Wir  setzen  für  den  Augenblick  voraus/dafs  diese  Gleichung  befrie- 
digt werden  kÖnnte^,  ohne  dafs  eine  der  Unbestimmten  gleich  Null 
seL  Die  beiden  Faktoren  der  linken  Seite,  uiLmlich  x  -\-  y  und 
a^  —  xif  +  y^f  haben  3  als  gemeinschaftlichen  Faktor^  aber  keine 
höhere  Potenz  von  3,  da  3  nicht  in  ay  aufgeben  kann;  ferner  ist  der 
zweite  Faktor  ungerade.  Mithin  zerfüllt  die  in  llede  stehende  Glei- 
chung notwendig  in  zwei  andere,  uämlich: 

3^-^y^y^=       Bß\ 
und  zugleich  ist  u  ^  txß. 

Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  laf|t  aich  auf  die  Form  bringen: 

und  hieraus  folgt,  dafs  ß  ebenfalls  von  der  Form  p^  +  3^^  ist  Setit 
man  also,  wie  oben: 
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ß^f^  +  Sg»     und     /J'  —  J'^  +  SGS 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

und  dieser  genügt  man  allgemein  durch: 

^-y  __TP         £±y.  —  a 
~2  ^'  6      ~^- 

Diese  letztere  giebt,  wenn  man  einsetzt: 

In  dieser  Gleichung,  in  welcher  P  —  g^  eine  ungerade  Zahl  ist,  weil 
/*  +  3flr*  eine  solche  ist,  mufs  g  durch  2^"*'"^  teilbar  sein.    Ist  daher: 

^  =  2»"-M,    f+g^B,    f-9  =  C, 
SO  hat  man: 

Da  nun  das  Produkt  ABC  ein  Kubus  ist  und  die  Faktoren 
A,  B,  C  prim  zu  einander  sind,  so  mufs  jeder  von  diesen  Faktoren 
ein  Kubus  sein.     Man  mufs  also  setzen: 

A==X\    B  =  ^\    C  =  v\ 
und  dies  giebt: 

f  +  g  =  fi\    f^g  =  v\    ^  =  2»— U« 

und  zugleich: 

A^i,  =  3»-^«. 

Hieraus  folgt  die  Gleichung: 

^3  _  3,8  ^  2»"»A», 

welche  der  gegebenen  Gleichung  ähnlich  ist,  und  bei  der  man  zu 
beachten  hat,  dafs  eine  der  drei  Zahlen  A,  fi,  v  den  Faktor  3"~^  ent- 
halten mufs.  Nach  dem,  was  wir  unter  „Zweitens*^  bewiesen  haben, 
mufs  aber  das  Glied  2"*^,  welches  bereits  durch  2  teilbar  ist,  not- 
wendig auch  durch  3  teilbar  sein.  Mithin  hat  man  A  =  3*»"*^  zu 
setzen,  wodurch  sich  die  Gleichung  ergiebt: 

^8  _  V»  =  (2"»3«-»^y. 

Somit  erhält  man  aus  der  Gleichung  rc^  +  y*"=(2"'3"w)^,  in  welcher 
die  eine  der  unbestimmten  Zahlen  durch  3*  teilbar  ist,  eine  andere 
ähnliche  Gleichung,  in  der  die  entsprechende  unbestimmte  Gröfse  nur 
durch  3"—^  teilbar  ist.  Wiederholt  man  daher  diese  Transformationen 
so  oft,  als  n  Einheiten  enthält,  so  gelangt  man  zu  einer  letzten 
transformierten  Gleichung  x^  +  y'^  =  /*,  in  welcher  keine  der  Zahlen 


X  y  y\  z  durch  3  teilbar  ist.  Diese  Gleichung  ist  aber  nach  dem 
ersten  Teile  dieses  Beweises  unmöglich;  mithin  ist  die  gegebene 
Gleichung  a?  -\-  y^  -{-  ^  =  0  ebenfalls  unmöglich. 

§4. 

Über  die  Gleichung  xr'  +  y»  +  ;sfö  =  0. 

654. 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dafs  eine  der  Unbestimmten  durch  5 
und  sogar  durch  25  teilbar  sein  mufs.  Ist  x  diese  Unbestimmte,  und 
setzt  man  a;  =  —  btr,  wo  r  eine  ungerade  positive  und  zu  bt  relati? 
prime  Zahl  bedeutet,  so  folgt  daraus,  dafs  die  Gleichung  i^-\-^=—T' 
notwendig  in  zwei  andere  zerfallt,  nämlich: 

y  +  z  =  b^1^ 
y*--y'^  +  3^V-yr^  +  j^  =  br\ 
Nachdem  dies   vorausgeschickt  ist,  müssen  wir    zwei   Fälle    unter- 
scheiden, je  nachdem  x  gerade  oder  ungerade  isi 

655. 

Erster  Fall:    x  ist  eine  gerade  Zahl. 

Alsdann  ist  t  gerade,  y  und  z  sind  ungerade  und  die  zweite  der 
Gleichungen  (a)  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

5  [y^y  -  (y'+2y^+^')'  _  5^. 

Dividiert  man  durch  5  und  setzt  man  an  Stelle  von  y^  -j-  2yz  +  ^ 
seinen  Wert  b^t^^,  so  hat  man: 

Bei  unsrer  Voraussetzung  sind   die  Zahlen  y  (y^  +  z^)  und  ~  •  5^/** 

ganze  Zahlen.  Femer  mufs,  da  die  linke  Seite  von  der  Form  |)*— 5g* 
ist,  ihr  Teiler  r  ebenfalls  von  dieser  Form  sein,  so  dafs  man 

setzen  kann.     Setzt  man  sodann: 

{f+gVbf^F+GVb, 
wodurch  sieb 

F=    /"(r +  50/^//*  + 125/) 

o  =  r.jHV  H-  inr.7'  +     V) 
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ergiebt,  so  wird  r*  =a  J'*  —  bG*,  und  somit 

Um  eine  allgemeine  Losung  dieser  Gleichung  zu  erhalten^  mufs 
man  zwei  Zahlen  m  und  n  derart  wählen,  dafs  man  hat: 

(9  +  4l/5)*  =  w  +  nl/5, 
wobei  h  eine  beliebige  ganze  Zahl  isi     Diese  Zahlen  genügen  allge- 
mein der  Gleichung  w*  —  5n*  =  1,  und  man  kann  setzen: 

mithin: 

-l(y«  +  ^2)  =  m-F+5w(? 

^.5H'^=mG+    nF. 

656. 

Diese  Formeln  enthalten  unendlich  viele  Lösungen,  da  man  für 
h  eine  beliebige  ganze  Zahl  nehmen  kann;  diese  unendlich  vielen 
Lösungen  können  aber  nur  fünf  verschiedene  Formen  annehmen. 

Welches  nämlich  auch  der  Exponent  k  sein  möge,  er  ist  immer 
von  einer  der  fünf  Formen:  5i,  5i+l,  5i  +  2.  Ich  bemerke  aber, 
dafs  der  unbestimmte  Teil  5i  weggelassen  werden  kann,  gleich  als 
ob  er  in  den  Ausdruck  von  r^  enthalten  wäre.     Denn  man  kann 

(/•+fl' V'5)(9  ±4l/ö)'  =  r +/v^ 
setzen  und  erhält  wiederum  r=/^*  —  5gr'^,  so  dafs  man  in  den  Werten 
von  F  und  G  nur  f  und  g'  an  die  Stelle  von  f  und  g  zu  setzen 
braucht.  Wir  haben  daher  nur  die  fünf  Werte  4  =  0,  +  1,  +  2  in 
Betracht  zu  ziehen,  und  diesen  entsprechen  folgende  Werte  von  m  und  n: 
m  =  l,  9,         161 

«  =  0,      +4,    +72. 

657. 
Wir  bemerken  ferner,  dafs  in  der  Gleichung 

l..öH'^  =  mG  +  nF, 

in  welcher  G  stets  durch  5  teilbar  ist,  das  Glied  nF  durch  5  nur 
dann  teilbar  sein  kann,  wenn  n  durch  5  teilbar  ist.  Denn  da  r  prim 
zu  5^  und  sein  Wert  p  —  5g^  ist,  so  kann  f  und  somit  F  nicht  durch 
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5  teilbar  sein.  Mithin  kann  man  von  den  fünf  Werten  von  n  nur 
den  Wert  n  =  0,  welcher  dem  Werte  m  =  1  entspricht,  benatzen. 
Hierdurch  ergiebt  sich  als  die  einzig  zulässige  Lösung: 

oder: 

i.ö««'»»  (,(/»  + 10/^^« +  5/). 

In  dieser  Gleichung  sind  die  beiden  Faktoren  der  rechten  Seite 
prim  zu  einander,  und  g  ist  als  gerade  Zahl  anzunehmen.  Denn  wäre 
g  ungerade,  so  müfste  f  gerade  sein,  und  die  rechte  Seite  unsrer 
Gleichung  würde  ungerade  sein,  während  die  linke  sich  durch  2^  teilen 
läfst,  weil  t  eine  gerade  Zahl  ist.  Es  folgt  hieraus,  dafs  die  Tor- 
stehende  Gleichung  in  zwei  andere  nur  in  folgender  Weise,  wobei 
t=  2ur   angenommen  ist,  zerlegt  werden  kann: 

g  =  5«2^w^^ 
f'  +  lOpg^  +  ög'^r''. 
In    der   zweiten  Gleichung   läfst   sich    die    linke  Seite  auf  die  Form 
(/^  +  ög^y  —  ö(2g^y   bringen;   mithin   mufs   ihr  Teiler  r    von  der 
Form  p*  —  5q^  sein.     Dasselbe  ist  der  Fall  bei  r'^,  und   man  kann 
demnach  setzen:  • 

r'«  =  /^2_5^'2^      also    r'""  =  F^  —  5G'\ 
wo  F'  und  6r'  Funktionen    von   derselben   Art   wie  F  und  G  sind. 
Man  erhält  daher  die  Gleichung: 

(/^  +  5^^)*  -  5(2/)«  =  r^  -  5(?'S 
in  welcher  2g*  =  5^^2^^u^  ist,  und  findet  dann,  wie  oben,   dafs  die 
einzig  zulässige  Losung  die  folgende  ist: 

511 .  219 .  M«o  =  /  (f^  +  10^«^'*  +  5^'*). 
Setzt  man  ferner  u  =  «*'/',  wo  r"  prim  zu  10m'  ist,   so  kann  diese 
Gleichung  nur  auf  folgende  Art  in  zwei  andere  zerfallen: 

g'  =  5'''2''U*' 

r+lOpg^  +  bg^^r'^^    . 

658. 
Wir  kommen  also  wieder  zu  Gleichungen,  welche  stets  dieselbe 
Form  besitzen,  und  deren  Anzahl  ins  Unendliche  vermehrt  werden  kann. 
Da   wir   nun   nach    einander   o;  =  —  5<r,    t  =  2fir  ,    u  =  ur\ 
xi  SS  w'V"  u.  s.  w.  gesetzt  haben,  so  ergiebt  sich  hieraus: 
i  =sz  2ur  =2ur  r    ^=2u  r  r  r    ==..., 
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so  dafs  also  die  Anzahl  der  Faktoren  r  in  dem  Ausdri 
ständig  zunimmt.  Jeder  von  diesen  Faktoren,  welche 
Gleichmig  von  der  Form  r^<*"«  =  /*  +  lO/'V  +  ^9^  ^^ 
wo  f  und  g  beständig   wachsende  Zahlen  sind,   weil  j 

r^  >  5/*  ist,  ist  sicher  gröfser  als  1  und  kann  als  gar 
kleiner  als  2  sein.  Wenn  man  demnach  auch  annim 
Reihe  w,  u,  w", ...  die  Einheit  zur  Grenze  habe,  so  ¥ 
Wert  von  t,  der  aus  unendlich  vielen  Faktoren  2,  r 
welche  nicht  kleiner  als  2  sein  können,  zusammenges 
jede  gegebene  Grofse  übersteigen.  Dies  steht  aber  nicht 
mit  der  Voraussetzung,  dafs  die  ursprünglichen  Werte  y 
endlichen  Zahlen  gegeben  seien.  Mithin  ist  die  gegebä 
in  dem  ersten  Falle,  wo  die  eine  der  Unbestimmten  glei( 
2  und  durch  5  teilbar  sein  soll,  unmöglich. 

659. 
Zweiter  Fall:    x  ist  eine  ungerade  Zahl 

Alsdann  ist  von  den  beiden  Unbestimmten  y  unc 
gerade,  die  andere  ungerade,  und  die  zweite  der  QU 
läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

Hieraus  sieht  man,  dafs  ^  V^  ^^^^  ^^^^  ganze  Zahl  i 
^  —  Y  y^  +  ^  durch  5  teilbar  sein  mufs.    In  der  Tha 

Mithin  kann  die  vorige  Gleichung  folgendermafsen  geschri 

(»■-6(^*»'-+-)'— A 
und  da  die  ungerade  Zahl  r  ein  Teiler  einer  Zahl  vo 
p*  —  5  g*  ist,  in  welcher  jp  und  q  prim  zu  einander  s; 
sie  selbst  von  dieser  Form  sein.  Dasselbe  gilt  von  —  r, 
lieh  jede  Zahl  von  der  Form  p^  —  5g*  auch  zugleich  v 
5a*  —  6*  ist.     Man  kann  daher  —  r=^f^  —  bg^  annehm( 

man  wie  oben  (Z'+fi'  V^^  =*  •^+  ^  V^y  so  erhält  man  — i 
und  die  aufzulösende  Gleichung  wird: 

2.^ 
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Ist  wiederum  m -\-  n  Yb  =  (9  4:*  V^)*>   so   erhält   man  die  allge- 
meine Lösung  dieser  Gleichung/ wenn  man 

aetzi     Hieraus  folgt: 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

y  (y +  «)*=(»»  +  n)F+  (m  +  5n)G 
oder: 

ö'^i«  =  (m  +  n)F  +(m  +  5n)G. 

660. 
Da  G  stets  durch  5  teilbar  ist,  während  F  sich  nicht  durch  5 
teilen  läfst^  so  kann  diese  Gleichung  nur  bestehen,  wenn  m-^n  durch 
5  teilbar  ist.  Aus  den  fünf  oben  angegebenen  Werten  von  m  und  n 
findet  man  aber,  dafs  diese  Bedingung  nur  durch  m  =  9,  n^=^  —  4 
erfüllt  werden  kann,  und  hieraus  folgt: 

ÖH'^'^ÖF-  11  ö, 
oder,   wenn  man   durch  5  dividiert   und   die  Werte   von  F  und  G 
einsetzt: 

5«<>»  =  f*{f-  llg)  +  lOfg'iöf -  llg)  +  5<7*(25/--  11^;). 
Aus  dieser  Gleichung  erkennt  man,  dafs  f — g  durch  5  teilbar  sein 
muTs.     Ist  also  f=g-^hfWoh  eine  durch  5  teilbare  Zahl  ist,  so 
hat  man  /*+  g  j/5  =  Ä  +  fl'  (l  +  V^>  so  dafs  man  direkt  setzen  kann: 

F+GY5=^[h  +  g{l+yDY 

=  Ä*  +  5¥g  (l  + 1/5 )  +  20Äy  (3  +  Yö) 
+  80Äy(2+V^+40Ä(^(7+3l/5)  + 16^^(11+5^5). 
Hieraus  ergeben  sich  die  besonderen  Werte  von  F  und  G;  da  wir 
aber  nur  die  Gröfse  F —  G  brauchen,   so   können  wir  in  dieser 

Gleichung r~  ^^  ^^^  Stelle  von  "j/ö  setzen  und  erhalten  so: 


5 
11 
6 


F--^G^  h{¥  —  6h^g+  16AV- 16Ä/+  16flr*); 


folglich: 

5^10  _  j^Q^A  _  6^3^  ^  16ÄV  —  16*/  +  16(7*). 
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661. 

Man  weifs  bereits,  dafs  A  durch  5  teilbar  ist,  während  dies  bei 
g  nicht  der  B'all  ist.  Beachtet  man  femer,  dafs  h  ungerade  sein 
mufs,  und  dafs  somit  die  beiden  Faktoren  der  rechten  Seite  prim  zu 
einander  sind,  so  kann  man  dieser  Gleichung  nur  dadurch  genügen, 
dafs  man  sie  in  zwei  andere  zerlegt,  wie  folgt: 

A4_  6*8^  +  i6Ay  —  16Ä/  +  16^  —  r'\ 

wobei  t  =  ur   angenommen  und  r   prim  zu  5m  ist. 

Die  zweite  Gleichung  läfst  sich  auf  die  Form  bringen: 

r""  =  (A*  -  3gh  +  6g^'  -  5(gh  -  2g^)\ 

woraus  ersichtlich  ist,  dafs  /  von  der  Form  p^  —  5g*  sein  mufs. 
Dasselbe  gilt  von  r  ^  Man  kann  daher  r  *  =  f^  —  bg^  setzen,  woraus 
sich  r  *^  =  i^'*  —  56r'*  ergiebt,  und  der  vorstehenden  Gleichung  all- 
gemein genügen  durch: 

Ä*  —  ^gh  +  6^»  =  mr  +  5nG' 
gh  —  2g^^nF'  +  mG\ 
Hieraus  erhält  man  schliefslich  A^  oder 

5«w«o  =  (m  +  3n)r  +  (ßm  +  5n)G\ 

Da  G',  aber  nicht  f ,  durch  5  teilbar  ist,  so  kann  diese  Gleichung 
nur  bestehen,  wenn  w  +  3n  durch  5  teilbar  ist.  Die  einzigen  Werte 
von  m  und  n,  welche  genommen  werden  können,  sind  daher  m  «=  161, 
n=  — 72,  und  hierdurch  ergiebt  sich,  wenn  man  durch  5  dividiert: 

b'^u^^-^G'  -11  r, 

oder  wenn  man  die  Werte  von  F  und  G'  einsetzt: 

b^^u^  =  r{l2Sg  —  HD  +  10pg\l23g'  -  bbf) 

+  5/^(123/  -  275r). 

662. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  Sg'  —  f  durch  5  teilbar  ist.  Setzt 
man  also  f  =  3g'  —  A',  so  erhält  man: 

oder  wenn  man  entwickelt: 


r  +  G-yb-^-  A'5  +  Öh'*g'{S  +  yi)  —  20Ä'V*  (7  +  3  y'ö) 

+  SOÄ'V  (9  +  4  yh)  -  40h' g*  (47  +  21  V^ö) 

+  16(/'*(l23+55}/5). 

123 

Multipliciert  man  das  Ganze  mit  —  11  und  setzt  man 5"^*^  ^^^ 

Stelle  von  lll/ö,  so  ergiebt  sich  —r-Gr  —  IIjF'  oder: 

511^20  =  Ä'(11Ä'*  -  42Ä'V  +  64Ä'V'  —  48Ä'^'5  +  16^'*)- 
Da  nun  1i   durch  5  teilbar,  dagegen  g'  nicht  durch  5  teilbar  ist,  so 
kann  diese  Gleichung  nur  auf  folgende  Weise   in  »wei  andere  zer- 
fallen: 

11/*'^  —  42A'V  +  64A'V3  -  4Sfig^  +  IGg'  =  r'^, 
wobei  u  =^  ur'  au  genommen  ivad  r"  prim  zu  5«   ist. 

Diese  letztere  Gleichung  iälat  sich  auf  die  Form  bringen: 
4r"2*'  =  (8/^  -  Ugli  +  iKy  ^  bK\ 
aus  welcher  folgt^  dafs  r*  von  der  Form  j>*—  5g^  sein  muTs.    Dassel l>e 
gilt  von  r"^  Man  kann  daher  r"^^f'^  —  ^g"^  setzen  und  erhält: 


r 


'^^  =  F"^  —  5&'\ 


Ist  jetzt  4  ^=  ft^  —  bv^ j  wo  ^  und  v  ungerade  Zahlen  sind,  ao  kann 
man  setzen: 

8/^  -  12g  IC  +  7Ä'^+  h'^  Yb  =  (F"  +  G'Y5)(^  +  i/l/ö), 

demnach: 

//« =  ^a"  +  vF". 

Da  jedoch  Ä'  und  G"  durch  5  teilbar  sind,  während  F'  sich  nicht 
durch  5  teilen  läfstj  so  kann  diese  Gleichung  nur  dann  bestehen, 
wenn  v  durch  5  teilbar  isL     Und  da  allgemein 

^  +  v]/5  =  (3  +  yh){m  +  n  l/5), 
also  pL  =  3m  +  5k,  v  =  ty*  +  3»  ist^   so  kann  mau  nyr  die  Weiie 
m  =  161  j   «  ^  —  72  brauchen,   woraus  sich  ^  =  123,    v  =  —  55 
ergiebt*     Man  hat  daher: 

5^V*"=123G"  — 55i?^'. 

663, 

Wir  kommen  also  wieder  auf  eine  Gleichung  zurück,  die  der 
bereits  betrachteten  Gleichung  ö^'w^^' -- 123G' —  55F'  ähnlich  iit 
Daraus  folgt,  dafs  die  nämlichen  Transformationen   bis  ins  Uneud- 


liehe  fortgesetzt  werden  können.     Dies  würde  aber  voraussetzen,  dafs 
die  ursprünglichen  Werte  der  Unbeßtimmten  unendlich  grofs  seien. 
Denn    da   wir   nach    einander    a;  =  —  ötr,    t  =  ur\    u  =  ur\ 
u  =  mV",  u.  s.  w.  gesetzt  haben,  so  wird: 

t  =  ur  =  u  r  r    c=  u  r  r  r    ==•••, 

so  dafs  also  die  Anzahl  der  Faktoren  r  in  dem  Ausdrucke  von  t  be- 
ständig zunimmt.  Diese  Faktoren  werden  bestimmt  durch  Gleichungen, 
welche  sich  auf  eine  und  dieselbe  Form  bringen  lassen,  nämlich: 

/i«  =  r«  +  5rÄ«  +  5Ä*,    /'»o „  /4  ^  5/2ä'2  ^Qh'\  u.  s.  w. 
Ferner  hat  man: 

h  =  ö'u'\    K  =  5"u  «^,    r  =  5»^m"*«,  u.  s.  w., 

so  dafs  die  Gröfsen  Ä,  h\  h", . . .  sehr  schnell  wachsen,  selbst  wenn 
man  annimmt,  dafs  die  Zahlen  u,  Uy  u\  ...  die  Einheit  zur  Grenze 
haben.  Mithin  können  die  Zahlen  r,  /,  r", . . .,  welche  stets  grofser 
als  1  sind,  nicht  kleiner  als  2  sein,  und  es  wird  somit  der  Wert 
von  t  unendlich  grofs  werden.     Es  läfst  daher  die  Gleichung 

rr*  +  j/^  +  ^  =  0 
eine  Lösung  in  ganzen  Zahlen  nicht  zu*). 


§5. 

Einige  Sätze  aus  der  Analjrsis  nebst  neuen  Formeln  für  die 
Winkelteilung. 

664. 

Satz  1.  Ist  n  eine  beliebige  Primzahl  aufser  2  und  setzt 
man  aj*  —  y"  ==  (x  —  j/)P,  wo  P  das  Polynom  a;"~^  +  J/^""^ 
+  y^x^^^  -[-...  -j-  yn—i  bedeutet,  so  kann  man  stets  der 
Gleichung 

4P=(2»  +  w2?2 

Genüge  leisten,  wobei  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt, 
je  nachdem  n  von  der  Form  4m  -f-  3  oder  von  der  Form 
4wi  +  1  ist 

Dieser  Satz  ist  schon  oben  in  No,  510  bewiesen  worden.  Wir 
haben  ferner  gezeigt,  wie  man  die  Werte  der  Funktionen  Q  und  H 


*)  Einige  weitero  Untersuchungen  über  dm  Gleicliuug  0  ^^  a;^  -|-  \f  -\-  s'*, 
ju  welcher  n  einti  l^riiUKahl  und  grOf^er  als  6  ist^  ketnn  tuaii  in  den  Abhaud- 
iuugcu  der  Akademie  vom  Ji^hre  1SS23  nachleseD,  Anm,  d.  Verf. 


in  beiden  Fällen  bestimmt,  und  obwohl  die  Formeln,  die  wir  im 
Sinne  haben,  für  y  =  1  gelten,  so  können  sie  doch  leicht  anf  einen 
beliebigen  Wert  von  y  angewendet  werden,  wenn  man  das  Gesetz 
der  Homogeneität  beachtet. 


665. 
Satz  2.     Ist  n  eine  Primzahl   von   der   Form  4m  -{-  1,  und 
setzt  man:  (/•+^|/w)"=  F+  Gyn,  ferner  F^fP,  G  =  ngQ 
uüd  daher: 


P  = 


80  behaupte  ich,  dafs  sieh  die  Polynome  P  und  Q  allge- 
mein auf  die  Form  X' — nY^  bringen  lassen.  Mau  kaan 
somit  setzen: 

wo  Aj  Bj  Cj  D  Polynomti  2w*"'' Grades  in  /"und  f/  sind,  deren 
Koefficienten  ganze  Zahlen  sind, 
äetzt  mau  nämlich: 

p  =  f-\-fjy^i,      q  =  f  —  {jyn^ 
m  wird: 

Nach  dem  Satze  L  lafat  sich  aber  die  Funktion  4P  auf  die  Form 
X^ -^  nY^  bringen,  in  welcher  iat: 

Und  da  allgemein  pq  rational  ist,  ebenso  wie  ^?*  +  $^,  wo  h  eine 
beliebige  ganze  Zahl  istj  ao  folgt  daraus ,  dafs  sich  X  und  F  aof 
Polynome  von  f  und  ^  reducieren,  die  homogen  und  ?om  Grade  2m 
Bind.  Werden  diese  Polynome  durch  2  geteilt,  so  stellen  aie  die 
Werte  von  A  und  B  in  der  Gleichung  P^^  A^  —  7iB^  dar.  Zugleich 
sieht  mao,  dafg  die  Funktion  P  aus  zwei  reellen  Faktoren  A-^BY^ 
uud  A^  BYn  zusammengesetzt  ist,  die  keine  Irrationalität  wmter 
enthalten,  als  |/n* 
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Analog  hat  man: 

^        n       p  —  q 
Setzt  man  aber: 

!>"  -  2"  =  (l>  -  2)^. 
80  giebt  der  Satz  1.  ebenfalls: 

und  zwar  ist: 

"° [+  23««  +P3»"— » +  öj|)V"*""*— a8l>*2*"*"''+  •  •  -J "^     ^    ^^^ 

Diese  Werte  verwandeln  sich  ebenso  in  rationale  Polynome  von 
f  und  g.  Der  Gleichung  ^nQ  =  X'*  —  nZ**  zufolge  mufs  aber  X' 
durch  n  teilbar  sein;  setzt  man  also  X'=nZ',  so  wird  4©*=nZ'* —  F'^ 
Da  endlich  n  eine  Primzahl  von  der  Form  4n»-{-l  ist,  so  läfst  sich 
die  Funktion  Q  immer  auf  die  Form  C7*  —  nD^  bringen.  Man 
braucht  dazu  nur 

cf  +  i)  v^  =  (4- r + 4  Z' v^)  (<  -  u  l/n) 

zu  setzen,  wo  t  und  u  die  kleinsten  Zahlen  sind,  die  der  Gleichung 
<*  —  WM*  -=  —  1  genügen. 

666. 
SatB  8.    Ist  n  eine  Primzahl   von   der  Form  4«ii  -f~  3  und 
setzt    man:    {f  +  gV^^''  =  F+GY^^,     ferner    F=fP, 
Gz=:sngQ  und  daher: 

SO   lassen   sich   die   Polynome   P  und   Q   in   zwei   rationale 
Faktoren  zerlegen,  so  dafs  man  erhält: 
P^AB,    Q  —  GB, 
wo  Ay  B,  C,  B  Polynome  von  f  und  g  vom  Grade  ^(n— 1)  sind. 
Ist  nämlich: 

p  =  f+gV^^y    q^f-gV^^, 
so  erhält  man: 
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x  = 
r 


Wegen  dieser  Form  kann  man  4P=  X*  +  nF*  setzen,  wenn  man 
i  +  22*™+ 1  —jpg»"'  +  OjP*2*'»-^  —  Ojjjäg*'»-«  4 

annimmt.  Da  nun  die  Grölsen  pq  und  p^  -f-  g^  reell  und  rational 
sind,  so  ist  es  die  Gröfse  X  ebenfalls.  Was  den  Wert  von  Y  an- 
langt, so  ist  derselbe  gleich  dem  Produkte  von  p  —  q  und 
Polynom : 


Z=^pq- 


„2  m— 1 ^2  »»—1 


-6^2' 


„2  m— 3      -.2  m— 8 


fes^Y 


2m-^___^2ro~5 


Der  Wert  desselben  ist,  wie  der  von  X,  reell  und  rational.  Wegen 
p  —  g  =  2flf|/ — n  hat  man  also:  4P  =  X*  —  ^v?g^Z^.  Mithin  ist 
P  gleich  dem  Produkte  aus  den  beiden  Polynomen  y  X  +  ngZ  und 

-r-  X  —  «ßfZ.     Die  letzteren  sind  die  Werte  von  A  und  JB. 
In  ähnlicher  Weise  hat  man: 

Man  kann  daher  4»§  =  X'*  +  «Y'^  setzen^  und  zwar  ist  dabei: 


M 


2m  . 


agpV"*"^  —  cyj^ff^"*"* 


Der  Wert  von  Y'  reduciert  sich  auf  eine  reelle  und  rationale 
Gröfse.  Was  den  Wert  der  Funktion  X'  angeht,  so  ist  derselbe 
gleich  dem  Produkt  aus  ^  —  g  oder  2gy  —n  und  dem  Polynom: 

Z' 


2  m+1        2  m+1  ^2  m-l__  2  m-1 

2 .  ^^ — r-4 l-i>?-  ^^ ~ — 


■<^^<^-'-r^ 


dessen  Wert  reell  und  rational  ist.  Mithin  hat  man  X'  ==  2gZ'  y—n 
und  4Q=T^  —  4kg^Z'\  Folglich  läfst  sich  Q  in  die  beiden  ratio- 
nalen Faktoren  y  T  +  gZ'  und  y  F  —  jfZ',  welches  die  Werte  von 
C  und  Z)  sind,  zerlegen. 


§  5.  Einige  Sätze  ans  der  Analyns  nebst  neuen  Formeln  f.  d.  Winkelteilung.    363 

667. 
Su  zerlegt  sich  z.  B.  im  Falle  n  =  l  das  Polynom 
P  =  f^  —  ^nYg*  +  5nV/  —  «V 
in  die  beiden  Faktoren: 

A  =  r  +  nf*g-  v?f(^  +  ny 
B  =  r-»r9-  n'fg*  -  ny. 
In  demselben  Falle  zerlegt  sich  das  Polynom: 

Q^r-  önfY  +  3n»/^flr*  -  ny 
in  die  beiden  Faktoren: 

C^r-nrg  +  nfg'  +  ng' 
D=P'\-npg^nfg'^ng', 
Ebenso  labt  sich  im  Falle  n  »>  11  von  den  Polynomen: 

P=  /-lo  _   5n«/«(7«  +  30nYV  —  42n*/^/  +  15nW  —  w'^^' 
^  =  /•*«—  15w  /*/  +  42nYff*'  —  30w^/^/  +    5n*/^^  —  n^" 
das  erste  in  die  beiden  Faktoren 

A  =  f^  +  Snf^g  +  2n»/^(/«  +  2w«rfiF«  -  nY^  -  nV 
B  =  r-  ^nf'g  +  2nYg^  -  2nYV  -  ^Y/  +  ^V, 
das  zweite  in  die  beiden  Faktoren 

C  =  /•»  +  w/^</  —  2nPg^  —  2n^P^  —  Sn^fg^  -  nY 
D^r-nfg-  2n/V  +  2nY  V  -  3nY^*  +  nV 
zerlegen.    Übrigens  könnte  man  aus  der  Ähnlichkeit^  welche  zwischen 
den  Funktionen  P  und   Q  besteht,  leicht  die  Faktoren  yon  Q  mit 
Hülfe  der  Faktoren  von  P  finden  und  umgekehrt.     Dazu  müfste  man 
ng  in  f  und  f  in  g  verwandeln. 

668. 

Diese  Sätze,  welche  sich  auf  die  n*"  Potenzen  von  Z'  +  flf  Yn 
beziehen^  lassen  sich  auch  auf  die  Potenzen  von  cos  9  4" 
y —  1  sin  q>  anwenden,  und  daraus  ergeben  sich  neue  Formeln  für 
die  Teilung  der  Winkel  Wir  werden  zeigen,  wie  man  direkt  zu 
diesen  gelangt 

Durch  Entwicklung  der  Oleichung 

(cos  9  +  V—l  sin  (pY  =  cos  ng>  +  Y —  1  sin  ng) 
erhält  man  unmittelbar  die  beiden  Formeln: 
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sinwqp  ^     -  »(n  — l)(n— 2)  .     «        .    - 

gm  9  ^  1  •  2  •  8  y  ^ 

.    «(n^l)(n— 2)(n-3)(n— 4)         .     ,       .    - 

C08n9  «    1  n(n  — 1)         _     ,       .    o 

=    cos  ^~^  w \   c      cos*""*©  sm*g? 

C08  9  ^  1-2  y         r' 

,    n(n--l)(n-2)(n— 3)          ^    .       .    . 
+  "^ 1   2>8-4 COS—09  sm  V 

Wenn  nun  n  irgend  eine  Primzahl  i^t,  so  lassen  sich  die 
Polynome,  welche  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  bilden,  stets 
in  zwei  Faktoren  zerlegen ,  deren  Koefficienten  keine  andere  Irratio- 
nalität als  Yn  enthalten.  Und  da  diese  beiden  Formeln  aus  einander 
entstehen,  indem  man  einfach  -r-  —  9>  an  die  Stelle  von  q>  setzt,  so 

braucht  man  nur  zu  zeigen,  wie  die  Zerlegung  der  ersten  bewerk- 
stelligt wird.  Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  jedoch  zwei  Fälle 
unterscheiden,  je  nachdem  die  Primzahl  n  von  der  Form  4in  -f~  1 
oder  von  der  Form  4m  +  3  ist.        « 

669. 

Brster  Fall:  n  «»  4m  -|-  1- 

Wir   haben   gezeigt,   dafs   sich   für  die  Primzahlen  von  dieser 

Form  die  Funktion  X=  ^''-y'*    stets  auf  die  Form  ^(Y^-nZ^) 

X  —  y  4  ^  ' 

bringen   läfst,   welche   aus   zwei   reellen  Faktoren  —  Y  -\-  -^  Z  Y^ 

und  —  Y—  -r-  ZYn  zusammengesetzt  ist.    Dabei  ist: 
2  « 

Wir  haben  ferner  die  Hülfsmittel   angegeben,   vermöge  deren  man 

in  allen  Fällen  die  Koefficienten  a^^  %;.«.^9  &s>  ^39  •  •  •  ^n  ^ 
stimmen  kann.. 

Ist  nun  a;  =  cos  g)  +  V— 1  sin  9,  y  =  cos  9  —  V^—l  sin  y,  so 
hat  man: 

-^^        Xn  —  y*  sinny 

X  —  y  8ID  <p   ' 
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und  die  Werte  von  —  Y  und  —  Z  sind: 

H l-yöu 

Y  Z=co8(2m'-2)g>  +  b^co8(2fn — 4)9  +  63eo8(2m— 6)9 

+  b^coa(2m  —  8)q>'\ h  y^m. 

Setzt  man  also: 

mithin: 

^  =  2co8  2w»9)  +  (l  +  y'w)co8(2w»  — 2)9  +  (a2+68y'n)co8(2w— 4)9 
+  («8+*s}/w)cos(2m-6)9  +  ...  +  |(a^  +  6^>^) 

JB  =  2co8  2w9)+  (1  —  V'w)  co8(2w»— 2)9+(a2 — feg  V^n)  cos(2w — 4)^ 

+  («3~&8>^w)cos(2m-6)9)  +  -+|(a^-&„yn), 
so  erhält  man  allgemein: 


Binnqp 


=  ^JB, 


sin  9 

SO  daTs  A  und  B  die  beiden  Faktoren  sind^  deren   Produkt  gleich 

ist  dem  Polynom: 

.    .           n(n— l)(n— 2)        .    -       .  * 
w  cos^—^y ^   1,2 -8 —   cos*""'  9  sm*9 

,    n(n— l)(n-2)(n—8)(n— 4)        ,   «      .    . 
j — ^ Li '-1 — _ii L  co8*~^a>  sm  <p  —  •  •  • 

^  1-2. 8- 4- 6  ^  ^ 

Diese  Eigenschaft  ist  um  so  bemerkenswerter,  da  sie  nicht  statt- 
finden wOrde,  wenn  die  Zahl  n  von  der  Form  4m  -{-  1  keine  Prim- 
zahl wäre. 

Um    in    ähnlicher   Weise    den  Wert    von    ^^^^^    zu   erhalten, 

cos  9  ' 

brauchen  wir  nur  in  den  vorstehenden  Formeln  ^  ""  9  ^°  ^^^  Stelle 

von  q>  zu  setzen.     Ist  also: 

(7=2cos  2wy  —  (1  +  Vi?)  cos(2w— 2)9)+(a,  +  6jl/w)  cos  (2w— 4)  9> 

-  (a8+6B>^w)co8(2m-6)9+--+ y(««+*->^^X-1)'" 
D  =  2co8  2w»9— (l— Vn)co8(2w— 2)9  +  (a2— 6j|/w)cos(2m — 4)^ 

-  (03-63  V^)cos(2m-6)9)+..-+-5-(^-6m>^n)(--l)- 


so  bat  man: 


cosnqp 
cosqp 


=  CD, 


so  dafs  also  C  und  D  die  beiden  Faktoren  sind,  deren  Produkt  ^leicb 

ist  dem  Polynom: 


coa""'*9)  — 


n{n-l) 


cos"  ""^9?  sirr^p 


+  2,3,4    C0S»"Vöin>  - 


670. 

Setzt  man  — ^ ^  =0  oder  ^J?^0,  so  sied  die  Werte,  welche 

dieser  Gleichung  geiiiigen,  allgemein  dargestellt  durch  p  =  -—^  wo 

k  eine  beliebige ^  durch  n  nicht  teilbare  ganze  Zahl  bedeutet  Denu 
fiSr  diesen  Wert  wird  sin  nqt^O^  ohne  dafs  zu  gleicher  Zeit  sin^^O 
wäre*    Ist  cot  q>  =  iSj  so  geht  die  Gleichung  AB  ^  0  über  in : 

^(n-l)(n-8)(fi-a)(t^-i)        fi 
"f  1234    5 

und  die  »  —  1  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 


B 


=  +  (cot 


cot  ' — ^,     cot  - — , 


cot 


Es  handelt  sich  jetzt  darum  zu  zeigen,  wie  sich  diese  n  — 1  Wurzelu 
auf  die  beiden  Gleichungen  A  =  0,  B  =^0  verteilen. 
Dazu  müssen  wir  zurückgehen  auf  deu  Wert: 


AB 


fl;"-y^ 


X^i 


iP«-i  ^  ^^-^y  J^  x^-^y^  H h  ?""*• 


Nun  weils  man  aber,  dafs  dieses  Poljuom  vom  GrÄde  n  —  I 
oder  4m  das  Produkt  der  4«^  Faktoren  ist: 

{x  —  Tf/)  {x  —  r^-y)  {x  —  r^y)-^  {x  —  r^'^y), 


m 


2w 


2« 


denen   man   r  ^=^  cos h  V—  1  sin  - —  setzen    kann,    und  be- 

zeichnet  man   mit  g  eine  der  primitiven  Wurzeln  von  ti,   so  lasseD 
sich  dieselben  Faktoren  in  der  folgenden  lleihenfolgo  schreiben: 


§  5.  Einige  Sätze  aas  der  Analysis  nebst  neuen  Formeln  f.  d.  Winkelteilung.    367 
-B  _  y  (cos  -^  +  V^^  8in-^) 


-.( 


COS     " 1-  y  —  1  Sin 


2p*" 


^)- 


Aus  der  bereits  entwickelten  Theorie  ergiebt  sich  femer,  dafs  das 
Produkt  dieser  4w  Paktoren,  welches  durch  -r(J^^  —  nZ^)  dar- 
gestellt wird,  in  zwei  Gruppen  von  je  2«»  Faktoren  zerfallt,  von 
denen  die  eine  durch  die  Glieder  von  ungerader  Ordnung,  nämlich: 

x^y  (cos  -^  +  ydlsin-^) 

a;-y(cos^         +VCnsin^) 


y  (co8  -•^—         +  y—  1  Bin  -^) 


( 


y  icos 


^9 


,4m— 2 


-  +  y=T 


sm 


2/"*-*« 


). 


die  andere  durch  die  Glieder  von  gerader  Ordnung,  nämlich: 
x-y(cos^  +VCnsin^) 

,._,(eos-^         +^Z:T8in^) 

x-y  (cos  -^         +  y— 1  sm  -^) 


—  y  ^cos 


2/"*~^3r 


+  V^i 


sm 


2^**""^» 


gebildet  wird.  Diese  Gruppen  von  2m  Faktoren  sind  die  Werte  von 
A  und  B\  jedoch  kann  man  nur  in  besonderen  Fällen  entscheiden, 
welches  der  Wert  von  A  und  welches  der  von  B  ist. 


671. 


Ist  X  —  y  (cos  2a  +  y— 1  sin  2a)  einer  der  einfachen  Faktoren, 
welche  in  der  den  Wert  von  A  darstellenden  Gruppe  enthalten  sind, 
so  kommt,  weil  nach  Weglassung  der  Vielfachen  von  n:  g^^  =  —  1 


ist,  ZU  jedem  Werte  von  2a  = —^ — ,  worin  k  kleiner  als  2m  ist, 


29" 


w+* 


ff 


in  derselben  Gruppe  ein  Wert  — ^ =  —  2  a  vor,  so  dafs  man 


n 


gleichzeitig  die  beiden  einfachen  Faktoren  hat: 

X  —  y  (cos  2a  +  Y — 1  sin  2a) 
a;  — '  y  (cos  2a  —  }/—  1  sin  2a). 
Aus  diesen  entsteht  der  reelle  Faktor  zweiten  Grades: 

rr*  +  y*  —  2xy  cos  2a. 
Setzt  man  hierin  die  Werte 

a;  «=a  cos  9>  +  y —  1  sin  9>,      j(  ■»  cos  9  —  ")/ — 1  sin  g> 
ein,  so  geht  dieser  Faktor  über  in: 

2  cos  2fp  —  2  cos  2a. 

Macht  man  daher  2  cos  2q>  *=  t,  so  wird  einer  der  beiden  Faktoren 
A  und  B  dargestellt  durch  das  Produkt  von  m  einfachen  Faktoren: 

und  der  andere  durch  das  Produkt: 

Diese  Formen  stimmen  mit  den  oben  gefundenen  Werten  von  A  und  B 
vollkommen  überein;   denn   setzt  man  für  cos  49,   cos  6q>,  . . .  ihre 

bekannten  Werte  als  Funktionen  von  cos  2a)  =  -^^  ein,  so  reduciert 

sich  der  Wert  von  A  auf  die  Form: 

^  =  <»«  +  a^-i  +  ^^m-2  .j ^ 

deren   Eoefficienten    keine    andere   Irrationalität    enthalten   als   Yn. 
Ebenso  verhält  es  sich  mit  dem  Werte  von  B. 

Da  die  Gleichungen  -4  =  0  und  JB  =  0  lauter  reelle  Wurzeln 
haben,  welche  in  den  beiden  Reihen 

2/~-*« 


1    .                 2« 
1    .             ign 

cofl  2*** 

cos-^ — 
n 

cos— ^^ — 

COS      ^     , 

C03       ^      , 

COS 


cos 


n 


enthalten  sind,  so  kennt  man  für  jede  Reihe  die  Summe  gleich  hoher 
Potenzen  der  verschiedenen  Glieder,  aus  denen  sife  besteht.  Dies^ 
Summe    wird    ausgedrückt   durch   die  EoefEcienten   der  zugehörigen 
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Gleichung  und  enthält  folglich  keine  andere  Irrationalität  als  Yn. 
Hierauf  beruhen  die  neuen  auf  die  Winkelteilung  bezüglichen  For- 
meln, die  wir  in  der  Überschrift  dieses  Paragraphen  angekündigt  haben, 
und  die  unter  den  bekannten  Formeln  nicht  enthalten  sind. 

Ähnliche  Resultate  ergeben  sich  aus  den  Funktionen  C  und  D, 

deren  Produkt  gleich  ^  ^^^  ist;  jedoch  sind  die  daraus  für  die  Tei- 
lung der  Winkel  entspringenden  Formeln  nicht  verschieden  von  denen, 
welche  sich  aus  den  Funktionen  A  und  B  ergeben.  Wir  lassen  einige 
Anwendungen  dieser  Formeln  folgen. 

672. 
Erstes  BeispieL 
Ist  n  =  13,  so  hat  man  m  =  3.    In  diesem  Falle  geben  die  aus 
der  Tabelle  in  Artikel  512  entnommenen  Werte  von   T  und  Z: 

«2  =  4,       05  =  — 1,       62  =  0,       h  =  l, 
und  hieraus  entspringen  die  Werte: 

^  =  2  cos  69  +  (1  +  yi3)  cos  49)  +  4  cos  29  —  i^  +  y  j/lS 

jB  =  2  cos  69  +  (1  —  yi3)  cos  4<p  +  4  cos  29)  —  4-  —  i  V^- 
Setzt  man  t  =  2  cos  2 9),  so  wird: 

A  =  t'  +  y{\  +  yn)t^  -t-  ^- 1  y^ 
B  =  <*  +  -2  {x-yvi)f-t-  ?  +  2>/i3. 

Nimmt  man  sodann  die  primitive  Wurzel  g  =  2,   so  mufs  man 
setzen: 

A  =.-  (^-2co8^)(^-2cosi^)(^-2cosi|^) 

/i=(^-2cos^)(^-2cos-^)(^-2cos-^); 
denn    alsdann    ist   das    letzte   Glied    des    ersten    Produkts,    niimlieh 

—  2  *  COS cos cos , 

n  n  n    ' 

negativ,  es  kann  somit  dem  letzten  Gliede  von  A  nämlich  — —  —  y^^^ 

gleichgesetzt  werden.  Zugleich  ist  das  letzte  Glied  des  zweiten  Pro- 
dukts, nämlich 

tx«  2«  8«  Gn 

—  2"*  cos  —  cos  —  cos  — , 

n  n  n    ' 

positiv  und  gleich  —  o  "^  Y  ^^^'  ^®^  letzten  Gliede  von  B. 

Legendre,  Zahlenthcoric  II.  24 
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Hieraus  erkennt  man  Folgendes: 

1)  Wenn  es  sich  darum  handelt,  den  Ereisumfang  in  13  gleiche 
Teile  zu  teilen ,  so  kann  diese  Aufgabe  gelost  werden  entweder  mit 
Hülfe  der  Gleichung: 

0  =  <»  -  |(Vi3  -  1)  «»  -  <  -  I  +  y  >^, 
deren  drei  Wurzeln  <  =  2  cos  -r— ,   ^  =  —  2  cos  -j^ ,   ^  =  2  cos      * 


18  '  18  '  13 

sind,  oder  mit  Hülfe  der  Gleichung: 

deren  Wurzeln  t  =  2  cos  -7»-  >  *  =  —  2  cos  -r^  ,  <  «=  —  2cos  -^  sind. 

2)   Die  Wurzeln  dieser  Gleichungen   geben,   auf  die  Potenzen 
1,  2,  3  u.  s.  yi.  erhoben,  die  Formeln: 

—  cos  -j^  +  cos  "ig-  —  X  ^y^^  ~  ^^ 


•»«    18 


cos»  ^  +  cos« -^  +  cos» -^  =  {  (11  -  V13) 
I?  -  cos» -^+ cos«  4^  =  1(1/13-1) 


COS' 


«O"     18 


u.  s.  w. 

4k 


-COS  -~-co8  ^  =  -1(1/13  +  1) 

cos»  i|.  +  cos»  4f  +  cos»  ^  =       1  (11  +  /13) 

cos»  41- -  cos»  if  -  cos» -5- =  -  [  (1/13  +  1) 
u.  s.  w. 

673. 
Zweites  Beispiel 
Ist  n  <»  17,  ti»  «s  4^  80  geben  die  aus  der  Tabelle  in  Artikel  512 
entnommenen  Werte  von  T  und  Z  für  diesen  Fall: 

««  =  5,      «8  «=7,      «4  =  4,    62—1,      63  =  !;      64  =  2 
und  hieraus  ergeben  sich  die  Werte: 

^  =  2cos89>+  (1  +l/l7)cos69  +  (5+vT7)cos49) 

+  (7  +  Vl7)  cos  29  +  2  +  /17 
JB  =  2  cos  89  +  (I  —  j/l7)  cos  69  +  (5  —  /l7)  cos  4q) 
+  (7  -  ]/l7)  cos  29  +  2  —  VT7, 


§  6.  Einige  Sätze  aus  der  Analysis  nebst  neaeu  Formeln  f.  d.  Winkelteilnng.    371 

mittelst  deren  man  erhält: 

sin  ITy  =  AB  sin  9. 
Setzt  man  2  cos  2 9 »^^^  so  gehen  die  Werte  von  A  und  B  über  in: 

^  =  «*+ 1  (1  +  v^i?)  «^  + 1  (vT7  -3) «« + (2  -yiT)  <  - 1 

■B  =  <*+  I  (1  -Vrf)  <»  -  y  (>^  +  3)  <«  +  (2  +  yi7)  <-  1. 

In  diesem  Falle  kann  man  ^  «=»  3  setzen,  wodurch  sich  ergiebt: 
A  =  0-2cos^)  (^-2cosi^)  (^-2cos^''/-)  (^-2cos^^) 

£  -  (^  -  2cos  ^)  (<  -  2cos  ^)  (^  -  2cos -®^)  (^  -  2cos  ^^^^ 

Ist  X  die  Seite  des  regulären  Polygons  von  17  Seiten,  so  hat  man 

0^  =  2  —  2  cos Mithin  bestimmt  sich  diese  Seite  aus  der  gröfsten 

positiven  Wurzel  der  Gleichung  vierten  Grades  J5  =  0.  Femer  weifs 
man  aus  der  oben  entwickelten  Theorie,  dafs  sich  diese  Gleichung 
in  zwei  Gleichungen  zweiten  Grades  zerlegen  läfst. 

Aus  den  Eoefficienten  der  Gleichungen  JL  «=  0,  J?  ■»  0  erhält 
man  für  ihre  Wurzeln  die  folgenden  Formeln: 

cos 


cos 


17-  +  cos  —  +  cos  -7-  -  CO«  ir  ■"  T  ^^^  ~  ^' 
*  -^  +  cos»  -%-  +  cos«  -«J-  +  cos»  -i-  =  1  (15  +  yvi) 
cos»  4f  +  cos»  if-  +  cos»  -^  —  cos«  ^  =  -^  (1/17  —2) 

ir  2«  4»  8«  1 

cos  — =-  cos  —=-  cos  -nr  cos  -t=-  ^  -,-x- 
17     17      17      17     16 

3«      ,  5«      ,  7«  6«  1    /-/r=    ,     ,\ 

cos  -^  +  cos  ^^  H-  cos  -j^  -  cos  ^7-  =  4-  (K17  +  1) 
cos«  4;-  +  cos»  4f  +  cos»  ^  4.  cos»  if  =  i-  (15  -  /17) 
cos»  4f  +  cos»  4^-  +  cos»  If  -  cos»  If  =  1  (Vl7  +  2) 

89E     59r     6«     Ttt     1 

COS  -  ,  cos  -:r=-   cos  -r^p  COS  — -  =  -r^  • 

17      17      17      17     16 


24« 


674 
Zweiter  Fall,    n  =  4»i  +  3. 
In  LÜesem  Falle  nimmt  das  Polynom  X  ^  — ^^  die  Form 


T  —  y 


-  {Y^  -f-  nZ^)  an,  in  welcher  die  Ftinktionen  Y  und  Z  folgemlermafsen 
dargestellt  werden  können: 


Tat  X  =  cos  g)  +  ]/^  1  siü  qp ,  ^v  ^  cos  ^  —  "j/ —  1  sin  9)  ^  so  hat  man: 
X  =  ^^=(lzVn^    )l.\(lzrn-    -^~\ 

Finq?  \^  2        ^         ^      y^i)\^        ^  y—  1  } 

^ =  2  sin  {2nt  +  1)  SP  4^  sin  {^m  —  1)  ^  ~j-  «g  sin  (2»f  —  3)  f 

y—  * 

+  fi^  sin  {2m  —  oj  qp  -j-  -  - 
-    ^    =  cos  (2}if  ^^  ])ip-\-  K  eos  (2  w?  ~  3)  9?  +  /^^  cos  (2m  —  ^i)(p  +  *  *  * 

Ist  demnach: 

A  ^      2  sin  {2ff?  +  1)  qp  -|-  sin  (2m  —  1)  9>  -|-  ^i  s'i  {2m  —  3)qp 

+  <^ßin{2w  —  5)y-|-'- 
^-  y«  [eoR(2?>j  — ])<p+fe^cos(2jH  —  3}g]  +  ??5Cos{2»f  —  5)qp  -( — | 
J?  =  —  2 Kin  (2 1/^  +  1)9  —  sin  (2 m  —  l)q)  —  a.^  sin  (2 w*  —  3j  ^ 

—  o^^  sin  (2m  —  ^^)9 

4- V^?4cos(2?j;"l)^  +  /Lrüa(2m  — :0<P  +  ?^-,''os(2tW''5)g?+^-h 
HO  luit  man  allgemein: 


am  n  qi 


=  ÄB. 


Setzt  man  ^-  —  9?  an  die  Stelle  von  93,  so  erb  alt  man  ein  zweites 
System  von  Formeln,  nämlich: 
C  =       2 cos  {2ni-\-  1) <p  ^  cos  {2nt  —  \)(p-{-  a^  coa  (2 zw  —  3) ^ 

—  ajCos(2wi  --  5)?^H 

-\-Yn  |sin(2i?i — l)g>  — &.,sin(2m  — 3)qp  +  6^sin(2w  — 5)^ ^j 
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D  =  —  2  COS  (2w  +  1)  g)  +  cos  (2m  —  1)  9  —  a^  cos  (2m  —  3)  g) 

+  ^3  cos  (2m  —  S)q> 

+  Vn  [sin  (2m  —  l)(p-'b^  sin  (2m — 3)  tp  +  63sin(2m  —  5)9 ] 

cos  nq>  ^  ^j^ 
coaqp 

Um  nun  für  die  beiden  Faktoren  von  X  ==  — ; — —  einen  andern 

sinqp 

Ausdruck  zu  finden^  bezeichnen  wir  wieder  mit  g  eine  primitive 
Wurzel  von  n.  Ist  ferner  r*  irgend  eine  imaginäre  Wurzel  der  Glei- 
chung r"  —  1  =  0,  so  dafs  r*  =  cos \-  ■)/— 1  sin  = ist,  wo 

Je  eines  der  Glieder  der  Reihe  1,  g,  g^,  g\  ...  ^»»+1  ist,  so  ist  die 
Funktion  X  gleich  dem  Produkte  aller  Faktoren  x  —  yr*,  in  denen 
man  k  der  Reihe  nach  die  n  —  1  vorher  genannten  Werte,  welche 
in  einer  andern  Reihenfolge  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  1,  2, 
3,  . . .  «  —  1  darstellen,  giebt. 
Setzt  man  hierauf  die  Werte 

rc  =  cos  g)  +  y —  1  sin  9?,    y  ==  cos  9  —  Y^- 1  sin  tp 
ein,  so  geht  der  Paktor  x  —  r*y,  in  welchem 

,  2kn      ,    ,/ 7    .      2k7t 

r*=  cos h  V — 1  sm 

ist,  über  in  (1  —  r*)  (cos 97  —  sin 9  cot j  oder,  wenn  man  cot  g?  =  w 

setzt,  in: 

(1  —  r*)  sin  (p  lu  —  cot  -^j  • 

Nehmen  wir  der  Reihe  nach  für  k  die  2m  +  1  Werte  1,  ^^, 
(f\  '  - '  ff^"^y  und  bezeichnen  wir  das  Produkt  aller  Koefficienten  1  —  f* 
mit  a,  so  erhalten  wir  für  den  einen  der  beiden  Faktoren  von  X  den 
Ausdruck: 

Giebt  man  ebenso  k  der  Reihe  nach  die  Werte  g,  g^,  g^,  ...  f^^'+S 
und  nennt  man  ß  das  Produkt  der  Koefficienten  1  —  r*,  so  erhält 
man  für  den  andern  Faktor  von  X  den  Ausdruck: 

(;>=^(sin9)2-l-^(w-cot^/)  (u-cot^)(w-cot^f )  •  •  •  (w-cot?^^), 

und  da  nach  Weglassung  der  Vielfachen  von  n  in  den  Werten  g,  g\ 
g^,  ...  der  Wert  von  ^*"»+i  =  —  1  wird  und  somit 
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ist^  so  folgt  daraus,  dafs  der  Wert  von  Q  aach  folgendermalBen  dar- 
gestellt werden  kann: 

<2=^(8in9,)*»+»(«+cot^)(M+cot^)(«+cot^)...(u+cot^), 

d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung  ^  =  0  sind  nur  durch  das  Vorzeichen 
von  den  Wurzeln  der  Gleichung  P  =  0  verschieden,  oder  eine  dieser    , 
Gleichungen    entsteht   aus    der   andern   durch   blofse   Änderung    des 
Zeichens  von  u. 

Dies  sind  die  beiden  Faktoren,  deren  Produkt  PQ  =  X  ist  Da 
im  Falle  9  =  0,    wodurch  sich  a:  =  1   und  y  =  1  ergiebt,  X=  h 

sein  mufs,  so  hat  man  aß  =  n  und  kann  daher  «  =  /3  =  n*   setzen. 
Dies  könnte  man  auch  aus  den  Werten  von  A  und  B  ableiten.    Denn 

setzt  man  g>==0,  so  wird  A  =  B  =^  —Z^Yn,  wo  Z^  der  Wert  von 

Z  für  den  Fall  g?  =  0   ist.     In   demselben  Falle   ist   aber  X  =  n, 
r=0  und  die  Gleichung  4X=  Y^  +  nZ^  giebt  Z^  =  2,   mithin 

A  =  B  =yn. 

675. 

Die  für  P  und  Q  gefundenen  Werte  stellen  die  Werte  der  Funk- 
tionen A  und  B  dar,  die  wir  in  linearer  Weise  durch  die  Sinus  und 
Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  des  Winkels  9  dargestellt  haben. 
Jedoch  kann  man  nur  in  speciellen  Fällen  entscheiden,  welcher  von 
diesen  beiden  Werten  für  A  und  welcher  für  B  genommen  werden 
mufs.  Dies  ist  stets  leicht,  wenn  man  denjenigen  der  Werte  von  A 
und  B  gleich  P  setzt,  dessen  letztes  Glied  dasselbe  Vorzeichen  wie 


—  cot  —  cot  — ^ 
n  n 


cot 


^9 


hat. 


also: 


Es  sei  allgemein: 


1  G(a), 


F(a)  =  u^  — 


a{a  -  1) 
1.2 


'  + 


a(«— l)(a  — 2)(a  — 3) 
1 .2.3.4 


u«-*  — 


^^  1.2.3  •  1.2.3.4.5 

Bestimmt   man   mittelst   der  Funktionen  F(a)    und  G(ä)    neue 
Funktionen  U  und  V  durch  die  Gleichungen: 
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E7«:  (14«  +  1)  F{2m  -  1)  +  62  (w"  +  1)'  F{2m  -  3) 

+  63(1*»+  l)»F(2w  — 5)H 

F=2G(2w+l)+(w*+l)ff(2m-l)+a,(w*+l)*ff(2m— 3)  +  ..., 

wo  die  erste  eine  ungerade  Funktion  von  u  vom  Grade  -ji^ —  0 

oder  2w  +  1  mit  dem  ersten  Gliede  t«*"*+^,  die  zweite  eine  gerade 
Funktion  vom  Grade  2m  ist,  so  hat  man  die  Werte: 

^«:8in«™+i9>(D'>/n+  V) 

B  =  8in^^+^q>(^Uyn—  V). 

Nach  Artikel  669  ist  aber  der  Wert  von  AB  gleich  dem  Pro- 
dukte aus  sin* ""^9  oder  sin*"»+^9  und  dem  Polynom: 

grn^^nu*-^       ^(n-l)(n~2)        3   ,   n(n-l)(n-2)(n-^8)(n-4)    ^^ 

^\n)  —  7^u  1.2.3  ~  1.2.3.4.6 

Mithin  läfst  sich  dieses  Polynom  in  u  vom  Grade  n  —  1  allgemein  in 
zwei  Faktoren  üYn-\-  F,  UYn  —  V  zerlegen,  von  denen  der  eine 
durch  das  Produkt: 

n* (m  —  cot  — j  (t4  —  cot  ^^j  (m  —  cot  ^  )  •  •  •  \ti  —  cot  ^ — ), 

der  andere  durch  das  Produkt: 

n^(«  +  cot^)(«  +  coti^)(«  +  coti^)...(«  +  cot^-) 

dargestellt  wird. 

Will  man  den  Ereisumfang  in  n  Teile  teilen,  so  hat  man  die 
Gleichung  2w  +  1*^  Grades  i/^w  +  F=  0  aufzulösen,  deren  Wur- 
zeln, falls  man  das  doppelte  Zeichen  passend  bestimmt,  dargestellt 
werden  durch: 

w  =s  cot  —  ,       cot  ^^ ,       cot  -^^ ,  ...  cot  —- 

Dieselbe  Aufgabe  konnte  man  direkt  mittelst  der  Gleichung  G^(n)=-0 
lösen,  welche,  wenn  u'  <»  t;  gesetzt  wird,  übergeht  in: 

Q_j,^,2m+i        ^(n-l)(n-2)    o„.    .    n(n^l)(n-2)(n-3)(n-4)   ,„^_, 

1.2.3  ^      ^  1.2.8.4.6 

Diese  ist  also  ebenfalls  vom  Grade  2m  -f  1 ;  indessen  ist  die  Glei- 
chung in  u  einfacher,  und  ihre  Wurzeln,  die  von  vornherein  bekannt 
sind,  ergeben  neue  Eigenschaften,  wie  man  bei  den  folgenden  Bei- 
spielen sehen  wird. 


also: 


676. 
Erstes  Beispiel. 
Ist  71  =  1  oder  m=  1,  so  erhält  man  aus  der  Tabelle  in  No.  512: 

«2  =  0,     h  =  o, 
sin  7  g?  =  AB  sin  tp 


Ä^^  n^  eoö  fp  -\-  2  sin  3g?  -|-  sin  <p 

i 
Ji  =^  H^  coy  (p  —  2  sin  3g>  —  sin  {p. 

Setzt  man  sodann  cot  g?  =  w,  so  wird: 

U^Ui'-\-  1)  J'(l)  =  u^  +  « 
7=2t{(3}  +  (K2+  l)(J{l)  =  lu^—  1 


mithin ' 


B  =  sin*9j(rt*(7—  V), 


sin  7  g?  =  sinV  («'  '-^  -f  V)  (**'*  f^^  -  ^')- 

Mau  hat  aber  auch  direkt; 

sin  7  gs  =  sin"  g?  G  (/*)^ 
wenn  man  mit  G{n)  das  Polynom  bezeichnet: 


nir 


bnu^  +  3«w*  —  1, 


Mithin  ist  dieses  Polynom  das  Produkt  der  beiden  Fakturen; 

«=*  tr  —  F  ^  U"  ?(■*  —  wu-  +  n-  u  +  L 
Dies  lilfst  sich  leicht  bestätigen. 

In  diesem  Falle  kann  man  ff  ^^  3  setzen j  wodurch  sich  ergiebt: 

cot  =  ut*t  =  —  cot  —  • 


cot    ■—   =  not 


fi  n    '  n  n  n 

Wie  leicht  zu  sehen^  hat  man  also  die  beiden  Gleichungen: 

H^ii^  —  «/r +  «^u  +  1  ^=^n^{ii  —  cot^J^ii  —  cot  —-jy^  +  tot  -~j 
n^u^  +  n li^  +  ft  ^ tt  —  l  =  ??  ^  \u  +  cot  ^)(tt  -|-  cot  ";^)(»  ^  cot  ^j  * 
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Dieselben   entstehen  aus  einander,   indem   man  einfach  das  Zeichen 
von  u  ändert. 

Die  Teilung  des  Kreisumfanges  in  7  gleiche  Teile  geschieht  also 
mit  Hülfe  der  Gleichung  dritten  Grades: 

0  =  7^1*3-  Tii'  +  l^'u^  1, 

deren  Wurzeln  u  =  cot  „  ,  ««  =  cot  -^,  m  =  —  cot  —=-  sind.    Ilier- 

7  '  7   '  7 

aus  ergeben  sich  die  folgenden  Eigenschaften: 

cot  —  +  cot  -= cot  — --  =  7  2 

7      •  7  7 

7      •  7        '  7 

«.i 

cot  -   cot  -=-  cot  -=-  =  7 

7  7  7 

Dies  läfst  sich  leicht  mittelst  der  Trigonometrie  bestätigen. 


677. 
Zweites  Beispiel. 

Ist  n  =  ll  oder  m  =  2,  so  erhält  man  aus  der  Tabelle  in  No.  512: 

also : 

U=  (ti^  +  1)  F(3)  =  tv'  -  2u^  -  3w 

F=2G(5)  +  (n^+l)ö(3)- 2(^2+1)2 G(l)  =  nti^-2nw''-l 
sin  11^  =  sin"9  (UVn  +  V)  (UVn  -  F). 
Es  ist  aber  auch: 

sin  11 9  =  sin^^y  .  6r(M), 
wenn  man  mit  G(w)  das  Polynom 

nti'^  -  15nw»  +  42«2i«  —  30ne*^  +  5um^  —  1 
bezeichnet.     Mithin  ist  dieses  Polynom  das  Produkt  der  beiden  Fak- 
toren: 

i  j_  1 

M  =  n^  u^  +  7iti^  —  2n^  u^  —  2nu^  —  3«^  w  —  1 

i.  Jl  } 

N==n^u^  —  nu^  —  2n'tv'  +  2nu^  —  ?^n^n  +  1, 
woraus  sich  sin  11g)  =  sin^*g?  MN  ergiebt. 

hl  diesem  Falle  kann  man  die  primitive  Wurzel  5^=2  nehmen,  da 
dieser  Wert  gr^+ 1  =3Ä(11)  giebt.  Mithin  hat  die  eine  der  Gleichungen 
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JJf  =  0,    N=0    die    fünf  Wurzeln  u  =  cot  -  ,    cot  — ^ ,    cot  — - , 

cot  — ^ ,  cot  — ^ ,  von  denen  vier  positiv  sind  und  eine  negativ.   Nun 

zeigt  aber  die  Aufeinanderfolge  der  Zeichen  in  der  Gleichung  ^=0 
an^  dafs  sich  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  auf  diese  Gleichung 
bezieht.    Mithin  hat  man  allgemein: 

N=n^lu  —  cot— j(u  —  cot— Uw  —  cot  —  j  (u  +  cot  —  j  (n  —  cot— j 

Jlf=n*(ti  +  cot  "j^M  +  cot— Uti  +  cot  -jf\u—  cot— j^tt  +  cot-^j- 
Um  daher  den  Ereisumfang  in  11  gleiche  Teile  zu  teilen,  hat  man 
die  Gleichung  aufzulösen: 

iL  ii  i 

0  =  n»  tt*  —  «M*  —  2n«  w»  +  2nu*  —  3n«  t«  +  1, 

deren  Wurzeln  u  =  cot  — ,  u  =  cot ,  u  =  cot  — ,  u  =  cot  — , 

ti  =  —  cot sind.  Hieraus  ergeben  sich  die  folgenden  Eigenschaften: 

cot  -^  +  cot  -^  +  cot  -^  +  cot  -^  —  cot  -^  =  11* 
cot*  J^  +  cot'if  +  cot*4f  +  cot»4f  +  cot»lf  =  15 
cot»  l^  +  cot»4f  +  cot»4f  +  cot»4f  -  cot»4f  =  11^ 
cot*-?-  +  cof  ^  +  cot*4f  +  cot^-^  +  «ot*4f  =  1^1 

cot  ^  cot  -JT-  cot  ^J-  cot  -yj-  cot  -JT-  =   11 

Übrigens  würde  man  die  Summe  der  geraden  Potenzen  einfacher  aus 
der  Gleichung  G(n)^=0  erhalten ,  welche  in  diesem  Falle  lautet: 

0  =  M^«  -  low«  +  42wß  —  30tt*  +  5w«  -  ^■ 
Dieselbe  giebt  unmittelbar: 

Zu«  =  15,    Im*  =  141,    Im«  =  1575,  u.  s.  w. 

678. 
Drittes  BeispieL 
Ist  n=»19  oder  9ii«»4,  so  erhält  man  aus  der  Tabelle  in  No.512: 
as==  — 4,    03  =  3,    a4  =  5;    68  =  0,    65  =  — 1,   .6^=1. 


\ 


§  5.  Einige  Sätze  aus  der  Analysis  nebst  neuen  Formeln  f.  d,  Winkelteilung.    379 

Mithin: 

A  =  ya  [cos  79  —  cos  89  +  cos  9] 

+  2  sin  99  +  sin  79  —  4  sin  69  +  3  sin  89  +  6  sin  9 
B  =  |/n  [cos  79  -—  cos  89  +  COS9J 

—  2  sin  99  —  sin  79  +  4  sin  69  —  3  sin  89  —  5  sin  9 
sin  mp  =^  AB  sin  9. 

Mat  hat  aber  auch  unter  anderer  Form: 

sin  mp  =  sin»9  (UYn  +  V)  (UYn  -  V) 

U^{u^+  1)  F{1)  —  (w«  +  1)»F(3)  +  (u«  +  1)^  FiX) 
V  =  2G(9)  +  {u^  +  1)  G(7)  -  4(w«  +  1)' G(5)  +  3(«i«+  1)'G(3) 

+  5(u«+iyG(l), 
oder  wenn  man  für  die  F  und  G  ihre  Werte  setzt: 
ü^=  u»  _  I6tt'  +  26u»  +  40m*  -  3u 
F=  ntt»  —  8nw®  +  ISnw*  —  1. 
Man  kennt  daher  die  beiden  Faktoren  UYn  +  V,   UYn  —  F,  deren 

Produkt  srleich  —  oder  irleich  der  Funktion 

^  (singj)*»  ^ 

G(n)  =  ww»8  -  blnu'^  +  612nu**  —  2&b2nu'^  +  4862nM^<^ 

—  3978WM*  +  1428nti«  —  204ntt*  +  9nM*  —  1 

ist,  als  Funktionen  von  u.  In  diesem  Falle  kann  man  g  =  2  an- 
nehmen, wodurch  sich  die  neun  Wurzeln  der  Gleichung  0=  Z7}/n  +  V 
ergeben,  nämlich: 

tt  =  cot— ,     cot — ,     cot — ,    cot — ,     cot — ,     cot , 

.    2w  .3«  ,8« 

—  cot  — ,    —  cot  — ,    —  cot • 

Von  diesen  sind  sechs  positiv  und  drei  negativ.  Aus  diesem  Grunde 
mufs  das  letzte  Glied  der  Gleichung  positiv  sein;  diese  Gleichung  ist 

daher  UYn  —  V=0  oder: 
i_ 
0  =  n 2  (u^  -  16n'  +  26w*  +  40w»  —  3m)  -  n  (t*«  -  8m«  +  18tt^)  +  1. 

j_ 
Die  rechte  Seite  ist  das  Produkt  aus  n^  und  den  neun  Faktoren: 

^u  -  cot  ^)  [u  -  cot  ^^)  (m  —  cot  ^J^)  (t*  -  cot  ^)  (w  -  ccrt  ^)  X 
(m  —  cot  ^)  (m  +  cot  ^)  (u  +  cot  ^)  (m  +  cot  ?^)  . 
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Diese  Gleichung  9*^  Grades  hätte  man  also  unmittelbar  aufzulösen^ 
wenn  mau  den  Ereisumfang  in  19  gleiche  Teile  teilen  wollte.  Wir 
haben  aber  oben  die  Hülfsmittel  kennen  gelernt,  um  die  Aufgabe  auf 
die  Auflösung  zweier  Gleichungen  dritten  Grades  zu  reducieren. 
Übrigens  ergiebt  diese  Gleichung  zwischen  ihren  Wurzeln  analoge 
Beziehungen  wie  diejenigen^  die  wir  bei  den  andern  Beispielen  ge- 
habt haben;  indessen  werden  dieselben  immer  weniger  interessant, 
je  gröfser  die  Zahl  n  wird. 

Die  Eigenschaften  der  Funktion,  welche  gleich  —?-   ^  ist,  haben 
wir   hinreichend    entwickelt;    wir  könnten  in   ähnlicher  Weise  auch 

die  Eigenschaften  der  Punktion,  welche  gleich —  ist,  entwickeln. 

Da  jedoch  letztere  aus  der  ersteren  hervorgeht,  indem  man  einfach 
9   an   die  Stelle  von  q)  setzt,  so  haben  wir  es  nicht  für  nötig 

gehalten,  auf  die  neuen  hierauf  bezüglichen  Einzelheiten  noch  genauer 
einzugehen. 


§  6. 

Neuer  Beweis  des  Reciprocitätsgesetzes,  welches  zwischen  zwei 
Primzahlen  besteht. 

679. 
Ist  p  oder  2^+1  eine  beliebige  Primzahl  aufser  2,  und  g  eine 
von  den  zu  dieser  Zahl  gehörigen  primitiven  Wurzeln,  so  dafs 

ist,  so  können,  wie  wir  in  Artikel  509  gesehen  haben,  die  2tn  Wur- 

zeln  der  Gleichung  X  =  0,  wo  X  = r-  ist,  dargestellt  werden 

durch  die  Reihe: 

(1),     (9),     (9%     (i/'),  •.•(?*"-0. 
In  derselben  ist  jedes  Glied  (a)  der  Ausdruck  von  r**,  wo  r  eine  be- 
liebige imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  x^  —  1=0  ist. 

Ist  y  die  Summe  der  Glieder  von  ungerader  Ordnung  und  0  die 
Summe  der  Glieder  von  gerader  Ordnung,  so  dafs  man  hat: 

y  =  (1)  +  (9')  +  (/)  +  (i/'O  +  •  •  •  +  (^"-») 

SO   haben  wir  in  dem  angeführten  Artikel  zur  Bestimmung  von  y 
und  z  zwei  Formeln  gefunden,  von  denen  die  eine  voraussetzt,  dafs 
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p  von  der  Form  4i  +  1  sei,  die  andere,  dafs  p  die  Form  4i  +  3 
habe.  Diese  beiden  Formeln  kann  man  leicht  auf  die  beiden  Fälle 
anwenden,  wenn  man  ihnen  die  folgende  Form  giebt: 


Das  hierin  vorkommende  Doppelzeichen  hängt  von  der  Wurzel  r  ab, 
die  aus  sämtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  beliebig  gewählt 
werden  kann.  Indessen  hat  diese  Zweideutigkeit  keinen  Einflufs  auf 
das  zu  entwickelnde  Resultat 

Nennen  wir  P  die  Differenz  y  —  jSf,  welche  folgendermafsen  aus- 
gedrückt wird: 

I'  =  (1)  -  (9)  +  (</*)  -(/)  +  •••  +  iff""-')  -  (9""-'), 
SO  erhalten  wir: 


j>= +  !/?)(- 1)~^'. 


()80. 

Es  sei  jetzt  q  eine  beliebige,  von  p  verschiedene  Primzahl,  und 
es  werde  angenommen,  dafs  man  das  Polynom  P  auf  die  q^  Potenz 
erheben  wolle.  Diese  Potenz  enthält  dann  zunächst  die  q*^^  Potenzen 
der  verschiedenen  einzeln  genommenen  Glieder  des  Polynoms  P,  und 
da  die  q^  Potenz  des  Gliedes  (a)  oder  r^  gleich  r^"  oder  (qa)  ist, 
so  erhält  man  einen  ersten  Teil: 

Q  =  {q)-  (qg)  +  («/)  -  (qg")  +  •  •  •  +  (!?/"-*)  -  («/'"-')• 

Der  andere  Teil  enthält  sodann  eine  grofse  Anzahl  von  Teilprodukten, 
welche  alle  von  der  Form  qA}'^  sind,  wobei  A  eine  ganze  Zahl  und 
X  ein  ebenfalls  ganzzahliger  Exponent  ist,  der  wegen  r^=  1  stets 
kleiner  als  p  angenommen  werden  kann. 

Bezeichnen  wir  mit  Z(g^r*)  die  Summe  aller  dieser  sowohl  po- 
sitiven wie  negativen  Glieder,  so  haben  wir  die  Gleichung: 

P'^  =  Q  +  l(qAr-). 
Wie   beschaffen  nun  auch  die  von  p  verschiedene  Primzahl  q  sein 
ipöge,  man  hat  notwendig  entweder  (    j  ==  1  oder  (— )  =  —  1.    Im 

ersten  Falle  wird  q  ein  quadratischer  Rest  von  p  genannt  und  es 
kann  q  ^=  g^"  gesetzt   werden.     Im  zweiten  Falle   würde  q  ein  qua- 
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draüBOher  Niohtrest  von  p  sein  und  man  hätte  g  =  ^"— *,  Werte, 
die  richtig  sind  bis  auf  Vielfache  von  p. 

681. 

1)  Ist  (— j  =  1   oder  q  =  ^^*,  wo  der  Exponent  2n  stets  eine 
der  Zahlen  der  Reihe  0,  2,  4,  6,  ...  2»»  —  2  ist,  so  hat  man: 

Q  =  (9")  -  (<^»+0  +  (9"+') (g*"-') 

+  0-)-(9)  +  (9') (i^-O. 

Diese  Gröfse,  deren  Glieder  eine  in  sich  zurückkehrende  Beihe  bilden, 
und  in  der  man  also  (1)  zum  ersten  Gliede  machen  kann,  redaciert 
sich  auf: 

(1)  -(</)  +  (5*) (p»—»), 

so  dafs  sich  ergiebt: 

2)  Ist  l-A  =  —  i  oder  q  ==^**~*,  so  wird: 

Q  =  ig*'-')  -  ig")  +  (g"+') +  (g""-') 

-  (1)  +  (?)- (i/*)  + ig"-*), 

mithin: 

Q P. 

Man  erhält  daher  in  beiden  Fällen: 

und  hieraus  folgt  die  allgemeine  Gleichung: 
oder: 

P.-._(|)  _,.!(--■). 

Substituiert  man  auf  der  linken  Seite  den  Wert  von  P,  so  redaciert 
sie  sich  auf: 

eine  Gröfse,  die  stets  gleich  einer  ganzen  Zahl  ist  Was  die  rechte 
Seite  q  — p~  anlangt,  so  mufs  sich  dieselbe  ebenfalls  auf  eine 
ganze  Zahl  reducieren;  und  da  die  irrationale  Gröfse 

■p=±Vp.(-i)'»" 
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nicht  durch  q  teilbar  ist,  so  mufs  sich  ~~p-~  allgemein  in  eine 
ganze  Zahl  Ä  verwandeln,  so  dafs  man  erhält: 

Unterdrückt   man   beiderseits   die   Vielfachen    von   g,   wodurch   sich 

p  ^    auf  deti  Ausdruck  (— )  reduciert,  so  erhält  man  schliefslich  die 
Gleichung: 

(f).-(-i)"^"  =  (J). 

in  welcher  das  Reciprocitätsgesetz  zwischen  den  beiden  Primzahlen 
p  und  9  besteht. 


V 


Anhang. 

Erster  Absclmitt. 

Neue  Methoden  zur  näheningsweiseii  Auflösung  der  numerischen 

Gleichungen. 
Wir  stellen  uns  die  Aufgabe  zu  zeigen^  wie  man  mit  beliebigem 
Grade  der  Annäherung  die  reellen  Wurzeln  einer  gegebenen  Glei- 
chung finden  kann,  ohne  dafs  man  vorher  eine  Kenntnis  von  der 
Grofse  oder  Anzahl  dieser  Wurzeln  hat.  Die  Methoden,  die  wir  zu 
diesem  Zwecke  geben  werden,  setzen  nur  Vorbereitungen  voraus,  die 
der  Natur  dieser  Methoden  eigentumlich  sind  und  direkt  auf  jede 
gegebene  Gleichung  angewendet  werden  können.  Die  erste  erfordert 
indessen,  dafs  man  eine  obere  Grenze  für  die  gröfste  der  Wurzeln 
kenne.  Die  Ermittlung  dieser  Grenze  ist  daher  der  erste 
Gegenstand,  mit  dem  wir  uns  beschäftigen  werden. 


Grenzen  der  reeUen  Wurzeln. 

Wir  brauchen  nur  die  Grenze  der  positiven  Wurzeln  zu  suchen. 
Denn  setzt  man  —  x  für  rc,  oder  ändert  man  die  Vorzeichen  der 
Glieder  von  gerader  Ordnung,  so  werden  die  Wurzeln,  welche  negati? 
waren,  ihrei;peit8  positiv,  so  dafs  die  für  die  positiven  Wurzeln  ge- 
fundene Regel  mutatis  mutandis  in  gleicher  Weise  auf  die  negativen 
Wurzeln  Anwendung  findet. 

Ist 

a;»  +  A^"""^  ±  A^""'^  +  A^'"'^  +  •  •  •  +  ^.  =  0 
die  gegebene  Gleichung  n^'^  Grades,  in  welcher  der  Eoefficient  des 
ersten  Gliedes  1  ist  und  Ar  den  Koefficienten  des  mit  der  Potenz 
rc"— ''  behafteten  Gliedes  bedeutet,  so  hat  man,  um  die  obere  Grenze 
der  reellen  und  positiven  Wurzeln  zu  erhalten,  zwei  Fälle  za  unter- 
scheiden. 
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1)  Weon  das  zweite  Glied  einen  negativen  Koefficienten 
hat,  und  keiner  der  andern  negativen  Koefficienten  gröfser 
ist  als  dieser,  so  behaupte  ich,  dafs  dieser  um  eine  Einheit 
vermehrte  Koefficient  gröfser  ist  als  die  gröfste  positive 
Wurzel. 

Wenn  nämlich  ein  positiver  Wert  von  x  gröfser  sein  konnte  als 
\-\-A^y  so  würde  dies  in  dem  Falle  stattfinden,  wo  alle  Koefficienten 
negativ  und  gleich  A^  wären,  so  dafs  die  aufzulosende  Gleichung 
sein  würde: 

fff"  —  ^in?»-i  —  ^jo;«-"^  —  A^oif'-^ ^j  =  0. 

Setzt  man  aber  in  eben  diesem  Falle  a:  =  1  +  -4^ ,  so  hat  man : 

rr"      —  A^df^'^'^  =  x^"^ 

a;*— *  —  A^x^-^  =  x'^~~'^ 

u.  s.  w., 

so    dafs    sich   die   linke  Seite   auf  +  1  reduciert.     Mithin   ist  stets 

x<\+A,. 

2)  Ist  der  gröfste  negative  Koefficient  nicht  der  des 
zweiten  Gliedes,   so    seien  Ai  und  At  die   beiden  negativen 

Koefficienten,  für  welche  YAi  und  yiii  möglichst  grofs  sind. 

Alsdann  behaupte  ich,  dafs  stets  xK^Ai-^-^Ak  ist. 

Es  sei  nämlich  a  die  gröfsere  von  diesen  beiden  Wurzelgröfsen 
und  h  die  andere.  Dann  giebt  es  der  Voraussetzung  nach  nur  ein 
einziges  negatives  Glied  der  Gleichung,  welches  durch  — a'af""'  dar- 
gestellt  wird.  Alle  andern,  die  man  allgemein  durch  —  tfx*"^  dar- 
stellen kann,  sind  so  beschaffen,  dafs  wenigstens  für  eines  dieser 
Glieder  c  =  6,  für  alle  andern  aber  c  <  6  ist.  Mithin  wird  unter  der 
Annahme,  dafs  die  Gleichung 

a^  —  haf-^  —  6^a;»-2  —  V^x""-^ h' 

'  =0 


aufzulösen  wäre,   x  am  gröfsten  werden.     Die  linke  Seite  reduciert 


sich  auf: 


a:«  -  a^-^(a^  -  Jf)  —  6-^^^" 


b    ' 
und  setzt  man  x  =  a  -{-  b,  so  geht  dieselbe  über  in: 


a 


+  ±-±(a  +  b)'-r[ia-\-hy-a^^]- 


Diese  Gröfse  ist  immer  positiv,  da  a>&  angenommen  und  allgemein 

Legendre,  Zahlentheorie  II.  26 
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(a  +  &)'*>  a  —  ;_"^"  ist.     Mithin  ist  die  gröfste  positive  Wurzel  der 

gegebenen  Gleichung  kleiner  als  a-\'h  oder  <y-4,-|-yS- 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  nur  ein  einziges  negatives  Glied 

—  AkX*""^  hätte,  so  würde  die  Grenze  von  x  einfach  \/Ak  sein,  was 
man  unmittelbar  bestätigen  kann. 


Erklärung  der  gleiohfönnig  verlaufenden  Chomalen)  Funktionen« 

Wir  werden  gleichförmig  verlaufende  Funktion  von  x  eine  jede 
Funktion  nennen,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dafs  sie,  während 
X  in  positivem  Sinne  von  x  =  0  bis  x  =  oo  zunimmt,  entweder 
beständig  wächst  oder  beständig  abnimmt. 

Wir  setzen  x  stets  positiv  voraus,  und  obwohl  die  gleich- 
förmig verlaufende  Funktion,  als  Ordinate  einer  Kurve  aufgefafst^  für 
den  einen  Teil  der  Abscissenlinie  positiv,  für  den  andern  negativ  sein 
könnte,  so  wollen  wir  doch  nur  diejenigen  gleichförmig  ver- 
laufenden Funktionen  betrachten,  welche  für  jeden  Wert 
von  X  von  o;  =  0  an  bis  :r  =  oo  beständig  positiv  bleiben. 

Aus  unsrer  Definition  folgt,  dafs  bei  jeder  gleichförmig  ver- 
laufenden Funktion  q){x)  der  Differentialquotient  — ^  —    von  a?  =  0 

bis  rr  =  cx)  stfets  dasselbe  Vorzeichen  besitzt.  Derselbe  ist  positiv 
bei  allen  wachsenden,  und  negativ  bei  allen  abnehmenden  gleich- 
formig  verlaufenden  Funktionen. 

3. 

Als  Beispiele  von  gleichförmig  verlaufenden  Funktionen 
kann  man  die  folgenden  Werte  von  q)(x)f  in  denen  alle  Eoefficienten 
positiv  vorausgesetzt  werden,  anführen: 

q){x)  =  Ax"^  +  Bx"'-"^  +  Cx"'-^  H [-  K 

<1P(^)  = ^—      -^-      -,-^ -"— 

^^^  '     a  +  X     •     6  +  a:     '     e  -^  x 

Die  erste  und  zweite  wachsen  beständig,  und  zwar  die  eine  von 
q)(0)=:K  bis  9)(oo)»«oo,  die  andere  von  g)(0)  =  0  bis  9(00)  =  00, 
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ABC 
Die  dritte  nimmt  beständig  ab  von  ^(0)  =  1  -) 1"  X  "1 ^^^ 

zu  9(00)  =  1. 

Wenn  man  eine  Kurve  beschreibt,  welche  y=g)(ic)  zur  Gleichung 
hat^  so  wird  diese  Kurve  beständig  ansteigen  oder  absteigen  von  der 
ersten  Ordinate  ^^(O)  an  bis  zur  letzten  q>(p6)^  so  dafs  dieselbe  Ordi- 
nate niemals  zwei  verschiedenen  Abscissen  entsprechen  kann. 

Ist  daher  c  eine  gegebene  positive,  zwischen  ^^(O)  und  q>{(x>) 
liegende,  Zahl,  so  hat  die  Gleichung  c  »=  q){x)  stets  eine  positive 
Wurzel,  aber  nur  eine  solche. 

Wäre  c  nicht  zwischen  den  Grenzen  ^^(O)  und  g)(po)  enthalten, 
so  würde  die  Gleichung  c  =  q>{x)  keine  positive  Wurzel  haben. 


Auflösimg  der  Gleiohting  c  =  ^{x)^  in  welcher  (p{x)  eine 
gleichförmig .  verlauf  ende  Funktion  ist. 

Wir  denken  uns  die  Kurve,  deren  Gleichung  ^  =  9(3;)  ist,  ge- 
zeichnet, und  setzen  zunächst  voraus,  dafs  die  Funktion  9(0;) 
beständig  wachse,  und  dafs  zugleich  die  Kurve  gegen  die 
Abscissenachse  konkav  sei. 

Es  sei  (Fig.  1)  A  der  erste  Punkt  der  Kurve,  für  welchen  rr  =  0, 


Fig.  1. 

y  <=s  ^(0)  ist.  In  der  Entfernung  c  von  der  Achse  der  x  ziehen  wir 
parallel  zu  dieser  Achse  die  Gerade  CJf,  welche  die  Verlängerung 
der  durch  Punkt  A  gehenden  Ordinate  in  C  und  die  Kurve  AM  m 
M  trifift.  Es  soll  die  Abscisse  des  Punktes  Jf,  welche  der  Wert  der 
gesuchten  Wurzel  ist,  bestimmt  werden. 

Dazu  ziehen  wir  in  A  die  Tangente  Alc^  welche  die  Gerade  CM 
in  h  trifft,  und  nennen  k  die  Abscisse  des  Punktes  h.     Setzen  wir 

26* 
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dann  — ^    -  =  9>\^)y  so  erhalten  wir: 


._  cj-  9(0) 
^-      9,'(0)    " 


Durch  den  Punkt  Je  ziehen  wir  eine  Senkrechte  zu  Ck^  welche 
die  Kurve  in  n  trifft;  im  Punkte  n  legen  wir  die  Tangente,  welche 
der  Geraden  CM  in  Je  begegnet.  Nennen  wir  dann  Je  die  Abscisse 
des  Punktes  ¥,  so  erhalten  wir  von  neuem: 

*'  =  *  +  — v!?-- 

'  qj(Ä) 

Bestimmen  wir  ebenso  ¥'  mittelst  der  Gleichung 

u.  s.  f.;  SO   ist   offenbar  die   Grenze,    gegen   welche  die  Glieder  der 
wachsenden  Reihe  Je,  Je,  Jz\  . . .  konvergieren^  der  gesuchte  Wert  von  z. 
Man   sieht  daher,  dafs    man,  um  die   Gleichung  c  =  q)(x)  auf- 
zulösen, nach  einander  die  Gröfsen  Je,  Je,  Je\  .  . .  mittelst  der  Formeln 

c-<p(0) 


Je  = 


9(0) 


h"=Je  +  ^,f,P 

(p  (k) 

u.  s.  w. 

berechnen  mufs;  die  letzte  der  Gröfsen  Je,  4',  fc",  . . .  oder  die  Grenze, 
welcher  sie  sich  nähern,  ist  der  Wert  von  x. 


5. 
Man  beachte  Folgendes: 

1)  Die  ersten  Glieder  der  Reihe  Je,  Je,  Je",  .  . .  brauchen  nicht 
mit  grofser  Genauigkeit  berechnet  zu  werden.  Erst  wenn  man  zu 
zwei  nur  wenig  von  einander  verschiedenen  Gliedern  gelangt  ist,  ist 
es  wesentlich ,  die  Rechnung  mit  der  ganzen  Genauigkeit  fortzusetzen, 
die  man  im  Resultate  erhalten  will. 

2)  Weif 8  man  von  vornherein,  dafs  x>Je  sein  muljs,  so  hat  man 
die  erste  der  Gleichungen  des  vorigen  Artikels  wegzulassen  und  von 
dem  gegebenen  Werte  Je  auszugehen,  um  alle  andern  Je',  Je\  ...  zu 
bestimmen.     Hierdurch  wird  die  Rechnung  abgekürzt. 
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Nehmen  wir  jetzt  au^  dafs  die  Funktion  ip(x)  eine  ab- 
nehmende sei^  jedoch  von  der  Art,  dafs  9(0)  gleich  einer  endlichen 
Grolse   ist;   so   geschieht   die  Konstruktion  so,   wie  in  Figur  2  an- 


Flg.  2. 


gegeben  ist;  und  da  in  diesem  Falle  tp'{x)  negativ  ist,  so  müssen 
die  Formeln  für  die  successiye  Berechnung  von  /c,  k',  k'\  . .  .  folgender- 
mafsen  geschrieben  werden; 

T.  9(0) -c 


k'  =  k  + 


-qp'(0) 


U.   8.    W. 


Ferner  kann  man  in  diesem  Falle  dieselben  Bemerkungen  machen, 
wie  im  vorigen  Artikel. 

Ein  dritter  Fall,  der  zu  betrachten  wäre,  ist  der,  wo  die 
Funktion  (p(x)  zwar  abnimmt,  aber  von  der  Art  ist,  dafs  man  im 
Eoordinatenanfangspunkt  97(0)  =  00  hat.  In  diesem  Falle  mufs  sich, 
wenn  man  x  unendlich  klein  annimmt^  der  Wert  von  q)(x)  auf  die 
Form  Ax""^  -|-  .  . .  reducieren.     Man  hat  also  Ax~"^  <  c  und  somit 

x>y —     Hiemach   mufs   man   k=y —   nehmen   und   von  dem 

ersten  Werte  x  =  k  ausgehen,  um  darauf  die  Glieder  k\  Ä",  . . .  nach 
den  Formeln  des  vorigen  Artikels  zu  berechnen.  Die  Grenze  dieser 
Glieder  ist  der  gesuchte  Wert  von  x. 

Es  kann  auch  noch  andere  Fälle  geben,  wie  die,  welche  durch 
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die  Figuren  (1)  und  (2)  dargestellt  sind.    Wir  werden  dieselben  unten 
im  Artikel  41  untersuchen. 


Methode  zur  Bestimmung  der  gröfsten  positiven  Wurael  einer 
gegebenen  Gleichung, 

Um  jede  tmserm  Gegenstande  nicht  eigentümliche  Schwierigkeit 
zu  beseitigen,  setzen  wir  beständig  voraus,  dafs  die  gegebene 
Gleichung  keine  gleichen  Wurzeln  habe,  und  dafs  sie  nicht 
durch  X  teilbar  sei.  Alsdann  bestimme  man  zuerst  die  obere 
Grenze  der  positiven  Wurzeln,  so  wie  im  Artikel  1  angegeben  wurde. 
Ist  a  diese  Grenze,  so  ist  also  die  gesuchte  Wurzel  x  <.a. 

Bringt  man  alle  negativen  Glieder  d^r  gegebenen  Gleichung  auf 
die  rechte  Seite,  so  nimmt  diese  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

*"  (l  +  4  +  |i  +  ■  ■  •)  =  «^-*  +  &a;»-*-i  +  ca?-*-*  +  .  •  •, 

wobei  alle  Eoefficienten  positiv  sind  und   zu  beachten  ist,   dafs  die 
beiden  Polynome   nicht   vollständig  sein  können,    da  sonst  dieselbe 
Potenz  von  x  gleichzeitig  auf  beiden  Seiten  vorkommen  würde. 
Setzt  man  hierauf: 

1  +  ^  + -fr  +  4- +  •  •  • 
X  X  x" 

so  ist  die  Funktion  g>{x)  eine  wachsende  gleichförmig  verlaufende 
Funktion  von  x,  und  man  hat  d,ie  Gleichung  aufzulösen  a;*  ==  (p{x). 

Dazu  nehmen  wir  an,  dafs  man  über  derselben  Abscissenlinie 
uud  nur  auf  der  positiven  Seite  die  beiden  Kurven,  deren  Gleichungen 
y  =  x^  und  y  =  ^^(a;)  sind,  konstraiere,  und  bezeichnen  durch  P 
den  Schnittpunkt  beider  Kurven,  welcher  der  gröfsten  Wujrzel  x  =  f 
entspricht  (Fig.  3).  Setzt  man  a;  =  a  in  ^(a:),  so  erhält  man  eine 
Ordinate  9>(a),  die  gröfser  ist,  als  die  Ordinate  r*  des  Punktes  P. 
Denn  da  q)(x)  eine  wachsende  gleichförmig  verlaufende  Funktion  ist, 
so  mufs,  wenn  a^r  ist,  auch  (p(cc)>g)(r)  oder  g>{a)>f^  sein. 

Ist  n  der  Punkt  der  Kurve  y  =  ^>{x),  welcher  der  Abscisse  x^a 
entspricht,  zieht  man  ferner  durch  den  Punkt  n  eine  Parallele  zur 
Abscissenachse,  welche  die  Kurve  y  =  x^  in  m  trifft,  und  nennt  man 
die  dem  Punkte  m  entsprechende  Abscisse  «',  so  ist  die  Ordinate  von 

m  gleich  «'".     Mithin  hat  man  a'*  =  9)(a),  und  daher  a  ^=Y^{äy 
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Da  9(a)  >  r»  ist,  so  ist  auch  ay>r\  jedoch  kommt  a  dem  r 
naher  als  a. 

Die  Abscisse  a  bestimmt  auf  der  Kurve  y  =^q>{x)  einen  zweiten 
Punkt  n,  dessen  Ordinate  ^{a)  ist.  Zieht  man  durch  diesen  Punkt 
eine  Parallele  zur  Abscissenachse,   welche  die  Kurve  y  «=  a;*  in  m 


?/i 

/ 

m 

^ 

y 

I 

^ 

^ 

r!r 

ir 

Jl 

Fig. '3. 

tri£rty  und  nennt  man  die  dem  Punkte  m   entsprechende  Abscisse  d\ 


so  hat  man  «"=  ^^>{a\  Die  Abscisse  «"ist  immer  noch  gröfser, 
wie  die,  welche  dem  Schnittpunkte  P  entspricht,  sie  kommt  derselben 
aber  näher,  wie  «'. 

Ohne  in  nähere  Einzelheiten  einzutreten,  sieht  man,  dafs,  wenn 
man  von  der  oberen  Grenze  a  >  o;  ausgeht  und  der  Reihe  nach  die 
Glieder  «',  a",  . . .  mittelst  der  Formeln 

berechnet,  die  gröfste  positive  Wurzel  r  der  gegebenen  Gleichung  die 
Grenze  ist,  gegen  welche  die  Glieder  der  abnehmenden  Reihe  a,  «',  a\ 
a ",  . . .  konvergieren. 

Diese  Reihe  mufs  mehr  oder  weniger  weit  fortgesetzt  werden, 
je  nachdem  man  eine  gröfsere  oder  geringere  Annäherung  erreichen 
will;  jedoch  fällt  im  Allgemeinen  die  Konvergenz  nach  einer  kleinen 
Anzahl  von  Gliedern  in  die  Augen. 


8. 

Da  die  ersten  Glieder  der  Reihe  a,  «',  a",  . . .  sich  sehr  weit 
von  der  gesuchten  Wurzel  entfernen  können,  so  ist  es  nicht  nötig, 
diese   ersten  Glieder  mit  grofser  Genauigkeit  -zu  berechnen.     Wenn 
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jedoch  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  nur  noch  wenig  von  einander 
verschieden  sind,  mufs  man  von  Schritt  zu  Schritt  die  Anzahl  der 
Decimalstellen  vermehren,  bis  man  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder 
erhält,  die  nur  noch  in  der  Decimalstelle  von  einander  abweichen,  die 
man  vernachlässigen  will.  Um  schneller  zum  Resultate  zu  gelangen, 
kann  man  sich  des  folgenden  Hülfsmittels  bedienen. 

Wir  bezeichnen  mit  a,  «',  a"  die  drei  letzten  Näherungswert« 
von  r,  legen  ferner  durch  die  Punkte  der  Achse^  welche  diesen  Ab- 
scissen  entsprechen^  Ordinaten  p,  p  p\  welche  bezüglich  gleich  sind 
den  Entfernungen  mvi^  mn\  tni'n\  deren  Werte  «* — 9(a);  «'*  — ^(a'), 
«""  —  9(a")  sind,  und  konstruieren  eine  parabolische  Kurve,  welche 
durch  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten  gehi  Ist  j/  =  -4  —  "Bz  -|-  C^ 
die  Gleichung  dieser  Kurve,  wobei  die  Abscisse  s  von  dem  Punkte 
aus,  für  welchen  x^=^  a  ist,  gerechnet  wird,  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung von  Aj  By  G  die  Gleichungen: 
p^A 

p  ^A-  B{a^  «')  +  C{a  —  aj 
p'=^A-  B(a  -  «")  +  C{a  -  aJ. 
Setzt  man  sodann  j/  =  0,  so  wird: 

2Ä 
p  +  y^jB«  __4^C' 

woraus  man  die  gesuchte  Abscisse  des  Schnittpunktes  T^=a — z  erhält 

9. 

Sollte  die  gegebene  Gleichung  keine  positive  Wurzel  haben,  so 
würde  man  finden,  dafs  die  Reihe  a,  «',  a",  «'",  .  . .  keine  Grenze 
hat,  und  dafs  die  Glieder  nach  und  nach  abnehmen,  bis  sie  gleich 
Null  werden.  Daraus  darf  man  jedoch  nicht  schliefsen,  dafs  die  eine 
Wurzel  derselben  gleich  Null  sei,  da  diese  Wurzel  stets  ausge- 
schlossen ist. 

Um  die  Rechnung  abzukürzen,  kann  man  ferner  vorher  die  untere 

Grenze   der   positiven  Wurzeln   suchen.     Dazu   hat  man  rc  =  —   zu 

setzen.     Hat  man  dann  nach   der  Methode  des  Artikel  1   die  obere 
Grenze  von  z^  welche  A  heifsen  möge,  gefunden,  so  folgt  daraus,  dafs 

der  kleinste  Wert  von  x  gröfser  als  y  ist    Sobald  daher  die  Reihe 

a,  «',  a",  ...  bis  zu  einem  Gliede,  welches  kleiner  als  y  ist,  hinab- 
steigt, so  ist  man  sieher,  dafs  die  gesuchte  Wurzel  nicht  existiert 
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Dasselbe  Verfahren  findet  Anwendung  auf  den  Fall,  in  welchem  nach 
der  vorherigen  Bestimmung  aller  positiven  Wurzeln  r,  /,  r",  r",  ... 
die  Ermittlung  einer  weiteren  Wurzel  zur  Unmöglichkeit  werden  mufs. 

10. 
Methode,  tun  die  andern  positiven  Wurzeln  derselben  Gleichung 

zu  ermitteln. 

Nachdem  die  gröfiste  Wurzel  r  gefunden  ist,  suchen  wir  zu- 
nächst diejenige  Wurzel,  welche  ihr  an  Gröfse  am  nächsten 
kommt,  und  die  wir  mit  r   bezeichnen. 

Das  einfachste  Verfahren  hierzu  besteht  darin,  dafs  man 
auf  die  ursprüngliche  Gleichung  X  =  0  zurückgeht  und  ihre  linke 
Seite  durch  x  —  r  dividiert.  Dadurch  erhält  man  die  Gleichung 
n  —  1**^  Grades,  welche  die  andern  Wurzeln  enthäli  Unter  diesen 
Wurzeln  ist  diejenige,  welche  wir  jetzt  suchen,  und  die  wir  mit  r 
bezeichnet  haben,  die  gröfste. 

Die  neue  aufzulösende  Gleichung  läfst  sich  auf  die  Form  bringen 
a;""^  =  ^(a;),  wo  ^(a;)  eine  gleichförmig  verlaufende  Funktion  von 
X  ist.  Man  gelangt  daher  zur  Auflosung  mit  Hülfe  derselben  Methode, 
deren  wir  uns  bei  der  Gleichung  x^  =  ^>{x)  bedient  haben,  wenn 
man  dabei  beachtet,  dafs  die  Grenze  der  Wuraeln  wegen  /<  r  be- 
kannt ist 

Offenbar  findet  man,  wenn  man  diese  Rechnungen  weiter  fort- 
setzt, nach  und  nach  die  andern  positiven  Wurzeln  /',  r",  .  • .,  falls 
es  deren  giebt.  Existiert  die  gesuchte  Wurzel  nicht,  so  zeigt  die 
Rechnung,  wie  wir  im  Artikel  9  bemerkt  haben,  von  selbst  die  Un- 
möglichkeit an. 

11. 

Die  Division  der  gegebenen  Gleichung  durch  x  —  r  läfst 
sich  in  folgender  Weise  ausführen: 

Nimmt  man  denselben  Wert  von  ^>{x)^  wie  in  Artikel  7,  so  lautet 
die  gegebene  Gleichung  x^  =  (p{x),  in  der  gewöhnlichen  Weise  aus- 
gedrückt: 
ic*  -j-  /"a;*""*  -j-  gx^—^  -[-...==  ax^-"^  -j-  ftar»-*— ^  -j-  ca;"""*""*  + 

Ist  die  linke  Seite  gleich  P{x  —  r)  -j-  jp  und  die  rechte  gleich 
Q{x  —  ♦*)  +  g^,  wo  jp  und  q  die  Reste  sind,  welche  bei  der  Division 
der  beiden  Seiten  durch  x  —  r  übrigbleiben,  so  mufs  man,  weil  der 
Wert  X  =  r  der  Gleichung  genügt,  |?  =  J  haben,  und  somit  ist  die 
Gleichung  n  —  1^°"  Grades,  welche  noch  zu  lösen  bleibt,  P  =  ^. 
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Setzt  man:    - 

P  a=  a;«-i  +  f  a;«-2  +  gx^-^  +  A'a;— *  -\ 

Q  =  a'a;«-*-i  +  &V-*-«  +  c  a;— *-»  H , 

so  ist  augeDscheinlich: 

f  =  f  +  r  a  =  a 

9  =^9  +  r^,  V  =-6  +  ar 

u.  8.  w. 
Wir  erhalten  daher  die  Gleichung: 

Dieselbe  läfst  sich  auf  die  Form  a?*""^  =  ^^(a;)  bringen ,  wenn  man 
eine  neue  gleichförmig  verlaufende  Funktion  fpi(x)  annimmt^  die  sich 
folgendermafsen  darstellt: 

9i(^)'= -^    f-      Y- 

a;     '    a;*     ' 

Man  mufs  jedoch  beachten,  dafs,  weil  das  Polynom 

rc«-i  +  fa^-'^  +  <7'iC«~»  H 

notwendig  alle  Potenzen  von  x  enthält,  die  kleiner  als.  die  n  —  T* 
sind,  zwischen  den  letzten  Gliedern  dieses  Polynoms  und  denen  des 
Polynoms  a'a;*""*""^  +  fc'a;**-"*— *  -|-  . . .  gewisse  Reduktionen  ausgeführt 
werden  müssen.  Allgemein  mufs  man  in  dem  Werte  von  ^i{x)  das 
Glied  Jfa;"""*""^  aus  dem  Zähler  gegen  das  Glied  iW"*""*  aus  dem 
Nenner  heben  und  die  Differenz,  je  nachdem  sie  positiv  oder  negativ 
ist,  oben  oder  unten  hinsetzen,  also  (Jf  —  N)xl^~~^'~*  in  den  Zähler 
setzen,  wenn  M>N,  und  (JV — M)x~^~^  in  den  Nenner,  wenn 
Jlf<JVist. 

Ist  dieses  ausgeführt,  so  hat  man  die  Gleichung  a;"~^  =  9,(x) 
aufzulösen,  deren  gröfste  Wurzel  /,  wie  mau  weifs,  kleiner  als  r  sein 
mufs.  Kennt  man  diese,  zweite  Wurj^el  r ,  so  verfährt  man  in  der- 
selben Weise,  um  die  dritte  r"  und  alle  folgenden,  wenn  es  deren 
giebt,  zu  erhalten. 

12. 
Die    Methode,   die   wir   soeben   angegeben  haben,   findet  in 
gleicher    Weise    auf   die    negativen    Wurzeln    Anwendung; 
mithin  kann  man  durch  sie  alle  reellen  Wurzeln  einer  numerischen 
Gleichung  finden. 
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Diese  Methode  dürfte  die  einfachste  und  allgemeinste 
sein^  welche  man  in  Bezug  auf  die  Auflösung  der  numerischen 
Gleichungen  angeben  kann^  wenigstens  so  lange,  als  nicht  besondere 
Umstände  die  Ermittlung  der  Wurzeln  erleichtern  helfen. 

Ohne  die  Form  der  gegebenen  Gleichung  af^  <=  ip(x)  zu  ändern, 
könnte  man  nach  und  nach  alle  ihre  Wurzeln  finden  mit  Hülfe  einer 
geometrischen  Konstruktion,  welche  die  verschiedenen  Schnittpunkte 
P,  P',  P",  . . .  der  t)eiden  Kurven  y  =^  x%  y  =  <p{x)  erkennen  läfst. 
Jedoch  würde  die  Bestimmung  des  zweiten  Punktes  P'  und  überhaupt 
aller  derjenigen,  welche  von  gerader  Ordnung  sind,  bedeutend  schwie- 
riger sein  als  die  des  ersten  Punktes  P  und  aller  derjenigen,  welche 
von  ungerader  Ordnung  sind.  Da  nun  jede  Schwierigkeit  mittelst 
der  aufeinanderfolgenden  Divisionen  oder  der  äquivalenten  Opera- 
tionen, die  wir  angeführt  haben,  vermieden  werden  kann,  so  stehen 
wir  davon  ab,  in  weitere  Einzelheiten  hinsichtlich  dieser  Unter- 
suchungen einzutreten. 

13. 
Zweite  Methode  für  die  Auflösung  der  numerischen  Gleiohnngen. 

Ist  die  Gleichung  n*®°  Grades  gegeben: 

deren  linke  Seite  wir  mit  F(x)  bezeichnen ,  nehmen  wir  ferner  n  Fak- 
toren 1  +  ic,  2  +  a;,  3  +  a;,  . . .  «  +  a?  an  und  setzen  wir  voraus, 
dafs  die  linke  Seite  durch  das  Produkt  aller  dieser  Faktoren  dividiert 
werde,  so  erhält  man  zunächst  den  Quotienten  1  gleich  dem  Koef- 
ficienten  des  ersten  Gliedes;  sodann  kann  man  annehmen,  dafs  der 
Rest  in  Partialbrüche  zerlegt  sei,  so  dafs  die  gegebene  Gleichung  die 
Form  erhält: 

^^   l+x  ^  2  +  a;  ^   3+x  ~         ^  n  +  x  ' 

in  welcher  (1),  (2),  (3)  ...  Koefficienten  sind,  die  sich  in  folgender 
Weise  bestimmen  lassen: 

Ist  allgemein  aj  +  Ä;  einer  der  Faktoren  a;-|-l,  a;  +  2,  ,..x-\'ny 
und  Q{x)  das  Produkt  aller  andern,  so  kann  man  setzen: 

F{x) _i     I    _W__    I       ^_ 

{x  +  k)Q{x)         *"  "^  x  +  k  "T"  "^(a:)  * 
Hieraus  folgt: 

,,.         F(x)^{x  +  k)P--{x  +  k)Q(x) 
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Setzt  man  in  dieser  Gleichung  x  =  —  Je,  so  wird: 

Dies   ist   der   allgemeine  Ausdruck   des  Zählers   des  Partialbruehes, 
welcher  zum  Nenner  a;  +  Jfc  hat. 

In  diesem  Ausdruck  ist  Q( —  h)  das  Produkt  aller  Faktoren 
(1  —  Ä)  (2  —  ifc)  (3  —  ifc)  . . .  (n  —  i)  mit  Ausschlufs  desjenigen,  welcher 
für  einen  bestimmten  Wert  von  h  verschwindet.  Man  hat  daher  der 
Beihe  nach: 

Q(-l)=       l-2.3...(n^l) 

e(-  2)  =  -^j  Ö(-  1) 

^^~ ^)  =  ~  (n— i)(n  — 2)(n~3)  ^^~  ^^ 
u.  s.  w. 
Daher  ist  Q{—  Je)  positiv  für  alle  ungeraden  Werte  von  Je  und  negativ 
für  alle  geraden  Werte  von  Je. 

Bleibt  F(x)  für  alle  Werte  aJ  =  ~  1,  —  2,  —  3,  . . .  —  n  be- 
ständig positiv,  so  hat  der  Eoefficient  (Je)  offenbar  dasselbe  Zeichen 
wie  Q{—  Je)  d.  h.  er  ist  positiv  für  alle  ungeraden  Werte  von  Je  und 
negativ  für  alle  geraden  Werte  von  Je. 

Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  FQß)  für  alle  diese  Werte 
beständig  negativ  ist. 

Diese  Reihenfolge  der  Zeichen  wird  aber  gestört,  wenn  F(x)  für 
die  verschiedenen  Werte  a;  =  —  1,  —  2,  —  3,  ...  —  n  nicht  das- 
selbe Vorzeichen  beibehält  Allgemein,  wenn  F{—  Je)  und  F{—Jc —  1) 
entgegengesetzten  Zeichens  sind,  wodurch  eine  negative  Wurzel 
zwischen  x  =  —  Je  und  x  =  —  Je  —  1  angezeigt  wird,  haben  die 
Eoefficienten  (Je)  und  (Je  +  1)  dasselbe  Zeichen;  sie  sind  dagegen 
stets  von  verschiedenen  Zeichen,  weun  F(—  Je)  und  F(—  Je—  1)  das- 
selbe Zeichen  haben. 

14. 
Bezeichnen  wir  allgemein  mit 

Ä  Ä        _41_ 

a  '\-  X  ^    a'  +  X  ^  ,a' -{-  x^ 

die  Glieder  -,:4l — ;  "^  welchen  (Je)  positiv  ist,  und  mit 
EBB' 


h  +  x  '  h'+x  ^  6"+x 
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diejenigen,  in  denen  (h)  negativ  ist,  und  setzen  wir: 

*(^)  ^  T+V  +  b'+x  +  b''+x  "^         ' 
so  nimmt  die  gegebene  Gleichung  die  Form  an: 

1  +  q){x)  =  i;(x)y 
in  welcher  q)(x)  und  ^(o;)  zwei  abnehmende  gleichförmig  verlaufende 
Funktionen  von  x  sind. 

Diese  Gleichung  kann  «auch  dargestellt  werden  durch: 

A  ^      B 


l  +  I 


a  -\-  X  &  +  x 


wenn  man  mit  Z  — ; —  die  Summe  der  Glieder,   aus  denen  q)(x) 

besteht,  und  mit  ^-r-x —  ^^^  Summe  der  Glieder,  aus  denen  if(x) 

besteht,  bezeichnet 

Aus  dem  bisher  Gesagten  erkennt  man  Folgendes: 

1)  Die  verschiedenen  Werte  von  a  sind  die  sämtlichen  ungeraden 
Zahlen  und  die  verschiedenen  Werte  von  h  die  sämtlichen  geraden 
Zahlen,  falls  F{ — h)  beständig  positiv  ist; 

2)  Das  umgekehrte  findet  statt,  wenn  F{ — k)  beständig  nega- 
tiv ist. 

3)  Diese  Regel  erleidet  nur  eine  Ausnahme,  wenn  i^(—  h)  und 
F^-^Jc  —  l)  verschiedenes  Vorzeichen  besitzen,  in  welchem  Falle  die 
beiden  Glieder,  deren  Nenner  k  -}-  x  und  Ä  +  1  +  ^  sind,  zu  einer 
und  derselben  Funktion  q)(x)  oder  if{x)  gehören.  Wenn  es  daher 
vorkommt,  dafs  zwei  aufeinanderfolgende  Nenner  k-{-x  und  i  +  l+rr 
sich  in  derselben  Funktion  g)(x)  oder  tlf(x)  vorfinden,  so  muTs  man 
daraus  schlief sen,  dafs  zwischen  rc  =  .—  Jfc  und  a;  =  —  k  —  1  eine 
negative  Wurzel  liegt.  Dies  kann  man  übrigens  unmittelbar  beweisen. 

Nehmen  wir  z.B.  an,  dafs  in  q)(x)  die  beiden  Glieder  -r-x 1" 


8  +  o;     '     4  +  a; 

vorkommen,  und  setzen  wir  nach  einander  a;=  — 3  —  a>,  a;=  — 4  +  o, 
wo  a>  unendlich  klein  ist,  so  erhalten  wir  zwei  Resultate,  von  denen 
das  eine  positiv  unendlich,  das  andere  negativ  unendlich  ist  Mithin 
liegt  eine  Wurzel  zwischen  a;  =  —  3  und  a:  =  —  4. 

15. 
um  nun  zur  Auflösung  der  mit  Hülfe  zweier  einfachen  gleich- 
förmig verlaufenden  Funktionen  ausgedrückten  Gleichung  zu  gelangen, 


n 
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müssen  wir  uns  denken,  dafs  man  nach  der  Seite  der  positiven  r 
allein  die  beiden  Kurven,  deren  Gleichungen  y  =  1  +  q>{x)  und 
y  z=:i(,(x)  sind,  konstruiere.  Die  verschiedenen  Schnittpunkte  dieser 
Kurven  werden  alsdann  die  verschiedenen  positiven  Wurzeln,  die 
man  bestimmen  will,  ergeben.  Wir  wollen  uns  zunächst  eine  Vor- 
stellung von  der  Gestalt  dieser  Kurven  bilden. 

Es  sei  OX  (Fig.  4  und  5)  die  beiden  Kurven  gemeinsame  Ab- 
scissenachse  und  0  der  Anfangspunkt  der  x.    Die  erste  und  grofste 


B 
4 

\ 

• 
6 

a 

y 

u' 

h' 

o* 

^ 

p 

C 

jr~ — 

0 

Ä 

Fig.  4. 


Ordinate  der  Kurve  y^=l-{'q>{x)  wird  dargestellt  durch OÄ  =  l'\'(p{0)\ 
vom  Punkte  A  aus  nimmt  die  Ordinate  mehr  und  mehr  ab,  je  grofser 
die   Abscisse  •  wird,   bis   sie    schliefslich    für   x  =  oo   gleich   1  wird. 


Fig.  6. 


Nimmt  man  somit  00=  1  an,  und  zieht  man  durch  den  Punkt  G 
eine  Parallele  zur  Abscissenlinie,  so  ist  diese  Parallele  CL  die  Asymptote 
der  Kurve  y  *=  1  -[-  q>{x). 

Die    erste   und    gröfste    Ordinate    der    andern   Kurve   y  =  ^(jr), 
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welche  durch  J?Pi  dargestellt  wird,  ist  JB  0  =  ^(0).  Vom  Punkte  JB 
aus  wird  die  Ordinate  fortwährend  kleiner  und  gleich  Null  für  a;  ==  oo. 
Mithin  hat  diese' Kurve  die  o;- Achse  zur  Asymptote. 

16. 

Aus  dieser  Beschreibung  im  Allgemeinen  kann  man  bereits  meh- 
rere Folgerungen  ziehen,  die  sich  auf  die  Anzahl  und  die  obere 
Grenze  der  positiven  Wurzeln  beziehen. 

1)  Wenn  man  den  Punkt  L  bestimmen  will,  in  welchem  die 
Kurve  y  s=  -^{x)  die  Gerade  CZ»,  welche  die  Asymptote  der  andern 
Kurve  y  =^  \  -^  q>{x)  ist,  schneidet,  so  hat  man  die  Gleichung  auf- 
zulösen: 

1  =  ^(a;), 

Ist  A  der  Wert  von  Xj  welcher  sich  aus  dieser  Gleichung  nach  der 
Methode  des  Artikels  6  ergiebt,  so  können  Schnittpunkte  zwischen 
den  beiden  Kurven;  wenn  es  deren  überhaupt  giebt,  offenbar  nur 
diesseits  des  Punktes  L  vorhanden  sein.  Mithin  ist  X  grofser  als  die 
gr'öfste  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung. 

Wenn  also  die  gegebene  Gleichung  m  positive  Wurzeln  haben 
soll,  so  mufs  der  Bogen  BL  von  der  andern  Kurve  in  m  Punkten 
geschnitten  werden.  Diese  Schnittpunkte  können  in  der  graphischen 
Konstruktion  der  beiden  Kurven ,  die  nach  derselben  Seite  hin  konvex 
sind,  nicht  gut  angedeutet  werden,  wofern  man  nicht  einen  sehr 
grofsen  Mafsstab  anwendet.  Jedoch  reicht  es  für  unsem  Zweck  aus, 
auf  die  Möglichkeit  derselben  hinzuweisen. 

2)  Wenn  die  Ordinate  des  Punktes  B  gröfser  ist  als  die  des 
Punktes -4,  d,  h.  wenn  !('(0)>1 +  9>(0)>  so  muTs  es  mindestens  einen 
Schnittpunkt  geben.  Allgemein  mufs  die  Anzahl  der  Schnittpunkte, 
welche  gleich  der  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  der  gegebenen  Glei- 
chung ist,  ungerade  sein,  da  die  Kurve  BL^  welche  zuerst  oberhalb 
der  andern  Kurve  liegt,  notwendig  dieselbe  überschreiten  mufs,  um 
unterhalb  derselben  in  die  Gegend  von  L  zu  gelangen. 

3)  Es  kann  nicht  ^(0)  =  1  +  9(0)  sein,  d.  h.  der  Punkt  B  kann 
nicht  mit  dem  Punkte  A  zusammenfallen,  weil  man  sonst  die  Wurzel 
x  =  0  hätte,  ein  Fall,  der  ebenso  wie  der,  in  welchem  die  Gleichung 
gleiche  Wurzeln  hat,  ausgeschlossen  worden  ist.     ^ 

4)  Es  ist  daher  nur  noch  der  Fall  ^(0)  <  1  -f  ^(O)  zu  be- 
trachten. Da  alsdann  der  Punkt  B  unterhalb  des  Punktes  A  liegt, 
so    mufs   es^   wenn    es   einen  ersten  Schnittpunkt  giebt,   notwendig 
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einen  zweiten  geben  ^  und  überhaupt  mufs  die  Anzahl  der  Schnitt- 
punkte gerade  sein. 

5)  Wenn  der  Fall  einträte,  dafs  ^(0)  <  1  wäre,  so  würde  der 
Punkt  B  unterhalb  von  C  liegen.  Alsdann  würde  es  also  keinen 
Schnittpunkt  und  somit  auch  keine  positive  Wurzel  geben. 

17. 

'    Die  Kennzeichen  der  verschiedenen  allgemeinen  Fälle, 
welche  eintreten  können ,  sind  daher  folgende: 

1)  Ist  ^(0)  >  1  +  9>(0),  so  hat  die  gegebene  Gleichung  min- 
destens eine  positive  Wurzel;  sie  kann  aber  deren  auch  drei,  fünf 
und  allgemein  eine  ungerade  Anzahl  haben. 

2)  Ist  ^(0)<1  +  9(0),  so  hat  die  gegebene  Gleichung  entweder 
gar  keine  positive  Wurzel  oder  eine  gerade  Anzahl  solcher. 

3)  Ist  ^(0)<.l,  so  hat  die  gegebene  Gleichung  keine  positive 
Wurzel. 

Wir  gehen  jetzt  über  zur  wirklichen  Auflösung  der  gegebenen 
Gleichung;  dieselbe  besteht  darin,  die  numerischen  Werte  der  posi- 
tiven Wurzeln  zu  bestimmen,  oder  zu  beweisen,  dafs  keine  solche 
Wurzel  existiert. 

Diese  Rechnungen  kann  man  auf  zweierlei  Weise  an- 
stellen; einmal,  indem  man  zuerst  die  gröfste  Wurzel  bestimmt,  das 
andere  Mal,  indem  man  zuerst  die  kleinste  Wurzel  zu  ermitteln  sucht. 
Wir  werden  diese  beiden  Wege  nach  einander  darlegen. 

18. 
Ermittlung  der  gröfsten  WtirzeL 

Die  Grenze  A  der  gröfsten  Wurzel  kennt  man  bereits  aus  der 
Auflösung  der  Gleichung  1  =^(rr);  diese  Grenze  ist  die  Abscisse  des 
Punktes  L. 

Es  sei  (Fig.  6)  h  der  Punkt  der  Kurve  y  =  1  +  q>\{x),  welcher 
dieselbe  Abscisse  hat,  wie  der  Punkt  L,  Zieht  man  durch  den  Punkt  h 
eine  Parallele  zur  Abscissenachse,  welche  die  Kurve  y  '=^  t(x)  im 
Punkte  i  trifft,  und  nennt  man  a  die  Abscisse  des  Punktes  »,  so  be- 
stimmt sich  a  durch  Auflösung  der  Gleichung  1  -|-  ^(A)  *=»  i^O")* 

Ist  sodann  Jjf  der  Punkt  der  Kurve  PA,  welcher  dieselbe  Ab- 
scisse hat,  wie  der  Punkt  i,  und  dessen  Ordinate  daher  1  +  9(«) 
ist,  zieht  man  ferner  durch  den  Punkt  k'  eine  Parallele  zur  Abscissen- 
achse, welche  die  Kurve  y  =  ilf(x)  in  i'  trifft,  und  nennt  man  a  die 
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Abscisse  des  Punktes  «',  so  bestimmt  sich  a    durch  die  Gleichung 

Hieraus  ersieht  man,  dafs  man  der  Reihe  nach  die  Gröfsen  X, 
a,  a,  «",  . . .  durch  Auflösung  der  Gleichungen 

1  =  ^  w 

1  +  ip{l)  =  V(a) 
I  +  9(a)  =  ^(a') 
1 +  ,,(«')  =  *(«") 

U.  8.  W. 

ZU   berechneu  hat.     Das  lotete  Glied  der  abuehmeHden  Reihe  ^j-a, 
a\  «",  • . .  ist  alsdann  der  Wert  der  gesuchten  Wurzel  r.  ^ 


Fig.  6. 


Wir  knüpfen  hieran,  wie  oben,  die  Bemerkung,  dafs  die  Berech* 
nung  der  Glieder  A,  a,  «',  a",  . . .  erst  dann  eine  gröfsere  Genauigkeit 
erfordert,  wenn  man  zu  zwei  aufeinanderfolgenden  Gliedern  gekommen 
ist,  die  nur  noch  wenig  von  einander  verschieden  sind. 

Femer  bemerken  wir,  dafs  man  mit  Hülfe  des  zuletzt  gefun- 
denen Gliedes,  welches  dem  Werte  von  x  bereits  sehr  nahe  kommt, 
die  Rechnung  in  folgender  Weise  zu  Ende  fiihren  kann: 

Ist  p  dieses  letzte  Glied  und  a;  =  p  —  a>,  wo  o  nur  eine  sehr 
kleine  Grofse  sein  kann,  so  erhält  man,  wenn  man  diesen  Wert  in 
die  gegebene  Gleichung  einsetzt,  ein  Resultat  von  der  Form: 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

^       ^        B  ^        A 


G  =  Z 

Legendre,  Zahlentfaeorie  II. 


(P  +  p) 

B 


r-Z 


—  z 


(a  +  !>)• 
A 
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Es  ist  daher;  wenn  man  nur  Grofsen  von  der  Ordnung  £^  yemach- 

lässigt: 

__6 Gj^ 

^         F  F^  ' 

und^  hieraus  x  ^=p  —  a, 

19; 
BeBtimmxuig  der  kleinsten  WntzeL 

Hier  sind  zwei  Fälle  zu  betrachten,  je  nachdem  1 -f- 9>(0) 
kleiner  oder  gr5fser  als  ^(0)  ist 

Erster  Fall:'  l  +  9(0)<^(0).  Da  alsdann  der  Punkt  J.  (Fig. 4), 
der  Anfangspunkt  der  Kurve  y  »» 1  4"  9(^)  unterhalb  des  Punktes  B, 
des  Anfangspunktes  der  Kurve  y^==^if{x\  liegt,  so  ziehe  man  zur  Ab- 
scissenachse  die  Parallele  Ah^  welche  die  andere  Kurve  in  h  trifiL 
Ist  a  die  Abscisse  des  Punktes  hy  so  findet  man  a  durch  Auflösung 
der  Gleichung  1  +  9(0)«=^(«).  Dabei  ist  a  ein  erster  Näherungs- 
wert der  kleinsten  Wurzel  x^^r^  welche  die  Abscisse  des  ersten 
Schnittpunktes  P  ist. 

Die  durch  den  Punkt  h  gelegte  Ordinate  scbneidet  die  untere 
Kurve  in  einem  Punkte  a,  dessen  Ordinate  1  -f-  9>(a)  ist.  Durch  den 
Punkt  a  ziehen  wir  eine  Parallele  zur  Abscissenachse,  welche  die 
obere  Kurve  in  h'  trifft.  Nennen  wir  u'  die  Abscisse  des  Punktes  h\ 
so  finden  wir  a  durch  Auflosung  der  Gleichung  1  -|-  q>{a)  »=  ^(a"). 
Geht  man  so  ohne  Ende  weiter,  so  sieht  man,  dafs  die  Abscisse, 
welche  zum  Schnittpunkte  P  gehört,  das  letzte  Glied  der  Reihe  a, 
a\  a\  . . .  ist. 

Um  daher  die  kleinste  Wurzel  rr  =  r  zu  erhalten,  hat  man  der 
Beihe  nach  die  Glieder  a,  a,  a\  . . .  durch  Auflösung  der  Gleichungen 

1  +  9(0)  =*(«) 

l  +  9>(«)  =*(«) 

1  +  9(«  )  =?>'(«") 
u.  s.  w. 

zu  bestimmen;  die  letzte  der  wachsenden  Grofsen  a,  a\  a\  . . .  oder 
die  Grenze,  welcher  diese  Gröfsen  zustreben,  ist  die  gesuchte  Wurzel 
a:  =  r. 

20. 

Zweiter  Fall:  l  +  9>(0)>^(0).  Da  alsdann  der  Punkt  J5  (Fig, 5) 

unterhalb  A  liegt,  so  ziehe  man  durch  den  Punkt  B  eine  Parallele' 

zur  Abscissenachse,  welche  die  obere  Kurve  -4P  in  a  trifft.    Ist  a 

die  Abscisse  des  Punktes  a,  so  findet  man  a  durch  Auflosung  der 
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Gleichung  ^(0)  «=»  1  -|-  9>(tt);  dabei  stellt  a  einen  ersten  Näherungs- 
wert der  gesuchten  Wurzel  dar. 

Die  Ordinate  im  Punkte  a  schneidet  die  untere  Kurve  in  einem 
Punkte  hj  dessen  Ordinate  gleich  .^(a)  ist.  Durch  den  Punkt  h  ziehen 
wir  eine  Parallele  zur  Abscissenachse^  welche  die  obere  Kurve  in  d 
trifffc.  Nennen  wir  d  die  Abscisse  des  Punktes  d^  so  findet  man  d 
durch  Auflosung  der  Gleichung  ^(a)  =  1  -[-  (p{d)- 

Ohne  auf  nähere  Einzelheiten  einzugehen,  sieht  man  jetzt,  dafs, 
wenn  man  der  Reihe  nach  die  Glieder  a,  d,  d\  . . .  mittelst  der 
Gleichungen 

*(0)  —  1  —  9)(«) 

^(a)  —  1  =  9)(«) 

^(a  )  —  1  =  9(0 
u.  s.  w. 
bestimmt,  das  letzte  Glied  der  Reihe  a,  d  d\  . . .  der  gesuchte  Wert 
der  kleinsten  Wurzel  a?  =  r  ist. 

21. 

In  beiden  Fällen  reduciert  sich  die  Schwierigkeit  stets  darauf, 
eine  gewisse  Anzahl  von  einfachen  homalen  Gleichungen  mit  Hülfe 
der  Formeln  des  Artikels  6  aufzulösen.  Wir  haben  femer  bemerkt, 
dafs  die  ersten  Glieder  der  Reihe  a,  a',  a",  . . .  mit  keiner  grofsen  Ge- 
nauigkeit berechnet  zu  werden  brauchen.  Mit  Rücksicht  hierauf  können 
daher  die  Rechnungen  beträchtlich  abgekürzt  werden.  Aus  der  Be- 
schaffenheit dieser  Rechnungen  sieht  man  sodann,  dafs  die  Punkte 
a,  dj  d\  . . .  sich  sehr  schnell  dem  Schnittpunkte  P  nahem,  so  dafs 
man  stets  nur  eine  geringe  Anzahl  von  einfachen  homalen  Gleichungen 
au£&ulösen  hat  Übrigens  kann  die  Bestimmung  der  Grenze  noch 
abgekürzt  werden,  wenn  man  sich  nach  dem  Verfahren  in  Artikel  18 
ein  vorläufiges  Urteil  über  sie  bildet. 

Es  kommt  auch  vor,  daJB  man  vornherein  weifs,  dafs  die  ge- 
suchte Wurzel  r  grofser  ist  als  eine  gegebene  Grofse  A;  in  diesem 
Falle  gehe  man,  um  alle  andern  Werte  d,  d\  ...  zu  bestimmen, 
von  dem  Werte  a  =  k  aus,  wodurch  die  Rechnung  abgekürzt  wird. 

Wir  bemerken  femer,  dafs  es  im  zweiten  Falle  vorkommen  kann, 
dafs  man  keine  Losung  findet.  Alsdann  würde  in  der  Reihe  ^(cir), 
^(a),  ^(a '),  . . .,  deren  erstes  Glied  grofser  als  1  ist,  b^ld  eins  auf- 
treten, welches  kleiner  als  1  wäre,  und  dies  würde  beweisen,  dafs 
es  zwischen  den  bBiden  Kurven  keinen  Schnittpunkt  und  somit  ancb 
keine  positive  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  gäbe. 

26* 


4()4 


Anhang. 


Die  Bestimmung  der  kleinsten  Wurzel  kann  mittelst  einer  viel 
konvergenteren  Reihe  bewerkstelligt  werden,  wie  diejenige  ist,  deren 
Anwendung  wir  soeben  gezeigt  haben.  Bevor  wir  jedoch  diese  zweite 
Auflösung  auseinandersetzen,  haben  wir  die  folgende  Aufgabe  zu  losen. 

22. 
Über  den  Dnrohsohnitt  einer  beliebigen  Geraden  mit  der 

gleichrömiig  verlaufenden  Kurve  y  «»  i>(^x). 
Es   sei  BNG  (Fig.  7)   die   nach    der  Gleichung  y  =  ^(a;)  be- 
schriebene Kurve.     Dabei   ist  '^{x)   eine   einfache  gleichförmig  ver- 

laufende  Punktion,  welche  dargestellt  werden  kann  durch  Zy^^^- 
Femer  sei  F  ein  gegebener  Punkt  auf  der  Verlängerung  der  Ordinate 


Flg.  7. 

des  Punktes  N.  Legt  man  dann  durch  den  Punkt  .P  unter  einem 
gegebenen  Winkel  NFG  die  Gerade  FO^  welche  die  Kurve  im 
Punkte  G  schneidet,  so  soll  die  Abscisse  des  Punktes  G  bestimmt 
werden. 

Ist  f  die  gegebene.  Abscisse  des  Punktes  JP,  femer  die  gegebene 
Entfernung  FN  =  c  und  m  die  trigonometrische  Tangente  des  Win- 
kels, welchen  die  Gerade  FG  mit  der  Abscissenachse  bildet,  so  er- 
hält man,  wenn  die  Abscisse  des  Punktes  G  mit  x  bezeichnet  wird, 
zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung: 

g  +  ^y)-'»(a?) 


m 


,x-f 


Ich  bemerke  nun,  dafs  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  eine 
abnehmende  gleichförmig  verlaufende  Funktion  von  x  ist  Denn  je 
grofser  x  wird  oder  je  weiter  der  Punkt  G  auf  'der  Kurve  in  der 
Richtung  der  wachsenden  x  vorrückt,  um  so  mehr  wird  offenbar  die 
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rechte  Seite,  welche  die  Tangeiite  des  Winkels  darstellt,  den  FG 
mit  der  durch  Punkt  F  zur  Abscissenachse  gezogenen  Parallelen 
bildet,  abnehmen.     Femer  kann  diese  Funktion  in  vollständig  expli- 

B 
citer   Form   dargestellt   werden.      Denn   ist   ^(a;)  =  Z  ,   .      ;   und 

beachtet  man,  dafs  3— ^ —  =  ,  ,  ^  —  tt  ,  r\7i  i  \  ist,  so  kann  man 
setzen: 

und  da  Z-v^^y.  dasselbe  ist,  wie  ^(Z),  so  reduciert  sich  die  aufzu- 
lösende Gleichung  auf  die  Form:  • 

ja 

wobei  zur  Abkürzung  C  =*  ,  ,  ^  gesetzt  ist 

Da  X  gröfser  sein  soll  als  f,  so  sieht  man,  dafs  die  rechte  Seite 
dieser  Gleichung  in  der  That  eine  einfache  gleichförmig  verlaufende 
Funktion  von  x  ist,  wenn  man  von  a;  =  /*  an  rechnet  Ich  bemerke 
femer,  dafs,  weil  diese  Funktion  für  a;  «r  /*  unendlich  und  &Lt  x=<x> 
Null  ist,  die  Gleichung  für  jeden  Wert  von  m,  wofern  er  nur  positiv 
ist,  möglich  ist,  d.  h.  sie  ist  möglich,  wofern  die  Grerade  FG  so  durch 
den  Punkt  F  gelegt  ist,  dafs  sie  die  Achse  in  dem  ins  Unendliche 
sich  erstreckenden  Teile  OX  schneidet. 

Wir  bemerken  überdies  noch,  dafs,  wenn  0  "=  0  ist  oder  der 
Punkt  F  mit  N  zusammenfällt,  die  aufzulösende  Gleichung  über- 
geht .in: 

Diese  Gleichung  bestimmt  den  Schnittpunkt  der  Kurve  y  =  if{x) 
mit  der  durch  einen  Punkt  dieser  Kurve  derart  gezogenen  Geraden, 
dafs  sie  mit  der  Achse  der  x  einen  Winkel  bildet,  dessen  trigo- 
nometrische Tangente  gleich  m  ist. 

23. 

In  dem  Falle,  wo  c  nicht  gleich  Null  ist,  geschieht  die  Auflösung 
der  Gleichung  (1)  nach  Artikel  6;  man  mufs  alsdann,  um  die  Auf- 
lösung durchzufuhren,  einen  ersten  Näherungswert  von  x  kennen.    Da 

nun  m  > 7  sein  soll,  so  foljrt  daraus  x>  f-\ •   Man  kann  da- 

x—~f  '  °  '  fll 
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her  von  dem  ersten  Gliede  Jo  =  f  -] ausgehen,  unx  nach  und  nach 

die  andern  Glieder  k\  Je', . . .,  deren  Grenze  der   gesuchte  Wert  von 
X  ist,  zu  berechnen. 

24.  .  . 

Man  kann  die  Abscisse  des  Schnittpunktes  G  auch  nach 
folgendem  Verfahren  bestimmen: 

Durch  den  Punkt  N  ziehe  man  eine  Parallele  zur  Abscissenachse, 
welche  die  Gerade  FG  in  J  trifft;  vom  Punkte  J  falle  man  ein  Lot 
auf  die  Achse,,  welches  die  Kurve  im  Punkte  N'  schneidet  Durch 
den  Punkt  N'  ziehe  man  ebenso  N'J'  parallel  zur  Achse  und  sodann 
J'N"  senkrecht  zu  derselben  u,s.w.  Ist  f  die  Abscisse  des  Punktes 
N',  f  die  des  Punktes  N",  u.  s.  w.,  so  berechne  man  die  aufein- 
anderfolgenden Glieder  f,  f\. . .  mit  Hülfe  der  Formeln: 

r  =f+- 


U.  8.  W, 

Alsdann  ist  offenbar  die  Grenze,  welcher  die  Glieder  der  Reihe  f,  f,  /*'... 
sich  nahern,  der  gesuchte  Wert  der  Abscisse  des  Punktes  G. 

Diese  Methode  ist  einfacher,  als  die  vorhergehenden;  indessen 
kann  sie  nicht  angewendet  werden,  wenn  c  «==  0  ist,  ebenso  nicht, 
wenn  m  =  0  ist,  d.  h.  wenn  die  Gerade  FG  der  Abscissenachse 
parallel  ist,  weil  es  nach  der  Seite,  wo  x>f  ist,  keinen  Schnitt- 
punkt giebt. 

25. 
Zweite  Art,  die  kleinste  Wurzel  zu  bestinimen. 

Wir  nehmen  an,  dafs  ?('(0)  >  1  +  9(0)  sei,  weil  in  diesem  Falle 
die  Gleichung  1  +  q>{x)  =■  tpix)  stets  wenigstens  eine  positive 
Wurzel  hat. 

Wird  durch  den  ersten  Punkt  B  (Fig.  8)  der  Kurve  y  =:^ip{x) 
die  Tangente  Ba  gelegt,  welche  die  Kurve  y=l  +  9(^)  "*  «  trifft, 
und  ist  ff  die  Abscisse  des  Punktes  a,  so  findet  man  nach  den  For- 
meln des  Artikel  22,  dafs  a  die  Wurzel  der  Gleichung  ist: 

-*'(0)  =  v  +  ^       ^ 


a(fl+x)  ' 


li 
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in  welcher  c*=^(0)  —  1  —  9(0)  ist  und  die  gleichförmig  verlaufende 


Funktion  £ 


sich  aus  der  Funktion  q>(x)==^J. 


dadurch 


a(a+x)  vv  /  a+x 

ergiebt,  dafs  man  jedes  Glied  derselben  durch  den  zugehörigen  Wert 
von  a  dividiert 


Fig.  8. 


Man  wendet  also  auf  diese  Gleichung  die  Formeln  des  Artikels  5 
an^  indem  man  nach  Artikel  6  als   ersten  Wert  von  k  den  Wert 

nimmt. 


-^'(0) 

Durch  den  so  bestimmten  Punkt  a  ziehe  man  eine  Senkrechte 
zur  Abscissenachse,  welche  die  obere  Kurve  in  b  trifft;  durch  den 
Punkt  b  lege  man  die  Tangente  ba'j  welche  die  untere  Kurve  in  a 
triflfk  u.  8.  w. 

Nennt  man  a,  a\ ...  die  Abscissen  der  Punkte  a,  a\ . , ,,  so 
findet  man,  dafs  die  verschiedenen  Glieder  a,  a,  a',...  sich  der 
Reihe  nach  durch  Auflosung  der  folgenden  Gleichungen  bestimmen: 

_  ^'  (0)  =   »(0)-i-.p(0)  +  I  ^ ;^     hieraus  folgt:  x  =  « 

-  ^'  („)  =  ^(">;i7(")  +  I  A;(«_t!^.  WuB  folgt:  x^a 

-  *'(«')  =  *(^^^  +  I  ^1«;  hieraus  folgt:  *-«" 


U.   8.  W. 


Die  Grenze,  gegen  welche  die  Glieder  der  wachsenden  Reihe  a,  a,  a\.. 
konvergieren,  ist  der  gesuchte  Wert  der  kleinsten  Wurzel. 


408  Anhang. 

26. 

Sind  die  gröfste  und  die  kleinste  positive  Wnisel  bekannt, 
so  sollen  alle  andern  bestimmt  werden. 

Man. konnte  nach  und  nach  alle  Wurzeln  mit  Hülfe  der  Durch- 
schnittspunkte der  beiden  gezogenen  Kurven  ermitteln,  ohne  die  Form 
der  gegebenen  Gleichung,  durch  welche  diese  Kurven  bestimmt  wer- 
den, zu  ändern.  Indessen  ist  es  viel  einfacher,  wenn  man,  nachdem 
die  Wurzel  x=^r  gefunden  ist,  den  Faktor  a?  —  r  aus  der  gegebenen 
Gleichung  fortschafft,  um  dadurch  die  Gleichung  vom  nächstniedrigeren 
Grade  zu  bekommen,  welche  die  andern  Wurzeln  enthält,  und  f&r 
welche  r  die  Grenze  der  an  Gröfse  nächsten  Wurzel  r  bildet.  Das 
hierzu  am  besten  anzuwendende  Verfahren  besteht  in  Folgendem. 

Wir  haben  angenommen,  dafs  die  gegebene  Gleichung  n^°  Grades, 
um  dieselbe  auf  die  Form  1  -f-  9(0?)  =  i>(x)  bringen  zu  komien, 
durch  das  Produkt  (1  +  ^)(2  +  ^)  ' ' '  (^  +  ^)  geteilt  werden  solle. 
Wenn  der  Grad  der  Gleichung  sich  auf  n  —  1  reduciert,  hat  man 
also  den  gröDsten  Nenner  n  +  x  wegzulassen,  damit  der  gröfste  von 
denen,  welche  übrig  bleiben,  in  Übereinstimmung  mit  dem  Grade  der 
Gleichung,  gleich  n  —  1  -f~  ^  ^^i.  Dazu  hat  man  die  verschiedenen 
Glieder  der  Gleichung  1  +  ^^(a;)  =  if{x)  mit  n  +  a;  zu  multiplicieren 
und  zu  bewirken,  dafs  das  Produkt  durch  x  —  r  teilbar  sei 

Nun  ist  aber: 

A(n+x)  ^  Mn  +  rl    ,     Ä(n'-a){r-x)  ^ 
a+Ä  w+r        '       (a'\-r){a-\-x) 

Setzt  man  daher  : 

a+r      —^1^ 
SO  hat  man: 

(«  +  a;)g,(:r)  =  (n  +  :r)Z  „-^^  =(n+r)I-.|-+(r-^)I^-^- 

Setzt  man  ebenso: 

B(,n-b)         j. 

SO  hat  man: 
(«  +  a;)^(^)^(«+a;)I,|^=(«+r)I-^|^-+(r-^)I-^5^-. 

Substituiert  man  diese  Werte  und  beachtet  man,  dafs 

ist,  so  geht  die  Gleichung  1  -\^  q)(x)  =  ^(a;)  über  in: 
n^x+{n+r)<p(r)  +  {r-x)I.    A^  =(«  +  r)^(r)+(r-a;)Z  ^^'^  • 
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Da  jedoch  der  Wert  a;  =  r  der  Gleichung  1  rf-  9(ic)  =  ^(a;)  genügt, 
80  ist  1  +  g)(r)  =  ^(r).  Läfst  man  daher  in  der  vorstehenden  Glei- 
chung diejenigen  Glieder,  welche  sich  gegenseitig  zerstören,  weg,  und 
dividiert  man  das,  was  übrig  bleibt,  durch  r  —  x^  so  ergiebt  sich: 


Diese  Gleichung,  welche  man  auf  die  Form  1  +  V'iC^)  =  9i(^)  bringen 
kann,  ist  der  gegebenen  vollständig  analog;  jedoch  enthält  sie  ein 
Glied  weniger;  denn  aus  den  Werten  der  Eoefficienten  A^^  B^  sieht 
man,  dals  das  Glied,  welches  n  -{^  x  zum  Nenner  hat,  verschwindet, 
mag  es  nun  zur  Funktion  q>{x)  oder  zur  Funktion  tlj{x)  gehören. 

Femer  mufs  man  beachten,  dafs,  weil  n  die  gröfste  der  Zahlen 
a  und  b  ist,  die  Eoefficienten  Ä^  und  B^  stete  positiv  sind.  Daher 
fallt  bei  dem  Übergange  von  der  gegebenen  Gleichung  l  +  9(a?)=^(a;) 
zu  der  folgenden  1  +  ^('iCa?)  =  9>i(ic),  welche  eine  Wurzel  wem'ger 
hat,  nur  ein  Glied  in  einer  der  Funktionen  q>{x)j  i>{x)  einfach  weg, 
ohne  dafs  ein  Glied  aus  der  einen  Funktion  in  die  andere  überträte, 
wie  dies  der  Fall  sein  würde,  wenn  einer  der  Eoefficienten  A^,  B^ 
negativ  wäre.  Nur  das  konstante  Glied  1  ändert  sein  Zeichen  oder 
tritt  von  der  einen  Seite  auf  die  andere. 

27. 

Man  sieht  daher,  dafs  die  Division  der  gegebenen  Gleichung 
durch  X  —  r  mittelst  eines  sehr  einfachen  Verfahrens  bewerkstelligt 
wird,  welches  darin  besteht,  dafs  man   das  konstante  Glied  1    auf 

A  Ji 

die  andere  Seite  bringt  und  in  jedem  der  Glieder       ,       und  -^r — 

den  Eoefficienten  A  durch  — Lt_J.  unj  Jen  Eoefficienten  B  durch 

a+r 

— j—. — —  ersetzt. 

Wir  brauchen  daher  jetzt  für  die  Auflösung  der  Gleichung 
1  +  ^,(ic)  ==  ^i{x)  keine  neue  Regel  mehr  zu  geben.  Man  wendet 
auf  diese  Gleichung  die  Formeln  der  Artikel  19  u.  ft  an,  und  da 
man  von  vornherein  weifs,  dals  die  kleinste  Wurzel  /  >  r  ist,  so 
gelangt  man  noch  leichter  zum  Resultat.  Nachdem  man  die  Wurzel 
r ,  welches  die  zweite  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  ist,  gefunden 
hat,  bildet  man  in  ähnlicher  Weise  eine  dritte  Gleichung 

welche  die  n  —  2  übrigen  Wurzeln  enthält 
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Man  erhält  also  auf  diese  Weise  mit  Hülfe  von  Gleichungeiiy  die 
immer  einfacher  werden,  nach  und  nach  die  verschiedenen  positiven 
Wurzeln  r,  /,  r", . .  .  der  gegebenen  Gleichung.  Diese  Rechnung 
ist  beendigt;  sobald  man  zu  einer  transformierten  Gleichung  gelangt^ 
die  nicht  lösbar  ist^  was  man  aus  den  von  uns  bei  der  allgemeinen 
Auflösung  angegebenen  Bedingungen  erkennt. 

28. 

Dieselbe  Methode  ergiebt  die  negativen  Wurzeln,  wenn  man  in 
der  gegebenen  Gleichung  das  Zeichen  von  x  ändert  und  dieselbe  dann 
auf  die  Form  1  -|-  9>(^)  "»  ^{x)  bringt  Indessen  ist  es  einfacher, 
die  letzte  der  transformierten  Gleichungen  1  4~  ^i(^)  =  9^1(^)7 
1  +  VaC^)  =  ^2(^)7  •:  •  2u  nehmen,  welche  keine  positiven  Wuraeln 
mehr  hat,  aber  negative  haben  kann.  Um  diese  letzteren  zu  erhalten, 
reduciert  man  diese  transformierte  Gleichung  auf  die  gewöhnliche, 
von  Brüchen  befreite  Form  und  wendet  sodann,  nachdem  man  das 
Zeichen  von  x  geändert  hat,  auf  sie  die  Methode  des  Artikel  13  an, 
um  sie  von  neuem  auf  die  Form  1 -f-9(a;)  =  ^(a;)  zu  bringen.  Für 
diese  mufs  man  dann  die  positiven  Wurzeln  suchen. 

29. 

Es  bleibt  also  nur  noch  zu  zeigen  übrig,  wie  man  eine 
Gleichung,  die  lauter  imaginäre  Wurzeln  hat,  auflösen  könne. 
Indessen  ist  diese  Aufgabe  bedeutend  schwieriger  wie  die,  die  reellen 
Wurzeln  zu  finden,  und  wir  verhehlen  es  nicht,  daCa  die  vorher- 
gehenden Methoden  nur  wenig  Vorteil  bei  der  Lösung  derselben  ge- 
währen. Allerdings  könnte  man  die  imaginären  Wurzeln  einer  Glei- 
chung n^  Grades  mit  Hülfe  der  reellen  Wurzeln   einer   Gleichung 

vom  Grade  ^   «T-^  finden.    Wenn  aber  n  auch  nur  wenig  grölser  ist 

als  4,  macht  die  bedeutende  Komplikation  einer  solchen  transfo^ 
mierten  Gleichung  und  der  Rechnungen,  welche  erforderlich  sind,  um 
zu  ihr  zu  gelangen,  die  Anwendung  dieses  Hülfsmittels  vollständig 
illusorisch.  Man  mufs  daher  in  der  gegebenen  Gleichung  selbst  und 
nicht  in  einer  transformierten  Gleichung  von  höherem  Grade  die 
Hülfsmittel  suchen,  welche  zu  den  numerischen  Werten  der  imagi- 
nären Wurzeln  führen.  Wir  haben  schon  im  Artikel  119  dieses 
Werkes  eine  Methode  angegeben,  welche  den  Vorteil  hat,  ziemlich 
schnell  zum  Ziele  zu  führen,  wenn  man  dem  Rechner  einige  An- 
deutungen  über  die   Wahl   des   ersten  anzunehmenden  Wertes  der 
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durch  a  -{-  ß  Y —  1  oder  r  (cos  ö*  + 1^—1  sin  -0")  ausgedrückten  Wurzel 
geben  konnte.  In  der  Erwartung,  dafs  diese  Methode  bald  die  Ver- 
besserungen, deren  sie  fähig  ist,  erfahren  möge,  wollen  wir  hier  die 
Formeln  geben,  welche,  bei  Anwendung  der  vorstehend  entwickelten 
Melhode,  dem  Falle  der  imaginären  Wurzeln  entsprechen.  Und  da 
eine  imaginäre  Wurzel  durch  r  (cos  '0'  +  }/ —  1  sin  d)  dargestellt  wird, 
so  suchen  wir  zuerst  die  Grenzen  für  die  Grofse  r,  welche  im  ge- 
wissen Sinne  das  Mafs  ihrer  Grofse  oder  der  Modul  dieser  Wurzel 
ist,  weil  der  Wert  einer  beliebigen  Potenz  m  von  4?  niemals  gröfser 
als  r'^,  wohl  aber  beliebig  wenig  davon  verschieden  sein  kann. 

30. 
Grensen  der.  reellen  Grofse,  welche  bei  den  imaginären  Wurzeln 

als  Modul  auftritt. 

Wird  die  gegebene  Gleichung,  deren  Wurzeln  sämtlich  imaginär 
sind,  durch 

X*  +  ^jo;"-!  +  4,0;—*  +  ^^a;— »  +  •  •  •  +  J^  =  0 

bezeichnet,  und  setzt  man  x  =  r  (cos  d*  +  Y —  1  sin  d) ,   so  zerfällt 

diese  Gleichung  in  zwei  andere,  nämlich: 

1^  cosn-e-i-ii  r»  - 1  cos(«— l)^^:-^^^^-*  co8(w-- 2)  ^+---4:^, = 0 

r»  sinw'd'+^r*-*  8in(n— l)^4:-43r»-2sin(w— 2)Ö'4:-+J^_irsin^=0. 

Multipliciert  man  die  erste  mit  cos  n#,   die  zweite  mit  sin  nd"  und 

addiert  die  Produkte,  so  erhält  man: 

r»  +  J.,r*-i  cosd' +  4^1^-^  cos2^  +  •  •  •  +  ^«  cos  nd'  =  0. 
Offenbar  wird  nun  aber  r"  unter  der  Annahme  am  gröfsten  werden, 
dafs  man 

hätte,  wobei  die  Eoefficienten  4,  ^^i  -^3  •  •  -  ^^^  ^^^  rechten  Seite 
sämtlich  positiv  genommen  sind.  Wendet  man  hierauf  das  an,  was 
wir  im  Artikel  1  für  den  Fall  reeller  Wurzeln  gefunden  haben,  so 
kann  man  schliefsen: 

1)  Wenn  der  Koefficient  des-  zweiten  Gliedes  A^  an  Grofse  von 
keinem  der  andern  Eoefficienten  Jj;  ^s?  •  •  •  -^n  übertroffen  wird,  so 
hat  man: 

r<l  +  A,. 

2)  Wenn  Ai  und  Ak  die  beiden  Eoefficienten  sind,  für  welche 
YAi  und  YAk  diö  gröfsten  Werte  haben,  so  ist: 
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Dies  ist  also  in  diesem  Falle  die  obere  Grenze  der  Gröfse  r,  welche 
bei  den  imaginären  Wurzeln  als  Modul  auftritt. 

'  31. 

Um  die  untere  Grenze  eben  dieser  GröFse  zu  erbalten,  bemerke 
ich,  dafs,  weil  die  gegebene  Gleichung  nach  Voraussetzung  nur 
imaginäre  Wurzeln  hat,  ihr  letztes  Glied  An  das  Produkt  aus  allen 
Gröfsen  r*,  /*,  r '*, . . .,  welche  sich  aus  den  verschiedenen  Paaren 
imaginärer  Wurzeln  ergeben,  darstellen  muTs.  Ist  also  r  die  grofste 
der  Gröfsen  r,  r ,  r\  . . .  und  r^^  oder  q  die  kleinste,  so  hat  mau: 

r>YA^  und  q<  Yln. 

Der  grofste  der  Moduln  r  mufs  daher  zwischen  den  folgenden  Grenzen 
enthalten  sein: 

Was  die  Grenzen  des  kleinsten  Moduls  anlangt,  so  haben  wir  nur 

die  obere  Grenze  q  <  YÄh  •     Jedoch    können    wir    auch    leicht    die 
untere  Grenze  finden. 

Zu  dem  Zwecke  hat  man  in  der  gegebenen  Gleichung  x  '=^  —  ilu 
setzen,  wodurch  sich  eine  Gleichung  von  der  Form  ergiebt: 

jer»  +  -Bjief"-^  +  -B^ief»-«  ±  • .  •  +  J?«  =  0. 
Nun  sind  zwei  Fälle  zu  betrachten: 

1)  Ist  der  Eoefficient  B^  des  zweiten  Gliedes  mindestens  ebenso 
grofs,  als  irgend  ein  anderer  Eoefficient,  so  hat  man,  wenn  B^  positiv 
genommen  wird :  je?  <  1  +  ^i  • 

2)  Sind  Bi  und  Bk  die  beiden  Eoefficienten,  für  welche  yBi  und 

ySk  am  grölsten  sind,  so  hat  man,  wenn  diese  beiden  Wurzelgrolsen 
a  und  b  genannt  werden,  ä?  <  a  +  6. 

Im  ersten  Falle  ist  daher  p  >  -t-t-d»  im  zweiten  p  >  — i— i-  • 

32. 
Form  der  Gleichungidn,  welche  im  Falle  der  imaginären  Wnrseln 

aufzulösen  sind. 
Ist  F(x)  B=  0  die  gegebene  Gleichung  n**°  Grades,  deren  sämt- 
liche Wurzeln  imaginär  sind,  und  substituiert  man  für  x  irgend  einen 
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Wert  ic  =  Ä,  so  ist  die  linke  Seite  F(x)  stets  eine  positive  Gröfse. 
Daraus  folgt,  dafs,  wenn  man  wie  im  Artikel  13  Y^ßLhrt  und  die 
gegebene  Gleichung  durch  das  Produkt  der  Faktoren  1  +  ic,  2  -}-  ^j 
3  +  ^1  •  •  •  w  +  0?  dividiert,  um   sie  auf  die  Form  1  +  9(^)  =  V'(^) 

oder  1  +  ^       ,       =  Z  ,   ,       zu  bringen,   die   verschiedenen  Werte 

von  a  die  ungeraden  Zahlen  1,  3,  5, , .  .n  —  1  sind,  während  die 
Werte  der  b  die  geraden  Zahlen  2,  4,  6, . . .  n  sind.    . 

Mithin  sind  .im  Falle  der  imaginären  Wurzeln  die  Funktionen 
q){x)  und  ^(o;)  beständig  von  der  folgenden  Form: 

Sie  besitzen  daher  dieselbe  Anzahl  ron  Gliedern. 

.33. 

Setzt  man  hierauf  xt=r  (cos  ^  +  1^ — 1  sin^),  so  wird: 

A •     A •    ii(a+r  cos  »  —yHj.rBina-) 

a  +  «  ~  a+r(co8^+V'^=^flin^)  *^  a«  +  2or  cos ^4- r* 

mithin: 


^1^-^  ..^.'7l^^.^  +r{coB»^V=lsm»)T-r, 


Hieraus  ersieht  man,  dafs  die  Gleichung  1  +  1  a4-x  "^  ^  M^   ^° 
zwei  andere  zerföUt,  nämlich: 

14-1 ^ Z  ^^ 


a*  +  2ar  COS  <^  +  r»  6*  -f  2  6r  cps  -^  +  r* 


a*  +  2ar  co8  «■  +  r'  6«  +  2  ftr  cos  «•  +  r* 

Auf  der  linken  Seite  hat  a  alle  ungeraden  Werte  1,  3,  5, . . .  n  —  1, 
auf  der  rechten  b  alle  geraden  Werte  2,  4,  6, . . .  w. 

Dies  siud  also  die  Gleichungen,  welche  man  aufzulösen  hat^  um 
die  zu  jedem  Paare  von  imaginären  Wurzeln  gehörigen  Werte  von 
r  und  <&  zu  finden. 

Die  Zahl  r  ist  stets  positiv.  Was  die  Zahl  r  cos  ö*  betrifft,  so 
kann  dieselbe  positiv  oder  negativ  sein.  In  Bezug  hierauf  kann  man 
also  zwei  Arten  von  imaginären  Wurzeln  unterscheiden,  näm- 
lich die  positiven,  wenn  der  reelle  Teil  rcos-^  positiv  ist,  und 
die  negativen,  wenn  dieser  Teil  negativ  ist. 
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34. 

Man  kann  annehmen,  dafs  die  vorstehenden  Gleichungen 
unter  Voraussetzung  eines  positiven  rcos^  gebildet  seien. 
Ähnliche  Gleichungen  könnte  man  unter  Voraussetzung  eines  nega- 
tiven r  cos  'S*  bilden.  Dazu  müfste  man  das  Vorzeichen  von  x  in  der 
gegebenen  Gleichung  andern  und  nach  dieser  Änderung  ebenso  ver- 

A  ja 

fahren,   um  sie  auf  die  Form  1  4"^ — i —  =^-in —   zu    brineeu. 

Setzt  man  darauf  x*^r  (cos  ^  +  }/— 1  sin  ^),  so  würde  man  zwei 
Gleichungen  erhalten ,  die  den  Gleichungen  (a)  ahnlich  sind,  deren 
Koefficienten  aber  andere  sein  würden. 

Diese  Unterscheidung   erscheint   notwendig^   weil   die   Funktion 

A 
Z    g  ,  ^ ^-j — r  keine  gleichförmig  verlaufende  Funktion  von  r 

mehr  sein  würde,  wenn  man  die  Gleichungen  (a)  für  negative  cos  ^ 
in  derselben  Form  liefse.  Denn  differentiirte  man  diese  Funktion 
nach  Ty  so  würde  der  Differentialquotient* sein: 

-        2ii(r  +  oco8^) 

^  (a«'+ 2  ar  008  ^  +  r*)«  ' 

und  dieser  würde  von  r  »=  0  bis  r  =  oo  nicht  dasselbe  Vorzeichen 
behalten,  was  der  Natur  einer  gleichförmig  verlaufenden  Funktion 
widerspricht. 

Zur  vollständigen  Losung  der  gegebenen  Gleichung  mufs  man 
daher  zwei  Systeme  von  Gleichungen  von  der  Art  wie  das  System 
(a)  betrachten,  in  deren  jedem  cos  ^  positiv  vorausgesetzt  wird. 

35. 

Ist  jetzt  r  cos  ^  <=!>,  r^  =»  3,  öo  sind  die  beiden  au&ul5senden 
Gleichungen : 

1    I   T  ^^  =T         -^^        - 

^  ^  ^  a*  +  2ap  +  3         -^  5«  4.  26i>  +  5 


Man  kann  dieselben  auch  einfacher  darstellen  durch: 
wenn  man  festsetzt,  dafs  A  stets  positiv  sein  soll  für  jeden  nnge- 
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raden  Wert  a=l,  3,  5,  ...n  —  1  und  negativ  für  jeden  geraden 
Wert  a  =  2,  4,  6,...w. 

Diese  Gleichungen  sind  von  ziemlich  einfacher  Form;  da  sie 
jedoch  zwei  Unbekannte  p  und  q  enthalten,  so  scheint  es  nicht,  als. 
ob  man  dieselben  mittelst  einer  Methode  auflosen  könnte,  die  der- 
jenigen analog  wäre,  welche  wir  für  den  Fall  reeller  Wurzeln,  wo 
nur  eine  Unbekannte  vorkommt,  gegeben  haben. 

Wenn  man  daher  die  Weitläufigkeiten  der  Elimination,  durch 
welche  man  die  beiden  Unbekannten  auf  eine  einzige  zurückführen 
konnte,  vermeiden  will,  so  mufs  man  sich  darauf  beschränken,  diese 
Gleichungen  durch  eine  Art  von  heuristischem  Verfahren  aufzulösen, 
wobei  nichts  weiter  vorausgesetzt  wird,  als  dafs  q  oder  r*  zwischen, 
gegebenen  Grenzen  liegt,  und  dafs  stets  p  <yq  ist. 

Es  konnte  vorkommen,  dafs  man  fOr  die  vorstehenden,  das 
System  (a)  darstellenden  Gleichungen  keine  Losung  fände.  Alsdann 
würden  aber  die  beiden  analogen  Gleichungen,  welche  das  andere 
System  darstellen  unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  imaginären 
Wurzeln,  d.  h.  ihre  reellen  Teile,  negativ  sind,  sämtliche  n  imagi- 
nären Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  enthalten,  so  dafs  die  Auf- 
losung, falls  sie  in  dem  einen  Falle  nicht  gelingen  sollte,  notwendig 
in  dem  andern  gelingen  müfste. 

Man  braucht  sogar  die  Form  der  vorstehenden  Gleichungen  nicht 
zu  ändern,  sondern  man  kann  sich  damit  begnügen,  das  Vorzeichen 
von  p  zu  ändern,  wodurch  man  auf  das  zweite  System  zurückkommen 
würde.  Denn  die  letzte  Form  (a)y  auf  welche  wir  die  aufzulosenden 
Gleichungen  gebracht  haben,  indem  wir  an  Stelle  von  r  und  ^  die 
Unbekannten  p  und  q  einführten,  hat  den  in  Artikel  34  bemerkten 
Übelstand  nicht  mehr,  vielmehr  sind  die  vier  Funktionen: 

-.  Äa  -.  A 

a*  — 2ap+Y'         a^  —  ^ap  +  q 

Bh  -  B 

'y   ^  h 


h^  —  ^hp  +  q  '  b^-'2bp  +  q  ' 

sowohl  in  Bezug  auf  p  wie  in  Bezug  auf  q  betrachtet,  stets  gleich- 
förmig verlaufende  Funktionen,  da  p  immer  zwischen  den  Grenzen 
pt=0  und  p  =:  Yq  liegen  soll. 

36. 
Wir  nehmen  an,  dafs  man  nach  einigen  Versuchen  Werte  von 
p  und  q  gefunden  habe,  welche  den  Gleichungen  (a  )  näherungsweise 
genügen.    Diese  Werte  seien  p^^f,  q=9]  dieselben  mögen  ergeben: 
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Aa 


.   Z 


a^  +  iaf+g 
A 


a*  +  iaf+g         "> 
wo  (i  und  V  sehr  kleine  Grölsen  sind.     Um  eine  grofsere  Annäherung 
zu  erreichen,  setzen  wir  P'=  f-\-  Sf,  2  =  9  -\-  Sg  und  erhalten  nur 
Bestimmung  von  df  und  Sg  die  Gleichungen: 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 


G  =  Z 


^==2:^r 


■Aa 

(a'  +  aa/'+flr)» 


so  wird: 


mithin: 


(a'+iaf+gy. 

2Hdf+Gdg  =  —  it 
2aSf+  F8g  =  —  v, 


Somit  sind  die  verbesserten  Werte  von  jp  und  g: 

Man  beachte,  dafs  man  mit  Rücksicht  auf  die  Grofsen  F^  G,  H  hat 

Setzt  man  also  H  =  —  gF  —  2/*ö  +  ^j  und  vernachlässigt  man 'die 

Glieder,  welche  die  Grofsen  ft  und  v  in  zwei  Dimensionen  enthalten, 

so  wird: 

^  ,     1  Fa  —  Gv 


2     G'+ifFG+gF* 
Gti+(gF+2fG)v 


^        ^  G^+2fFG+glf^ 

Diese  Werte  können,  wenn  es  notig  ist,  dazu  dienen,  um  andere  zu 
finden,  die  noch  mehr  angenähert  sind. 
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37. 
Nennen  wir  wieder  f  und  g  die  verbesserten  Werte   von  p  und 
9;  so  ergeben  sich  daraus  die  beiden  imaginären  Wurzeln: 


Um  sodann  die  andern  Wurzeln  derselben  Gleichung  zu  erhalten, 
müssen  wir  die  Gleichung  bilden,  deren  Wurzeln  sie  sind. 

Sind  a;  =  r',  a;  =  /'  die  beiden  Wurzeln,  die  wir  soeben  bestimmt 

haben,    so  müssen  wir  in  der  gegebenen  Gleichung  1  +  Z  — r—  =  0 

den  Eoefficienten  A  durch  einen  neuen  Koef6cienten 

_  {n  —  a){n—  1  —  a)     . 
^  —  -   -(a  +  /)(a+V') 

ersetzen.  Dies  ergiebt  sich  in  der  That  aus  den  Formeln  des  Ar- 
tikels 26.  Da  nun  (a  +  /)(«  +  r")  =  o*  +  2«/*+  ^r  ist,  so  wird 
der  Wert  von  A^: 

Hiernach  ist  die  neue  aufzulösende  Gleichung  n  —  2*®**  Grades: 

l+I-^ 0, 

'         a-\-x  ' 

und  diese  zerfallt  durch  die  Substitution  x=p  +  }/j)*  —  g  in  zwei 
andere,  nämlich: 

l  +  I-T^r^^^: 0 

'^ ^* 0. 


Diese  Gleichungen  sind  denen  im  Artikel  35  vollständig  analog;  sie 
enthalten  jedoch  beide  zwei  Glieder  weniger,  da  die  Werte  von  A^^ 
welche  den  Werten  a*^n  und  a  =  n —  1  entsprechen,  verschwinden. 
Mithin'  ist  der  letzte  Wert  von  a  gleich  n  —  2,  und  in  der  That  ist 
die  Gleichung,  die  noch  aufzulösen  ist,  vom  Grade  n  —  2. 

38. 

Mit  Hülfe  dieses  Verfahrens  bildet  man  sehr  leicht  die  verschie- 
denen Gleichungen,  die  noch  aufzulösen  bleiben,  nachdem  man  stets 
je  zwei  der  imaginären  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  gefunden 
hat.  Die  Art  und  Weise,  wie  man  von  einem  System  zum  folgenden 
gelangt,  besteht  darin,  dafs  man  in  jeder  der  beiden  Gleichungen 

Leg«ndre,  Zahlentheorie  II.  27 
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des  Systems  zwei  Glieder  wegläTst  und  die  Eoe£Gcieiiten  der  andern 
Glieder  nach  einem  unveränderlichen  Gesetze  abändert.  Dies  Ver- 
fahren ergiebt  unmittelbar  das  Resultat,  welches  man  erhalten  würde, 
wenn  man  die  gegebene  Gleichung  durch  das  Produkt  der  den  bei- 
den gefundenen  Wurzeln  entsprechenden  Faktoren  dividiert  und  so- 
dann den  Quotienten  auf  die  Form  bringt,  welche  für  unsere  Methode 
erforderlich  ist. 

Wenn  die  Operationen,  welche  erforderlich  sind  zur  Bestimmung 
der  reellen  Wurzeln,  zu  Ende  geführt  sind,  und  es  bleibt  nur  noch 
eine  Gleichung  von  geradem  Grade,  deren  Wurzeln  sämtlich  imaginär 
sind,  aufzulösen,  so  ist  man  von  vornherein  sicher,  dafs  die  Auf- 
lösung möglich  ist.  Wenn  also  auch  die  Untersuchung,  die  sie  ver- 
anlafst,  wegen  der  kaum  zu  vermeidenden  Versuche  ziemlich  weit- 
läufig wird,  so  ist  sie  doch  wenigstens  niemals  fruchtlos.  Übrigens 
werden  die  Operationen,  je  weiter  sie  fortschreiten,  von  Schritt  zu 
Schritt  einfacher,  weil  sich  die  Anzahl  der  Glieder,  die  nach  ein- 
ander gleich  n  —  2,  n  —  4,  n  —  6, . . .  ist,  ebenso  wie  der  Grad 
der  Gleichung  verringert,  und  sobald  man  zu  einer  transformierten 
Gleichung  vom  vierten  Grade  gelangt  ist,  kann  die  Lösung  sogar 
ohne  jegliches  Probieren  durchgeführt  werden. 

39. 

Die  soeben  auseinandergesetzte  Methode  ist  noch  sehr 
unvollkommen;  indessen  hat  sie  einige  besondere  Vorsüge, 
welche  sie  der  Einfachheit  und  Eleganz  der  Formeln  verdankt  Der 
beachtenswerteste  dieser  Vorzüge  besteht  darin,  dafs,  wenn 
man  für  p  und  q  verschiedene  Werte  setzt,  um  zu  ermitteln,  welche 
etwa  den  Gleichungen  genügen,  diese  Substitution  in  jedem  Nenner 
a^-|-2a^-|-g  ohne  jede  komplicierte  Rechnung  ausgeführt  werden  kann. 

Dies  ist  nicht  der  Fall,  wenn  man  x  =  r  (cos  d"  +  Y — 1  sin  s) 
gesetzt  und  für  r  oder  für  d*  in  die  Gleichungen,  von  denen  diese 
Unbekannten  abhängen  (Art.  119),  einen  neuen  Wert  zu  substituieren 
hat.  Diese  Substitutionen  erfordern  komplicierte  Rechnungen,  be- 
sonders um  die  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von  %•  zu  finden. 
Dieser  erste  Vorzug. ist  daher  schon  sehr  grofs. 

Ein  zweiter  aber  ist  nicht  weniger  bemerkenswert.  Er 
besteht  darin,  dafs  die  beiden  aufzulösenden  Gleichungen  gleichzeitig 
auf  eine  sehr  einfache  Weise  gebildet  werden  können.  Giebt  man 
nämlich  p  und  q  besondere  Werte    und    findet    man   jedes    Glied 
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^„  ,  2^     ,    -  =  +i^(ö),  nämlich  gleich  +^(«),  wenn  a  ungerade, 

und  gleich  —  F(a)j  wenn  a  gerade  ist,  so  ergiebt  sich  aus  der  ersten 
der  beiden  Gleichungen  («'),  welche  folgendermafsen  dargestellt  wird: 

1  +  F(l)  +  F(3)  -^  Fi6)  +  •  •■  ^F(n-l)] 

-  F(2)  -  FiA)  —  Fi6) F(n)      )         ' 

unmittelbar  die  zweite  in  folgender  Form: 

F{1)  +  I  J'(3)  +  |  F(5)+  ...+  -^  J'C«-!)! 

-iF(2)--^F(4)-|F(6) iF(»)  I"    ■ 

Es  ist  daher  sehr  leicht,  beiden  Gleichungen  gleichzeitig  zu  genügen. 

40. 

Wir  glauben  die  im  Vorstehenden  angegebenen  Methoden  in 
ihren  Einzelheiten  hinreichend  entwickelt  zu  haben,  so  dafs  es  nicht 
nötig  sein  dürfte,  Beispiele,  wie  dieselben  anzuwenden,  anzuführen. 
Wir  wollen  nur  eine  allgemeine  Bemerkung  daran  knüpfen,  die 
bei  den  Anwendungen  von  Vorteil  sein  kann.  Wenn  nämlich  die 
Grofse  der  Eoefficienten  der  gegebenen  Gleichung  oder  die  Berech- 
nung der  oberen  Grenze  der  Wurzeln  darauf  hindeutet,  dafs  diese 
Wurzeln  sehr  grofse  Zahlen  sind,  so  kann  man  dieselbe  dadurch 
zweckmäfsig  auf  eine  mittlere  Grofse  bringen,  dafs  man  a;  =  my 
setzt,  wo  m  gleich  10,  100  oder  einer  beliebigen  andern  Zahl  von  der 
Beschaffenheit  ist,  dafs  vermöge  derselben  die  Werte  von  y  nur  Ein- 
heiten oder  höchstens  Zehner  enthalten  können.  Ebenso,  wenn  die 
Koefficienten  der  gegebenen  Gleichung  so  klein  wären,  dafs  man 
daraus  schliefsen  müfste,  dafs   die  Wurzeln  viel  kleiner  als  1  seien, 

so  müfste  man  x  =  -^-  setzen    und  m   derart   annehmen ,   dafs    der 

gröfste  Wert  von  y  einen  ganzen  Teil  von  ein  oder  zwei  Ziffern 
haben  kann.  Die  Transformation  ist  besonders  im  zweiten  Falle 
nützlich,  um  zu  vermeiden,  dafs  die  Wurzeln  einander  allzu  nahe 
kommen  und  daher  vielleicht  eine  bei  den  aufeinanderfolgenden 
Näherungswerten  übergangen  wird. 

41. 

Wir  beschliefsen  diese  Untersuchungen  mit  einer  Bemerkung, 
die   notwendig   ist  zur   Vervollständigung   der  Auflösung  der  Glei- 

27  ♦ 
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chung  c  =  9>{x)f  wie  sie  in  den  Artikeln  4  u.  S.  angegeben  wor- 
den ist. 

Wir  haben  in  diesen  Artikeln  stillschweigend  vorausgesetzt^  daCs 
die  nach  der  Gleichung  y  =  fp{x)  gezeichnete  Kurve  in  dem  der 
Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Teile,  nämlich  von  a?  =«  0  oder  « =  l* 
bis  ic  =  r,  wo  r  die  Abscisse  des  Schnittpunktes  M  ist,  überall 
konkav  oder  überall  konvex  sei  gegen  die  Abscissenachse.  Diese 
Eigenschaft,  zufolge  deren  die  Reihe  Tc^  Je,  Tc\,.  bestandig  gegen  die 
gesuchte  Grenze  r  hin  zunimmt,  gilt  bei  unendlich  vielen  gleich- 
förmig verlaufenden  Funktionen  und  besonders  bei  allen  denen,  welche 
bei  unsrer  zweiten  Methode  zur  Anwendung  kommen.  Im  allge- 
meinen erfordert  die  Definition  der  gleichförmig  verlaufenden  Funk- 
tionen indessen  nur  eine  einzige  Bedingung,  nämlich  die,   dafs  der 

Differentialquotient  — ?— -  für    den   ganzen  Bereich   der   positiven  x 

dasselbe  Vorzeichen  beibehalte.    Es  kann  daher  vorkommen,  dafs  der 

Differentialquotient  zweiter  Ordnung  — J\      in   demselben  Bereiche 

ein  oder  mehrere  Male  sein  Zeichen  ändert;  alsdann  zeigt  die  Kurve 
y  =  g)(x)  einen  oder  mehrere  Wendepunkte  oder  Veränderungen  in 
der  Krümmung.  Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  dafs  eine  solche  Krüm- 
mungsänderung stattfinde  zwischen  den  beiden  Punkten  Je  und  fc", 
was  dadurch  angezeigt  wird,  dafs  die  beiden  Differenzen  g)(Jc)  — c 
und  q)(Jc")  —  c  verschiedenes  Zeichen  haben  müssen.  Setzt  man  nun 
die  Rechnung  nach  den  Formeln  der  Artikel  4  und  6  weiter  fort, 
um  den  Wert  des  folgenden  Gliedes  1c"  zu  erhalten,  so  findet  man 
r'  <  r,  so  dafs  die  Reihe  *,  i',  T ,  T'  hinter  dem  Gliede  i"  auf- 
hört, eine  wachsende  Reihe  zu  sein. 

Hat  man  jedoch  zu  gleicher  Zeit  k"'  >  k\  so  kann  man  die  Be- 
rechnijng  d^r  folgenden  Glieder  nach  denselben  Formeln  ausfahren 
und  gelangt  gleichfalls  zu  dem  Resultat,  welches  die  Grenze  der 
Glieder  F,  Je",  Jc^  . . ,  ist. 

Wenn  es  jedoch  einträte,  dafs  Je" <iJc'  wäre,  so  würde  man  sich, 
wenn  man  die  Rechnung  nach  denselben  Formeln  weiter  fortsetzen 
wollte,  mehr  und  mehr  von  dem  richtigen  Resultate,  welches  man 
sucht,  entfernen.  Das  einfachste  Mittel,  um  diesem  Übelstande  ab- 
zuhelfen, besteht  darin,  dafs  man  die  beiden  Punkte  Jc\  k"  durch  eine 
gerade  Linie  verbindet,  welche  die  Gerade  CM  in  einem  leicht  zu 
bestimmenden  Punkte  schneidet.  Ist  k'"  die  Abscisse  dieses  Punktes, 
so  hat  man: 
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'     <jp(Z;  )  — 9)(A;)    ^  ^' 

und  es  ist  i'"  ein  der  Wurzel  r  sehr  nahe  liegender  Wert,  Sodann 
setze  man  die  Berechnung  der  folgenden  Glieder  ¥^ ,  k^, . . .  nach 
den  gewöhnlichen  Formeln  weiter  fort;  die  Grenze  dieser  Reihe  ist 
alsdann  die  gesuchte  Wurzel. 

Im  allgemeinen  treten  die  Ausnahmen,  von  denen  soeben  die 
Rede  gewesen  ist,  nur  in  Fällen  auf,  in  denen  sich  die  Auflösung 
von  selbst  vereinfacht,  da  man,  wenn  man  weifs,  dafs  die  gesuchte 
Wurzel  zwischen  Ic  und  &"  liegen  mufs,  diese  Grenzen  leicht  be- 
liebig verengern  kann. 


Zweiter  Abschnitt. 

Ober  einige  Oleicbnngen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  sich 
ans  einer  bekannten  Wurzel  alle  andern  rational  bestimmen  lassen. 

42. 

Wir  nehmen   an,   dafs,  wenn   die  Wurzel  x  bekannt   ist,   eine 
andere  Wurzel  x'  durch  die  sehr  einfache  Formel 

/         a  +  bx 
^  '^~l  +  cx~' 

in  welcher  a,  6,  c  bekannte  Koefficienten  sind,  bestimmt  werde,  und 
dafs  diese  Eigenschaft  allgemein  für  alle  Wurzeln  gelten  solle.    Man 

mufs  daher,  wenn  man  -^-J —  für  x  in   die  aufzulösende  Gleichung 

substituiert,  wieder  auf  dieselbe  Gleichung  zurückkommen.  Nun 
kann  man  aber  dem  Gesetze  zufolge,  nach  welchem  sich  die  Wurzel 
X  aus  der  Wurzel  x  ergiebt,  auch  eine  dritte  Wurzel  x'  aus  x\ 
eine  vierte  x"'  aus  x'  u.  s.  w.  ableiten,  und  zwar  geschieht  dies  der 
Reihe  nach  durch  die  Gleichungen: 

,         a-{'bx         f, a  +  bx'         ,„ a  +  bx" ^ 

^  ""    1  +  cx  '    ^    ~     r+co;"'   ^  V+^x"''  '  *  ' 

Mithin  mufs,  wenn  die  gegebene  Gleichung  von  n*®"  Grade  ist,  die 
n*®  der  Wurzeln  x\  x\  x\  welche  durch  a:^")  bezeichnet  sein  möge 
gleich  der  ursprünglichen  Wurzel  x  sein. 

Wir   wollen  untersuchen,    wie  diese  allgemeine  Bedin- 
gung analytisch  ausgedrückt  werden  kann. 
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43. 


Ist  x^^^  ein  beliebiges  Glied  der  Reihe  x,  x'\  x\ . . .  a:^*~*>,  so 
bestimmt  sich  das  folgende  Glied  ic(*+^)  dureh  die  Formel: 

Nehmen  wir  an,  dafs  x^^^  durch  die  Formel  — ,  wo  _p  und  q  von  der 
Form  A  +  JBiC  und  G  +  Da;  sind,  dargestellt  werde,  und  bezeichnen 
wir  gleichzeitig  a;^*+^)  durch  — r,  so  ist: 

y    ^   ag  +  ftp  . 
3'  2  +  cp    ' 

Hiernach  können  wir  setzen: 

|,'  c=  ag  +  6i? 

g'  =    g  +  CJ) 

und  somit: 

P  +  f*2  =  (6  +  Cf*)i>  +  (ö  +  l*)^'. 

Bestimmen  wir  die  Konstante  /l(  derart,  dafs 

ist,  so  erhalten  wir: 

V  +  f*ff'  =  (ft  +  Cf*)(jp  +  ftg) 

44. 

Bezeichnen  wir  die  Funktion  i>  +  f*g  mit  ^(i),  so  wird: 

<p(Ä  +  l)  =  (6  +  c,»)9,(Ä;), 
oder: 


Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  jede  Seite  dieser  Gleichung  eine  Eonstante 
sein  mofs,  und  somit  ist: 

9W  =  ^(^  +  Cft)*  =i)  +  2f*- 
Nennt  man  ft'  die  zweite  Wurzel  der  Gleichung  ö  +  f4  =  (6  +  Cfi)/i, 
so  ist  ebenso: 

Folglich: 

2  (»'  —  (* 


II.  Ober  GleichaDgen,  deren  Wurzeln  sich  aus  e.  von  ihnen  rational  bestimmen.  423 
Mithin  ist  ^  oder: 

^'(6  +  cf*')*  — ^(ö  +  cf*)* 
Ist  jetzt  der  Index  Je  gleich  Null,  so  wird: 

^^  /i'^  —  fiA'         A  _  g  +  /a' 
^  Ä-^A     ^       A   ~  x  +  iL 

und  schliefslieh: 

O^k)  =  A(5_±  v)  0>  +  c/i)*-jt(x_+  ^')  (öjfc^ . 
=       (X'  +  f*)  (6  +  Cfi)*  -  (x  +  ^')  (6  +  Cf*')* 

45. 

Wir  müssen  jetzt  die  Bedingung  a;<">  =»  a?  ausdrücken,  vermöge 
deren  die  gegebene  Gleichung  w*®°  Grades  n  Wurzeln  Xj  x'y  x\  . . .  a;^*— ^^ 
besitzt,  welche  eine  in  sich  zurückkehrende  Reibe  bilden,  und  zwar 
ergiebt  sich  jedes  Glied  :r^*)  der  letzteren  aus  dem  vorhergehenden 
Gliede  a;^*— ^)  mittelst  der  Formel: 

Die   in  Rede   stehende  Bedingung   reduciert  sich  allgemein  auf  die 
Gleichung: 

(6  +  c,»')"  =  (&  +  c»»)"- 
Der  Gleichung  Cfi^  +  (& — l)ft==a  zufolge  hat  man  aber  die  beiden 
Wurzeln: 

c\f.  =  -7"-  -  |l/(r- 6? +  4a7 
mithin: 

6  +  cjt  =  -  +-  -  |)/(l-6/  +  4^. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

B  =  }/(l  -  6)»  +  40c; 
80  mufs  allgemein  die  Gleichung  bestehen: 

(1  +  &  +  E)»  =  (1  +  6  —  JB)». 
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46. 

1)  Ist  n  =  3,  so  giebt  diese  Gleichung: 

3(1  +  6)2  +  2P  =  0, 
mithin : 

1  +  6  +  6«  +  ac  —  0. 

2)  Ist  n  =  4,  so  giebt  die  allgemeine  Gleichung: 

(1  +  6)2  +  JS«  =  0 
oder: 

1  +6*  +  2ac  =  0. 

3)  Ist  n  =  5,  so  erhält  man: 

5(1  +  6)*  +  10(1  +  byS^  +  1J4  =  0, 

und  diese  Gleichung  reduciert  sich  auf  die  Form: 

0  =  aV  +  ac(3  +  46  +  36«)  +  1  +  6  +  6«  +  6»  +  6*  =  0 

oder: 

0  =  (2ac  +  3  +  46  +  36*)«  —  5(1  +  6)*. 

Aus  diesen  drei  Fällen  ersieht  man,  dafs  IP  negativ  ist,  und  dies 
ist  allgemein  der  Fall  für  jeden  Wert  Yorf  n.  Denn  wenn  R  reell 
wäre  —  von  6  sowie  -von  a  und  c  wird  dies  vorausgesetzt  — ,  so 
würden  offenbar,  da  die  reellen  Gröfsen  1  +  6  +  -B  und  1+6  —  R 
ungleich  sind,  auch  ihre  n*®°  Potenzen  ungleich  sein. 

47. 
Da  IP  negativ  ist,  kann  man  setzen: 

^4^  +  yVÖ^^-W+~^^=  (>(cos*  +  y^^  sin &). 

Dies  giebt: 

(>*  =  6  —  ac 

cos  Ö* .—      ' 


2q 

Hiernach   erfordert  die  in  Rede  stehende  Bedingung,  dafs  die  Glei- 
chung bestehe: 

(>"(cos  nd^  +  y^  1  sin  nd)  =  (»'•(cos  nO*  —  Y—  1  sin  nd). 
Mithin  reduciert  sich  diese  Bedingung  auf  die  Gleichung: 

sin  nO"  =  0,     oder    -9-  =  — , 

worin   i  irgendeine  ganze  Zahl  ist.     Diese  Bedingung  läfst  sich  auf 
die  Form  bringen: 
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Für  n  =  3  hat  man  nur  den  einen  Wert  i=  1,  weil  i  nicht 

n  1 

3~  ~  Y 


gröfser  sein  darf  als  —  •     Daraus  ergiebt  sich  cos    -  «=  -- >  ^^^  ^^® 


Bedingung  geht  über  in:      • 

0  —  1  +  J  +  6«  +  ac 

Für  w  =  4  ist  i  ebenfalls  gleich  1  zu  setzen,  also  cos*y  =  Y, 
und  die  Bedingung  wird: 

0  =  1  +  6«  +  2ac. 

Für   w  =  5  kann  man  i  =  1   und  i  =  2  setzen,   so  dafs  man 
einer  der  beiden  folgenden  Gleichungen  genügen  mufs: 

6-ac=(l  +  6)«(i^'. 

48. 
Weitere  Entwicklung  für  den  Fall  der  Gleichungen  dritten  Grades. 

Die  Bedingungsgleichung  ist: 

1  +  j  +  j«  +  ac  =  0 
oder: 

6  --  ac  =  (1  +  6)«  =  m. 

Wird  die  Gleichung  x'  =  ^X —  ^^^  ^^®  Form 

(ex'—  6)  (ca;  +  1)  ■=  ac  —  6  =  —  m 
gebracht,  und  setzt  man  ex  —  b  ^^y,  cjr  +  1  =  0  oder: 
,       y  +  h  z  —  1 

so  wird  yjS?  =  —  w.    Ist 

rc«  — 2ta;«  +  Ba;  — (7  =  0 
die  Gleichung  in  x,  so  mufs  dieselbe  befriedigt  werden,  wenn  man 
für  X  die  Werte  x  =  ^        ,   a?  =  — ^^^  substituiert,  so  dafs  man, 

wenn  man  zur  Abkürzung  cÄ  =  a,  c^JS  =  /J,  c'C  =  y  setzt,  durch 
Substitution  der  beiden  Werte  von  ex  in  die  gegebene  Gleichung, 
welche  alsdann  in 

c^x^  —  ae^a?  +  ßcx  —  y  =  0 
übergegangen  ist,  die  beiden  Gleichungen  erhält: 

0  ==  y»  +  (36-  a)y«  +  (36»- 26c  +  /J)y  +  6»  -  6*a  +  6/J  —  y. 
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Setzt  man  nun,  da,  yz  =  —  m  ist,  den  Wert  0  = in  die  Glei- 

chang  für  0  ein,  wodurch  sich  das  Besultat  ergiebt: 

0  =  m''  +  (3  +  «Ky  +  (3  +  2a  +  /J)«ty*  +  (l  +  «  +  ^  +  y)y', 
SO  mufs  diese  Gleichung  mit  der  bereits  für  y  gefundenen  Gleichung 
übereinstimmen. 

49. 
Setzt  man  zur  Abkürzung: 

M^¥--b^a  +  bß  —  y, 
so   giebt  die  Vergleichung   dieser  beiden  Gleichungen  die  drei  Be- 
dingungsgleichungen : 

w»  =  Jf(l  +  «  +  /J  +  y) 

ni\3b  —  a)  =  JM(3  +  2a  +  /J) 
m(36«  —  2boc  +  /?)«=  M(ß  +  a). 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man,  wenn  man  3I=fn^N 

1 
setzt  und  sieh  erinnert,  dafs  m^  =  1  -f-  6  ist: 

3(6- J\0  3(6»  + JNO 

^~     1  +  N   ^      P  1+~N 

Werden  diese  Werte  in  die  erste  Gleichung  substituiert,  so  folgt: 

it  +  hy  _  j  _  3(6  +  6») 


^  N  ^  1  +  N    ' 

und  setzt  man  endlich  die  Werte  von  a,  /J,  y  in  die  Gleichung 

jf  =  63  -  6««  +  6/3  -  y  =  (1  +  bfN 

ein,  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  JV^  die  Gleichung: 

iV^3  +  1  =  0, 
mithin: 

iV^=-  1. 

Denn  nähme  man  für  N  einen  der  beiden  imaginären  Werte,  welche 
sich  aus  dieser  Gleichung  ergeben,  so  würden  die  Koefficienten  der 
aufzulösenden  Gleichung  imaginär  werden,  ein  Fall,  von  dem  wir 
absehen  können. 

50. 
Da  nun  für  den  Wert  N=^ —  1  die  Werte  von  a,  /J,  y  unendlich 
grofs  werden,  so,  mufs  man  daraus  schlief sen,  dafs  die  Gleichungen 
ersten  Grades,  aus  denen  die  Werte  von  a,  ß,  y  folgen,  nicht  un- 
abhängig von  einander  sind,  dafs  vielmehr  eine  derselben  bereits  in 
den  beiden  andern  enthalten  ist,  so  dafs  einer  der  Koefficienten  «, 
ß,  y  unbestimmt  bleibt. 
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In  der  That  reducieren  sich  die  beiden  Gleichungen: 
m\3b  —  a)  =  M(3  +  2a  +  j8) 
m(3i«  —  26a  +  ß)  =  M(ß  +  a), 
wenn    man   darin  die  Werte  ilf  «  —  (1  +  6)',   w  =  (l  +  6)*  sub- 
stituiert, auf  die  Gleichung: 

O==3(l  +  6  +  J0  +  «(l-6)  +  /J, 
aus  der  man  erhält: 

/}  =  _  3(1  +  6  +  6»)  —  a(l  —  l)  =  3ac  -  (1  -  b)a. 
Ferner  ist  y  =  —  1  —  a  —  /3  —  (1  +  6)»  oder: 

y  =  1  —  6»  -  6a. 
Somit  wird  die  gesuchte  Gleichung  (^x^  —  a<?x^  +  ßcx  —  y  =  0  von 
der  Form: 

0  =  c»ar»  +  ac'ax  —  1  +  6»  —  alc'a^  ^  (i  ^  h)  ex  -  b], 
in  welcher  a  unbestimmt  bleibt. 

Hieraus  sieht  man,  dafs  es  unendlich  viele  Gleichungen  dritten 
Grades  von  der  Beschaffenheit  giebt,  dafs  sich  eine  Wurzel  x'  aus 
einer  andern  Wurzel  x  mittelst  der  Formel 

,        a-\-  hx 

1  +  CX 

ergiebt,  wobei  die  drei  Eoefficienten  a,  b,  c  der  Bedingung 

1  +  6  +  6«  +  ac  =  0 
genügen. 

Werden  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  x,  x',  x'  be- 
zeichnet, so  hat  man  also: 

f        a-\-hx  „ a'\-'bQi  a  —  x 

X   =^  ";;     ^1  •  X     -"— 


l  +  CX    '  1  +  C Jj'  CX^b 

51. 
Ist  z.  B.  a  =  3,  b  =  —  2,  c  =  —  1,  so  ist  die  gesuchte  Glei- 
chung allgemein: 

0  =  x^-9x  +  9  +  a(a^  —  3x  +  2). 
Hieraus  ergeben  sich  unendlich  viele  specielle  Gleichungen  z.  B. 
0  =  a;'  —  9a;  -f  9 
0  =  x^  — 3x^  +  3 
0  =  a;»  +  3a;*  -  18:r  +  15 

U.  8.  W. 

Sie   besitzen  alle  dieselbe  Eigenschaft,  nach  welcher  sich  aus 
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einer   bekannten  Wurzel  x  die   beiden   andern  Wurzeln   x    und  x' 
rational  mit  Hülfe  der  Formeln  x  =  — ,  x"=     "7  ,   bestimmen. 

52. 

Da  die  Gleichung  dritten  Grades,  zu  welcher  wir  gelangt  sind, 
drei  Unbestimmte  c,  b,  cc  enthält,  so  scheint  es,  als  ob  man  jede 
gegebene  Gleichung  desselben  Gradeq,  z.  B. 

0  s=  a;^  — px^  +  ga;  —  r 
auf  diese  Form  bringen  könnte.    Zu  diesem  Zwecke  müfste  man 
die  Grofsen  a,  b,  c  mittelst  der  Gleichungen  bestimmen: 

a 

3a  /^         ,N     a 

—  -  (1  -  6)  -^  =  « 

1  —  6»  ba 

r. 


Da  ac'=  —  1  —  6  —  6*  ist,  so  erhält  man,  wenn  man  zur  Abkürzung 
^  ^ (9r-pg,'      _ 

setzt,  zur  Bestimmung  von  6  die  Gleichung: 
mithin: 


,  _   —  n--  2  +T/3n(4  —  n) 
^~  2(n— 1) 

Ist  6  bekannt,  so  erhält  man  c  und  a  aus  den  Formeln: 

(1  —  b)  {p*  -  3g) 

9r  —  pq  '  -^ 

Damit  der  Wert  von  6  reell  sei,  mufs  n  positiv  und  kleiner  als 
4  sein.     Diese  Bedingungen  sind  erfüllt,  sobald  lf>0  ist,  wo 

jy  =  l>«38  __  4^3^  _|.  i8j)gr  —  43»  —  27r* 
gesetzt  ist. 

Wei^n  ferner  unter  Voraussetzung  rationaler  Werte  von  j>,  g,  r 
die  Gröfse  H  ein  Quadrat  ist,  so  sieht  man,  dafs  6  ebenso  wie  c  und  a 
rational  wird,  so  dafs  die  Formel 

f         a  4-  bx 
1  +  caj 

den  rationalen  Ausdruck  der  zweiten  Wurzel  x'  mittelst  der  ersten  x 
und  ebenso  den  der  dritten  x"  mittelst  der  zweiten  x'  giebt.  Es  sind 
daher  die  drei  Wurzeln  rational,  wenn  es  eine  von  ihnen  ist. 
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53. 

Ist  z.  B.  die  Gleichung 

a;3  +  rc*  —  6a;  —  7  ~  0 

gegeben,  so  hat  man: 

1>  =  -1,       q 6,       r  =  7, 

mithin: 

n  =  3     und     ^  =  —  g      ^^^^     ^  "^  —  ^* 

Ist  zuerst  6  =  —  y,  so  wird: 

(1  —  6)  (i?«  —  3g)  1  1 

ac  =  -l  — 6  — 6*  =  — Y'      a  =  — y 
Mithin  erhält  man  die  Wurzel  oi  aus  x  mittelst  der  Gleichung: 

'         —  3--X 

Ist  zweitens  6  =  —  2,  so  wird: 

c=l,       «  =  —1,      a  =  — 5 
und: 

,         —  3  —  2a: 
a?  = 


1  +  0; 

Übrigens  kommt  diese  Lösung  auf  die  vorige  zurück;  denn  aus  dieser 
erhält  man: 

"  _    —  ^  —  ^'    __    —  3  —  2a; 

^  2  +  a;'       ~        l+a:~' 

d.  h.  anstatt  die  drei  Wurzeln  in  der  Reihenfolge  x^  x\  x"  zu  be- 
trachten, betrachtet  man  sie  in  der  umgekehrten  Reihenfolge  x^  x\  x. 

54. 

Immer,   wenn  die  Gröfse  H  positiy  ist,  sind  die  Werte  Ton  a, 

6,  c  reell.    Geht  man  also  von  der  Wurzel  x  aus,  die  man  stets  reell 

annehmen  kann,  so  werden   die  beiden  andern  x   und  x"  durch  die 

Formeln 

f       ö  H-  ^x  ff       <*  -|-  &^ 

1  +  ca;    '  1  +  ca; 

ausgedrückt  und  sind  daher  reell.  Wir  werden  daher  auf  diesem 
Wege  zu  einem  durchaus  strengen  Beweis  der  Eigenschaft  der  Glei- 
chungen dritten  Grades  geführt,  daA  nämlich  ihre  drei  Wurzeln  im 
irreduktiblen  Falle  reell  sind.  Zugleich  hat  man  zwei  sehr  einfache 
Formeln,  um  zwei  von  diesen  Wurzeln  mittelst  der  dritten  auszudrücken. 
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Ist   z.    B.   die   Gleichung   7?  —  Srr^  —  lOrr  +  24  =  0   gegeben, 
deren  Wurzeln,  wie  man  vorher  weifs,  2,  —  3,  4  sind,  so  geben  die 

vorstehenden  Formeln  6=  —  —,  c=— -g^,  a  =  ^-,  und  hieraus 

folgt  die  Formel: 

f 316  --  128a; 

^  ~      68  —  29äc^ 

Ist  x  =  2y  «o  wird  rr'  =  —  3,  ist  rr'  =  —  3,  so  wird  x'  =  4. 

55. 

Weitere  Entwicklung  für  den  Fall  dra  Oleiohnngen  vierten  Grades. 
Hier  ist  die  Bedingungsgleichong: 

1  +  6«  +  ac  =  0, 


&  _  ac  =  4  (1  +  ^)*  ^  »»• 


somit: 

Ist 

0  =  c*a5*  —  a^x^  +  /Sc^a;*  —  ycx  +  tf 

die  gesuchte  Gleichung,  so  mufs  man  derselben  durch  die  Werte 
cx  =  g  —  1,  ca;  =  y-f-6  Genfige  leisten.  Dadurch  ergeben  sich  zwei 
Gleichungen  in  y  und  z,  nämlich: 

0  =  /  +  (4J  — a)y»  +  (66*-3a6  +  ^)y*+(46»-3&«a+26/J-y)y 

+  6*  — &'«  +  &*/? -6y  +  d 
0  =  «♦  —  (4  +  a)4rs  +(6  +  3a  +  /J)«*  —  (4  +  3a  +  2/3  +  y)« 

+  l+«  +  ^  +  y  +  *. 

Da  nun  z  = ist,  so  mufs  man  die  beiden  Gleichungen 

0==y<  +  (46  — a)fr'  +  (66«-3o6  +  /S)y»  +  (46»-36«a+26|8-y)y 

+  6*-6»a+6''/J-6y+* 
0  =  »M*  +  (4  +  a)w»y+(6  +  3a  +  /J)mV+(4  +  3a  +  2/J+y)my» 

+  (l  +  a  +  /J  +  y  +  *)y« 

mit  einander  identificieren.     Setzt  man  zur  Abkürzung: 

fc*  —  6»«  +  &«/3  —  fcy  +  *  =  m*iVr, 
so  erhält  man  die  vier  Bedingungsgleichungen: 

m«  =  iV(l  +  a  +  ^  +  y  +  d) 
«m(46  —  a>=  2V(4  +  3a  +  2/}  +  y) 
66«  _  3a&  +  /?  =  2^(6  +  3a  +  /3) 
46»  —  36«a  +  2&/3  —  y  «=  »»iV(4  +  o). 
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Hieraus  ergiebt  sich: 

_    Ah{2N  +  1)  -  4:NiN+  2) 

%  _    ^[N*  +  (1-26  +  h^N+h^] 

—  4.N*  —  2  (i  —  byN—^^ 

.  _  jm«_    .    JV'«  -  26(1  +  6«)  iV^  -  (1  +  by  +  h^ 
^  ~   N   '^  N*  +  ^N+l 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

6*  _  Pcc  +  b^ß  ^by  +  S  =  m^N 

ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  N  die  Gleichung: 

i^*  —  1  =  0, 

welche  die  beiden  reellen  Wurzeln  ^=1  und  ^=  —  1  besitzt. 

56." 
Die  Wurzel  ^=1  giebt: 
a  =  -  2(1  —  6),      /3  =  2(1  -  6  +  6^),      y  =  -  1  +  6  -  fe»  +  J», 

Jedoch  ist  die  aus  diesen  Werten  entstehende  Gleichung  nicht  eigent- 
lich vom  vierten  Grade,  da  sie  nichts  anderes  ist  als  das  Quadrat 
der  Gleichung  zweiten  Grades: 

0  =  c«a^  -f  (1  -  h)cx  +  y(1  +  **)• 

Es  kann  daher  nur  die  Wurzel  ^  <=:  —  1  eine  Lösung  geben.  Man 
erhält  daraus  die  Werte: 

«  =  -2(1 -6) 

ß  =  —  6b 

S i(l-66*  +  n 

Diese  Eoefficienten  sind,  wie  man  sieht,  Funktionen  von  b  allein; 
nimmt  man  daher  b  willkürlich  an  und  bestimmt  man  a  und  c  durch 

die  Bedingung  ac  =  —  —  (1  +  i*),  so  geben  die  soeben  unter  der 

allein  zulässigen  Voraussetzung  ^  s=  —  1  gefundenen  Werte  Ton  a, 
ßy  Yy  ö  allgemein  die  Gleichung: 

0  =  c^x^  —  ac^x^  +  ßc^z^  —  ycx  +  S. 
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Wird  eine  Wurzel  dieser  Gleichang  mit  x  bezeichnet^  so  werden 
die  drei  andern  x\  x\  a?'"  durch  die  Formeln  gegeben: 

f a-^-bx  „ a-^-bx*  2a  +  (5  — l)a?        ^,„ x  —  a 

X      —     ~  j  m  X  /!• 


1+cx'  I  +  cä'  l  —  b  +  ^cx    '  "6  — CÄ 

57. 
Ist  z.  B.  6  =  3,  a  =  —  5,  c  ==  1,  welche  Werte  der  Gleichung 
1  +  i^  +  2ac  =  0  genügen,  so  hat  man  die  Gleichung: 

0  =  ic*  -  4a:«  —  18a;*  +  44a;  -  7. 
Wird  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  x  genannt,  so  sind  die  drei  andern: 

/  —  b  -{-  SX  „  X  —  5  rtf  X  -}-  b 

X   s^ss — X     =   —  ,       X      =  -r • 

l+a;'  X  —  1  '  S  —  X 

Aus  der  numerischen  Berechnung  findet  man  Relationen  zwischen  den 
Wurzeln,  welche  zeigen,  dafs  sich  die  gegebene  Gleichung  in  zwei 
Gleichungen  yom  zweiten  Grade  zerlegt,  nämlich  in: 

0  =  a;*  —  6a;  +  1,    woraus  folgt:  x=       3  +  2  ^2,     und 

0  =  a;*  +  2a;  — 7,  „  a;  =  — l  +  2}/2. 

Die  Reihenfolge,  die  sie  nach  unsern  Formeln  haben,  ist  folgende: 

a;  =  3  —  2y2,        x 1  -  21/2,        a;"=  3  +  2}/2, 

a;"  =  — l  +  2)/2. 

In  dieser  Reihenfolge  ergiebt  sich  jede  aus  der  vorhergehenden  in 
folgender  Weise: 
r         —  5  -f-  3aj  //         —  6  -f-  3  a;  /^/        —  6  -f*  3^  ry 

58. 
überhaupt  ist  die  Gleichung,  zu  welcher  wir  durch  die 
vorstehende  Untersuchung  gelangt  sind,  nämlich: 
.  0  =  c*«*  +  2(1  -  6) c'ar'  -  66c*«»  —  (1  +  3&  -  3b*  —  h^)cx 

_i.(l_66»  +  t«) 

das  Produkt  von  zwei  Gleichungen  zweiten  Grades: 

0  =  c««*  -  2hcx  —  i  (1  +  26  -  ¥) 

0  =  c*«*  +  2cx   +  y  (1  —  26  —  6«), 
deren  Wurzeln  sind: 
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cx^       6  +  (l  +  j)|/| 

Man  erhält  daher  für  den  Fall  der  Gleichangen  vierten  Grades  nur 
sehr  beschränkte  Losungen,  und  auch  diese  gehören  eigentlich  nur 
zu  den  Gleichungen  zweiten  Grades. 

59. 
Weitere  Entwioklnng  für  den  Fall  der  Gleiohtingen  fünften  Grades. 
Hier  hat  man  zu  setzen: 

h—ac  =  -\{\+  ly  (1  +  yiy  =*  m,    w"«"  ==  (1  +  b)fi, 

<^=      -g  oder    fi*  — fi  =  l, 

und  um  die  gesuchte  Gleichung^  die  wir  hier  durch 

0  =  (f'a^  —  ad^a^  +  /3cV  —  y(^3^  +  dcx  —  e 
darstellen,  zu  finden,  hat  man  die  folgenden  sechs  Gleichungen  auf- 
zulösen: 

m^  N=b^  —  ah^+ßb^'-y¥  +  db—s      (1) 
m'=Nil+a+ß  +  y+d  +  a)  (2) 

» 

m^{öh—a)  =  N(5+4a+Sß+2y\-d)  (3) 

w¥(10&«_4l.a+^)  =  J^(10+6a+3/J+y)  (4) 

10&»— 6&«a+36/S— y  =  m*JV(10+4a+/J)  (5) 

56*-46»a+36*/S-26y+d  =  m*iV^(5+a).  (6) 

60. 
Aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  erhält  man: 

/J  = j) . 

wenn  man  setzt: 

F  =  10N{1  —b  +  h")—  lOniN'  +  b*) 
G  =  6iV(l  —  6)  -  An{N*  -  b) 
2)=_3iV"+ft(iV»  +  l). 

Legendre,  Zablentheorie  IL  28 
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Dieselben  Gleichungen  geben: 

Eliminiert  man  d  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  und  setzt  man 

(1  +  bYfi^  an  die  Stelle  von  m^,  so  erhält  man  zwischen  a,  ß  nnd  y 
die  Gleichung: 

(1  +  iy^(5b-a)-{l  +  5)V»-ZV(5  +  a) 

=  5(1  -  &  +  6*  —  6")  +  4a(l  -  6  +  6«)  +  3/S(l  -  6)  +  2y. 

Setzt  man  den  gefundenen  Wert  von  y  ein,  so  ergiebt  sich  zwischen 
a  und  ß  die  folgende  Gleichung: 

(1  +  &)  4  ^5^  -«)-(!  +  6)>'iV^(5  +  «) 
=  5(1  —  26  +  36*)—  20iiN+  Aa  (1  -  26  —  2fi2^  +  /S(3  —  2fi2V0. 
Aus  dieser  folgt ^  wenn  man  ß  eliminiert  und  die  Werte  fi^  =  fi-\-  1, 
ft^  =  2fi  +  1  einsetzt,  der  Wert  von  —,  nämlich: 

cc_  ^  (8  ft  +  2) 5  — (6  + jü)iv~(i  +  &m;iyr«  +  (3ft  +  2)^^* 

6  (1  -^N)  (3^  +  2  +  (1  +  4^')iV^+  (3f*  +  2JN^) 

Sodann  bestimmt  sich  auch  ß  durch  die  Gleichung  und  zwar  findet 
man  nach  vielen  Vereinfachungen: 

I  (6^  +  4)6«  +  [4^  +  2  +  4&(^  +  1)  +  2f*&«)]  N  \ 
ß_  ^  1-  [2ft  +  4&  (ft  +  1)  +  (4ft  +  2)  &«]  jy«  -  (Gft  +  4)  iV^M 
6  (1  _  iV^)[3^  +  2  +  (1  +  ^[i)N+  (3ft  +  2)2V^*] 

Substituiert  man  diese  beiden  Werte  in  den  Ausdruck  von  ^,  so  wird: 

I     (6ft  +  4)6«—    (  6  +  126+  6&»+26*)2y—    (2+  66+126«+  66»)iSr«l 

!_  ==  l+(6/^  +  4)iV^»  — f*(10  +  186+126«+26^jy— iit(2+126+186«+106»)iV^«| 
6  (l-iy)[3f*  +  2  +  (l  +  4f*)iV^+(3f*  +  2)J\r^] 

Schliefslich  ergiebt  die  Gleichung  (6),  wenn  man  darin  die  Werte 

von  a,  ß,  y  substituiert,  den  folgenden  Wert  von  y: 

I(3|*+2)ö*+(8+206+186«+8ö»+6*)  JV^—  (l+86+186*+206»+86*)iV'*  j 
+  Kl3+326+3O6«+126»+26*)JV~^(2+126+306«+826^+136*)A^«       l 

Denselben   Wert  würde   man   einfacher   mittelst   der  Gleichung  (3) 
finden,  aus  welcher  folgt: 

~  =  ri  +  h)^a^  .ll~*i[_i-.i^_li—  iL. 
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61. 

Es  ist  also  nur  noch  s  ans  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  zu  eli- 
minieren.    Dies  giebt  die  Gleichung: 

(1  +  bf,l'^(N+  ^)  =  1  +  55  +  (1  _  J4)„  +  (1  ^  2,8)^ 

+   (l_J»)y   +   (l+6)d. 

Substituiert  man  zunächst  die  Werte  von  a,  /3,  y,  d  in  den  Teil: 

(l-&*)^  +  (l+6»)4  +  (l-6»)^  +  (l  +  J)-f, 

so  findet  man^  dafs  sich  dieser  Teil;  wenn  zur  Abkürzung 

6  +  26«  +  26»  +  b^  =  B 

gesetzt  wird;  auf  den  ziemlich  einfachen  Ausdruck  reduciert: 

(Sil  +  2)  B  (1  +  N  +  N^  +  (Sfi  +  2)  2N (1  +  b^)  +  BN (19  +_31j0 
{S(i  +  2)(1  +  N^  +  (4^I,  +  1)N 

Da  die  noch  zu  bestimmende  Unbekannte  N  ist,  so  empfiehlt  es  sich 

1  +  ^^  *==  i^  zu  setzen;  dadurch  geht  die  vorstehende  Grofse  über  in: 

(,*B  (i  +  i)  +  2(,*(i  +  6«)  +  (Slfi  +  19)  B 

Diese  Grofse  mufs  unsrer  Gleichung  zufolge  gleich 

sein;  man  erhält  daher  zur  Bestimmung  von  £  di#  Gleichung: 


(3^  +  2)^»(1  +  bft*  -  (3ft  +  2)  (1  +  b')t 
(4,*+l)(l  +  6*)         +(4^  +  l)(l  +  6)« 


^    1 


=  5ft*Be  +  10^*  (l  +  J»)  +  5B{ii*  +  31^  +  19). 
Setzt  man  für  5B  seinen  Wert  (1  +  6)*  —  1  —  6',  so  verwandelt 
sich  die  rechte  Seite  in: 

f**5(l  +  if  +  10ft*(l  +  6»)  +  (/»*  +  31,i  +  19)  (1  +  6)* 
-  ,t*e(l  +  J»)  -  (^*  +  31^  +  19)  (1  +  6») 

und  man  findet^  dafs  die  Gleichung  die  folgende  sehr  einfache  Form 
annimmt: 

mithin: 

-i  +  T/6" 

b  2 

Da  diese  beiden  Werte  von  g  kleiner  als  2  sind,  so  würde  die  Glei- 
chung JV^^  +  1  =  ^N  nur  imaginäre  Werte  von  N  ergeben,  die  zu 
verwerfen  sind.    Man  mufs  jedoch  beachten,  dafs  der  Faktor  1  —  N, 
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welcher  in  dem  Nenner  der  Werte  von  a,  ß,  y,  d  auftritt,  im  Ver- 
lauf der  Rechnung  verschwunden  ist,  und  dafs  somit  dieser  Faktor, 
wenn  man  ihn  gleich  Null  setzt,  der  Eudgleichung  genfigen  mufs. 
Wir  haben  daher  nur  den  Wert  ^  =  1  zu  untersuchen. 


62. 

Alsdann  wQrden  die  Werte  von  a,  ß,  y,  S,  s  unendlich  grofs 
werden.  Dies  beweist,  daCs  diese  Gröfsen  nicht  sämtlich  bestimmt 
sein  können,  sondern  dafs  notwendig  eine  unbestimmt  bleibt,  wie 
wir  bereits  bei  dem  Falle  der  Gleichungen  dritten  Grades  gesehen 
haben. 

Nimmt  man  also  a  als  diese  Unbestimmte  an  und  setzt  man 
N'=l,  so  findet  man,  dafs  alle  unsere  Gleichungen  befriedigt  werden 
durch  die  folgenden  Werte  der  Eoefficienten  ß,  y,  S,  s: 

(f 10(1  +  6  +  6«)  —  10ft(l  +  2&  +  6*) 

W  =  -  2  +  26, 


/3  =  /"+«/«, 


y==r+9'«, 


(7)    S^r  +  9"<^ 


r- 


-r+g" 


/*=  10  —  106»  +  10^(1  +  6  —  6«  —  6») 
^•= -66-^(2 +  46 +  26«), 

f      5 +  356 +  456» +  356* +  56* 
1+  10(t(l  +  56  +  86*  +  56»  +  6*) 
f      1  +  36  —  36«  —  6» 
1  +  ^(2  +  26-26*  — 26»), 

-  3  -  106  —  56*  +  56»  +  106*  +  36» 

^(5+156+106*— 106»- 156*— 56*), 
i     6 +  36* +  6» 
i^       l  +  (t(26  +  46*  +  26»). 


r={: 


(8) 


63. 

Mittelst  dieser  Werte  erhält  man  die  allgemeine  Gleichung: 

0  =  c^ic»  -  a<*i)i*'  +  {f+ga) c»ir>  -  (/*+  g'tt)<?x* 

+  (r+i/"a)c^-(r"+/'«), 
welche  die  Eigenschaft  besitzt^  dafs^  wenn  die  eine  Wurzel  x  bekannt 
ist,  eine  zweite  Wurzel  x   dargestellt  wird  durch  die  Formel: 

X  =  — \ • 

l  +  cx 
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Dasselbe  Gesetz  findet  statt  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden 
Gliedern  der  Reihe  der  fünf  Wurzeln  Xj  oiy  x\  x\  x'\  so  dafs  man 
also  vermittelst  einer  bekannten  Wurzel  die  vier  andern  Wurzeln 
rational  berechnen  kann. 

Die  drei  Zahlen  a,  6^  c,  die  wir  reell  voraussetzen,  müssen  der 
Gleichung  6  —  ac  =  (1  +  6)^ft*  genügen,  wo  ^  eine  Wurzel  der 
Gleichung  ft^  —  fi  —  1  =  0  ist.  Man  kann  daher  für  fi  nach  Be- 
lieben einen  der  beiden  Werte  y(1  +  V^  o^^^'  y  (l  —  V^5)  nehmen. 

64 

Man  kann  auch,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Resultate 

zu  beschränken,  c=l  setzen,  wodurch  x^=      "T —  wird.    Denn 

ist  c  beliebig  angenommen,  und  setzt  man  ex  =  y^  ac  =  a ,  so  geht 

die  Gleichung  a;'— =  ^  7"    ^   in  y'«»    ^"t    ^   über.    Mithin  verwandelt 
1  -j-  ex  1  -f-  y 

sich    die  Gleichung    in   x  unmittelbar  in   eine   Gleichung  für  y,   in 

welcher  c  =  1  ist. 

Man  kann  somit  annehmen,  dafs  die  allgemeine  Gleichung  fünften 

Grades,  welche  die  erwähnte  Eigenschaft  besitzt,  die  Form  hat: 

(9)    0  =  ic*  -  aar*  +  (/•+  </«)a;»  -  (T  +  </'«)«;'  +  (/"+</"«)« 

-er +/"«). 

Wie  man  sieht,  gehen  hieraus  unendlich  viele  Beispiele  für  diese 
Art  von  Gleichungen  hervor,  da,  selbst  nachdem  c  =  1  gesetzt  ist, 
noch  zwei  Unbestimmte  a  und  h  übrigbleiben,  denen  man  beliebige 
Werte  geben  kann.  Ist  ein  Wert  von  6  und  einer  der  beiden  Werte 
von  fi  gewählt,  so  sind  unmittelbar  alle  Koefficienten  /)  g^  fy  5^',  . .  . 
bestimmt,  da  diese  nur  von  h  und  ft  abhängen;  zugleich  hat  man 
den  Wert  von  a,  nämlich 

a  =  6  -  (1  +  6)>l 

Man  hat  daher  den  allgemeinen  Typus  von  unendlich  vielen 
Gleichungen  fünften  Grades,  welche  fünf  reelle  Wurzeln  haben,  für 
alle  Werte  der  Unbestimmten  a  und  h. 

65. 
Ist  z,  B.  a  =  l,  6=1,  fi  =  — 5"     >  so  erhält  man  die  Gleichung: 

0  =  ar'  —  «*  -  (öO  -  20V'5)r'  +  (lO  -  4/5)a;*  +  25(«  -  4l/5)a; 

—  (9  —  41/5). 
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Wird  dieselbe  mit  9  +  4^5  multipliciert,  so  nimmt  sie  die  Form  an: 

0  =  A(a^  —  x'')-  öBx^  +  B3(?  +  2bx  -  1, 
wobei: 

A=    9  +  4^5,      log  ^  =  1,2539258415 
2}  =  10  +  41/5,      log  U  =  1,2774779186. 

Geht  man  an  die  Auflösung  dieser  Gleichung,  so  findet  man  die 
kleinste  Wurzel: 

X  =  0,0390708255. 

Aus  dieser  ergiebt  sich  die  zweite  Wurzel: 

/       X  —  n 

wobei: 

»  =  5  —  21/5  =  0,  52786  40450  0042. 

Man  bildet  daher  die  vier  andern  Wurzeln  und  ferner  eine  fünfte, 
die  mit  der  ersten  x  übereinstimmen  mufs,  in  folgender  Weise: 

"""**    =-0,4704137653 

1,8850146492 

(10)  x"  =  -^-J}-Jr  =       2, 72637  14742 

0,58998  61150 

_      0,03907  08255  «=a;. 

Durch  dieses  letzte  Resultat  werden  die  vorstehenden  Rechnungen  in 
der  befriedigendsten  Weise  bestätigt. 

66. 

Die  specielle  Gleichung  fünften  Grades,  mit  der  wir 
uns  soeben  beschäftigt  haben,  kann  algebraisch  aufgelost 
werden  mit  Hülfe  einer  Methode,  die  derjenigen  ähnlich 
ist,  von  welcher  wir  bei  der  Auflösung  der  Gleichung  in  p 
im  §  5  des  fünften  Hauptteils  Gebrauch  gemacht  haben. 
Wir  wollen  dies  mit  allen  Einzelheiten  zeigen,  wie  es  eine  Lösung 
verdient,  für  welche  bisher  nur  in  den  Kreisteilungsgleichungen  Bei- 
spiele existieren. 


Jl/      — 

1  +  * 

x"  = 

x'—n 
1  +  x' 

x"  = 

x"—n 

a^  = 

x'"—  n 

1  +  ^" 

x^  = 

^-n 
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Wir  haben  die  Gleichung  au&ulösen: 
0  =  ajö  —  a:*  -  5:^3  +  a;^  —  -i-  (5ar»  -  a;*  -  25a;  +  1), 

deren  Eigenschaft  darin  besteht ^  dals^  wenn  ihre  fünf  Wurzeln  mit 
Xy  x\  x',  x'\  0^  bezeichnet  werden,  zwischen  zwei  aufeinander- 
folgenden Gliedern  dieser  in  sich  zurückkehrenden  Reihe  die  Glei- 
chungen von  gemeinschaftlicher  Form  bestehen: 


,        X  —  n  „ x' ^n  m x'  —  n  xy oi"—  n 

^=   X-\-x'         ^    —  1-f  a;'"'         ^     ~    1  +  a;"  '        ^    ~   1  +  a;'" 

a?  = 


l-f-aP' 
wobei 

n  =  5  -  2 1/5  =  0, 52786  40450  00420  6072 
gesetzt  ist. 

Ist  72  eine  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  72*  —  1  =  0,   für 

welche   man  72  =»  cos  \i  +  y  —  1  sin  ft  und  ft  =  -r-  =  72^  nehmen 
kann,  so  setzen  wir  in  Übereinstimmung  mit  der  erwähnten  Methode: 
r==a;  +  72a;'  +  72«a;"  +  72V"+ 72*a;^ 
(^^)  r  =  X  +  t?x  +  72*a;"  +  72V'+  72«a^. 

Setzt  man  noch  T^  =  MT\  so  beweist  man  leicht,  dafs  M  eine 
Funktion  von  72  allein  und  unabhängig  von  den  Wurzeln  a?,  x^  ... 
ist.  In  der  That  kann  man  vermöge  des  Gesetzes,  welches  zwischen 
zwei  Wurzeln  besteht,  die  Quadrate  und  die  Produkte  von  je  zweien 
der  Wurzeln  linear  ausdrücken,  wovon  wir  uns  sogleich  überzeugen 
werden.  Dasselbe  würde  gelten  von  den  höheren  Potenzen  der  Wur- 
zeln und  von  den  Produkten  von  mehr  Dimensionen. 

Man  kann  daher  annehmen,  dafs  das  Quadrat  des  Polynoms  T 
dargestellt  werde  durch  die  Formel 

T«  —  aa;  +  /3a;'+  ya;"+  *a;'"+  ea;^, 
dessen  Koefficienten  sämtlich  Funktionen  von  72  sind,  und  in  welcher 
kein  von  den  x  freies  Glied  vorkommt.    Denn  wenn  ein  konstantes 
Glied  G  in  dem  Werte  von  T^  aufträte,  so  könnte  man 

Cf(a;  +  a;'+a;"+a;'"+a;^) 
für  dieses  Glied  setzen,  da  die  Summe  der  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  gleich  1,  dem  EoefQcienten  des  zweiten  Gliedes,  ist. 
Da  man  nun  T  die  Form 

T  =  72(a?'-f  72a?"  +  Wx'^  B^^x^""  +  72*a;) 
geben  kann,   so  ist  ersichtlich,   dafs  das  Quadrat  dieses  Polynoms 
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gleich  ist  R^  multipliciert  mit  dem,  was  aus  dem  vorstehenden  Werte 
von  T^  wird,  wenn  man  die  Buchstaben  x,  x,  x\  x'\  3^^  um  eine 
Stelle  vorrücken  läfst  und  dabei  annimmt,  dafs  der  erste  auf  den 
letzten  folge.    Es  ist  daher  auch: 

T^  =  W{ax  +  ßx'+  Yx"'+  dx^  +  sx). 

Vergleicht  man  diesen  zweiten  Ausdruck  mit  dem  ersten,  so  er- 
giebt  sich: 

und  daher: 

T2  =  a(x  +  R^x  +  R'x'+  R^x"+  JRf'x^). 

Hierdurch  wird  bewiesen,  dafs  die  mit  M  bezeichnete  Gröfse  dasselbe 
ist  wie  tty  und  dafs  sie  somit  eine  Funktion  von  R  allein  ist.  Es 
handelt  sich  jetzt  darum,  den  Wert  dieser  Gröfse  zu  bestimmen; 
zuvor  müssen  wir  jedoch  zeigen,  wie  man  die  Quadrate  der  Wurzeln 
und  die  Produkte  von  je  zweien  derselben  unter  linearer  Form  dar- 
stellen kann. 

67. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  beiden  Gleichungen 

,        X  —  w               //        x' — n  x{l  —  n)  —  2n 

X  =s   „— i —  ,  X — 


1  +  x^  1  +  x'  l—n  +  2x 

wieder   auf,   so  erhält  man   daraus  unmittelbar  die  linearen   Werte 
der  Produkte  von  zwei  Wurzeln,  wie  folgt: 

XX     =a;    — X    — n,        xx     = — r — {x    —  x  )   — n 


x"x'    =x    —  x"  -  n, 

(12) 

x"'x"  ==  x"  -  x'"  -  n, 

3^^x"'=.  x"  -  a^v-  «, 

X3^  =  a;^^  —  X    —  n, 

a;V"  =  ^^  («'  —  x")   -  n 


rc  rc  «=s  — 2 —  \x    —  X)     —  n 

Q^x  =  — Y^"  (^—  x)    —  ». 

Indessen  ist  es,  wie  wir  schon  bemerkt  haben,  zweckmäfsig,  das  Glied 

—  n  in  diesen  Formeln  zu  ersetzen  durch  den  ihm  gleichen  Ausdruck 

—  n{x  +  ic'+  a:"+  ^'"+  a^). 

Nehmen  wir  an,  dafs  wir  in  ähnlicher  Weise  als  linearen  Aus- 
druck von  ic*  die  Formel  a^  =  aa;  +  *^'  +  ^^'  +  dx" '\'  ex^^  ge- 
funden hätten^  aus  welcher  sich  die  fünf  Ausdrücke  ergeben: 
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y?    =  aa?    +  hx    +  ex    -f"  d^"  +  ^^^^ 
x^    zs=  ax'    +  hx'  +  ex"  +  do(^^ -{-  ex 
(13)  x^  =  ax'  +  6a;'"  +  ex^^+  dx    +  ea;' 

a:'"*  =  ax"  +  6a;^^+  ca;    +  dx    +  ca;" 
iprvr«,^  ^^v ^jjx    -\-  ex'    -\-  dx"  +  ex"^ 

80  ist  es  leicht,  den  Koefficienten  M  mit  Hülfe  der  GleichuDg 

zu  finden;  denn  es  ist  M  nichts  anderes  als  der  Koefticient  von  x  in 
dem  auf  die  lineare  Form  reducierten  und  von  dem  konstanten  Gliede 
befreiten  Werte  von  T^. 

Nun  kommt  aber  in  dem  Ausdrucke  von  T*  zunächst  der  Teil 

s?  +  B^x^  +  I^x'  +  B'^x"'  +  B^x^^ 

vor.  Setzt  man  in  diesen  die  entwickelten  Werte  der  Quadrate  eiU; 
so  erhält  man  als  Koefficient  von  x  die  Reihe: 

a  +  cJP  +  dB*  +  cK«  +  6m 

Sodann  giebt  der  Teil,  welcher  die  doppelten  Produkte  der  Glieder 
enthält,  in  M  die  folgenden  Glieder,  wobei  wir  vorläufig  den  Koef- 
ficienten von  X  in  dem  entwickelten  Werte  des  Produkts  x^^x^^^  mit 
{xfj*)x^^))  bezeichnet  haben: 

2B  {xx)       +2B?  ixx)   +  2  JJ»  {xx")  +  2IJ*  {xixP') 
+  2B»  {xx)    +  2JB*  ixx")  +  2iJ^  {xs^) 
+  2B^  (a;"a;'")  +  2iJ«  {x"a^^) 
+  2B'{x"3r). 

Setzt  man  für  jedes  Symbol  {xf^^0:^*^)  seinen  unter  (13)  ange- 
gebenen Wert  ein  und  vereinigt  dann  diesen  zweiten  Teil  mit  dem 
bereits  gefundenen,  so  erhält  man: 

3f  =     a  +  eB^  +  dB!^  +  cB«  +  QB? 

—  n  (2B  +  2B^  4-  42?^  +  4ii*  +  AB^  +  2B«  +  2B^ 

+  2i2  -  2iJ*  +  ~~^—  (2i?  -  2B»). 

Um  diese  Grofse  zu  vereinfachen,  bemerke  ich,  dafs  man,  da  B 
imaginär  ist,  an  Stelle  von  B  eine  der  Wurzeln  ü,  2Z*,  ü',  B\  aber 
nicht  B^j  welches  gleich  1  ist,  setzen  kann.  Ferner  kann  man  immer 
0  =  1  +  iJ  +  ü*  +  jR*  +  iJ*  setzen,  wodurch  sich  der  Koefficient 
vou  —  n  auf  Null  reduciert.     Man  hat  daher  einfacher: 
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Jtf  =  a  +  ei?  +  (iiJ*  +  ci2«  +  &i? 

Es  reduciert  sich  somit  alles  darauf,  den  linearen  Wert  von  x^  za 
finden,  aus  dem  man  die  Werte  der  Koefficienten  a,  b,  Cy  d,  e  erhält. 

68. 
Es  ist: 

n  +  l 


1  - 


~  l  +  x  l+x  ' 

Um  diesen  Wert  in  eine  ganze  Funktion  von  x  zu  verwandeln,  muDs 
man  die  gegebene  Gleichung 

0  =  Ax^-Aa^  —  5(Ä  +  l)x^  +  {Ä  +  l)x^  +  25a;  -  1 
durch  x-^l  dividieren.     Als  Quotient  ergiebt  sich: 
0  =  ^(0:*- 2ic«)  -  (34  +  5)a;«+ (4^  +  6>  + 19  -  4^ +  ^^4^^- 
Das  letzte  Glied  dieser  neuen  Gleichung  ist: 

(l-:c')  =  8(2  +  }/5)(l— a;')  =  (24-2)(l— x). 


44  —  20  44  —  20 


x+l  n+l 

Man   erhält   daher,   weqn  man  alles   durch  Ä   dividiert  und  für  A 
seinen  Wert  9  +  4)/5  einsetzt: 

0  =  a;*  -  2ar^  -  (48  -  20 y5)x*  +  (58-24  V5)a; 

+  151  -68}/5-8(>^5-2)a;'. 
Ferner  ist: 

1   /»•  ' 


1  —X  '         1  — Ä 

Dividiert  man  die  gegebene  Gleichung  durch  x  —  l,  so  ergiebt  sich: 
0  =  Ac^  —  6{A+l)x^-^4{A+l)x  +  21-4:A  +  ^~^-' 
Setzt  man  an  Stelle  des  letzten  Gliedes  seinen  Wert 

und  dividiert  man  alles  durch  A,  so  erhält  man: 

0  =  a;*  -  (50  —  20  j/ö)»«  —  (20  —  16  Yöjx  +  169  -  76  ^5 

+  8()/5-2)a^. 
Eine  dritte  Gleichung  entspringt  aus  dem  Werte: 

„ X  —n         1— n  \     2     / 
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Man  erhält  auf  diese  Weise  die  folgenden  drei  Resultate: 

0  =  »*  -  2ar'  —  (48  —  20  j/ö)«»  +  (58  —  24  y5)x 

+  151  -  68  1/5  —  8  (V'5  -  2)x' 
0  =  a;*  -  (50  —  20  1/5)«*  -  (40  -  16  V5)x-\- 169-761/5 

+  8  (>/5  —  2)a;iT 
0  =  ic*  —  (1/5- ly -(43  — 17 y'5)a^+(73V^— 16l)a; 

4-  71  >/5  —  158  +  8  (9  —  4  l/ö)«". 
Aus  diesen  Gleichungen  haben  wir  nur  noch  die  Glieder  a^  und  a^ 
zu  eliminieren;  dadurch  erhalten  wir  den  Wert  von  a?  in  linearer 
Form  und  zwar  ist: 

a-»  =  22  -  9  1/5  +  (1/5- 1) («  +  x)  +  (2y5-^)x"—(B—yB)x^. 
Sodann  mufs   man  fQr  das  konstante  Glied  22  —  9  l/5    den    Wert 
(22  —  9 1/5)  (a;  +  »'  -f-  a;"  +  x'"  +  *"^)  setzen,  wodurch  sich  ergiebt: 
a;«=  (21  —  8  yö)(x  +  x)  +  (18  —  7  yö)x"  +  (22  -  9  yb)x" 

+  (l9-8l/5)a:^. 
Wendet  man  diese  Gleichung  der  Reihe  nach  auf  die  Quadrate  x'*, 
«"*,  x"'\  «^^*  an,  und  bildet  man  die  Summe  von  allen,  so  wird: 

Zx*  =  (101  -  40  1/5)  Zx  =  101  —  401/5. 
In  der  That  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  0  =  x^  —  «*  —  5(1  +  -j-j »'  —  •  •  gleich: 

1  +  — ^^ti)  ==  11  +  10  (9  -  4 1/5)  =- 101  -  40 1/5 . 

69. 
Da  der  Wert  von  a^  bekannt  ist,  so  erhält  mau  die  Werte  der 
EoefScienten: 

a-=21  — 8^5  . 

6  =  21  —  8 1/5 
c  ==  18  —  7  1/5 
d— 22-91/5 

c  =  19  —  8  1/5, 
und  diese  geben  in  den  Wert  von  M  substituiert: 

(15)    M=  (y6—l)R—i6-2y5)l?-(2y6—4)B^-(l+y5)R*. 
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Diese  Formel  liefert  nicht  allein  den  Wert  der  Funktion  M^  sondern 
auch  die  Werte  der  Funktionen  M',  M'\  Jf"',  welche  aus  M  ent- 
stehen, wenn  man  nach  einander  i?,  ü*,  ii*  an  die  Stelle  von  R  setzt. 
Ist  jetzt  Jf  =  r  (cos  %-  +  ]/—  1  sin  %) ,  und  substituiert  man 
diesen  Wert  sowie  den  Wert  von  B.  =  cos  ft  +  ]/ —  1  sin  ft  in  die 
Gleichung  (15),  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  r  und  ^  die 
beiden  Gleichungen: 

r  cosd  =.      (]/5  —  l)  cos  fA  —  (6  —  2  j/ö)  cos  2f*  —  (2)/5  —4)  cos  3  ft 

--(l  +  l/5)cos4ft 
«=  —  2cos|Li  —  2 cos  2f*  =  1, 

rsin^=      (]/5— l)sinfA  —  (6  —  2)/5)Bin2|!*  —  (2)/5— 4)8in  3f* 

—  (1+1/5)  sin  4/[i 
=      2  ^5  sin  (i  +  (4]/5  —  10)  sin  2  fi. 
Hieraus  folgt: 

r*  =  126  -<  50  )/5  =  14, 19660 1 1250 10515 18 

5  15  3 

COS  ^  =  y ,  tang^  «  5^(1/5  -~2)2  =  5*~  (2  cos^)« 

log  r  =0,5760921901 7251 

log  cos  ^  =  9,423^  78098  2749 

log  tang  a«  =  0,56023 104504510 

log  sin  ^  =  9,9841388548  7259 

^  =  74^  36' 32",  4990766973. 
Setzt   man  in   dem  Werte   von  M  R^  für  JB  oder  2fi   für  fe,   so 
erhält    man    den    Wert    von    M'  =  r'  (cos  ^'  +  )/ —  1  sin-ö*'),    und 
daraus  folgt: 

/  cos  ^'  =  (l/5  — l)  cos  2fA  —  (6  —  2]/5)  cos4fi  —  (2|/5  — 4)co86^ 

—  (l  +  l/5)co8  8ft 
=  —  2cosf*  —  2cos  2ft  =  1, 

/  sin  %'  =  (]/5-  l)  sin  2fi  —  (6  -  2|/5)  sin  4fi  —  (2]/5  — 4)  sin  6f* 

-(1  +  ^5)  sinSft 

==2yb  sin  2fi  +  (10  —  4  VI)  sin|ü. 

Da  der  Wert  von  r  sin  O*'  derselbe  ist  wie  der  von  r  sin  d-  und  auch 
/  cos  O"'  gleich  r  cos  d'  ist,  so  ergiebt  sich  daraus  r  =r  und  d'  =  d", 
mithin  M  =  Jlf. 
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Setzt  man  noch  R^  für  R  oder  3(i  tfir  ^i,  so  verwandelt  sich  M 
in  M"  und,  wenn  M''  =  r"  (cos  fi"  +  |^--l  sin  d"")  ist,  so  erhält  man: 
r"cos^"  =  (Yö  -  1)  cos3^—  (6— 2^5)  cos6f*—  (21/5-4)  cos9f* 

-(1  +}/5)  cosl2fA 
=  —  2  cos  2fA  —  2  cosjLt  =  1, 
r"  sina-"  =()/5  — l)siu3fi  —  (6-2V'5)8in6|!*  -  (2)/5-4)  sin  9f* 

-(1  +  ^5)  sin  12/* 
=  (4  yh  —  10)  sin f*  —  2  |/5  sin  2f* 
=  —  /  sin  '^'  ==»  —  r  sin  d*. 

Mithin  ist  r"  =  r,  O"  =  —  0-,  also  Jf"  =  r  (cos  -^  —  >^^^^  sin  d) 
und  daher: 

Setzt  man  endlich  R^  für  jß  oder  4|L(  für  (i,  so  erhält  man  den  Wert 
von  M'"=  r  "  (cos  ^'"  +  >^^~i  sin  ^"0  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 
/"  cos  ^'"  =  (}/5- 1)  co84^—  (6-2  ^^5)  cosSft  — (21/5  -4)cos  12 f* 

—  (1  +  1/5)  cos  16fi 
=  — 2cos|Li  —  2cos  2(1  =  1, 

r"  sin  ^'"=(l/5-l)sin4^  — (6-21/5)  sin8f*-(2}/5-4)sin  12 /* 

—  (1  +  1^5)  sin  16  ft 
=  (10- 41/5)  sin  2fA- 21/5  sinf* 

==  —  r  sin  O-. 
Mithin  ist:  r "  =  r  und  ^'"  =  —  ^,  folglich 

J»f '"  «  Jtf"  =  r  (cos  0-  —  Y^l  sin  -0-) 
und: 

70. 

Wir  müssen  jetzt  zur  Bestimmung  der  Funktionen  T  gehen. 
Nun  ergiebt  die  Gleichung  T^  =  MT\  wenn  man  sie  mit  den  drei 
andern  aus  ihr  entstehenden  zusammenstellt,  die  Reihe  von  Glei- 
chungen: 

(16)    T^=Mr,  r^^M'r",  t'^^m^'t,  r"^=M"'r\ 

und  aus  diesen  ergeben  sich  die  Werte  der  Grofsen  T',  T",  jT"  als 
Funktionen  von  T,  nämlich: 


^T^^r 
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M  ^ 

~  M'  ~  M^M' 

2»/"j 

J.S                                             J^'i                                 2^5 

3f'" 

—    M*M*M'"  '         —  Jf "  '^   M^M'*M'"*M" 
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Die  letzte  Gleichung  giebt: 

T«  =  M<'M'*M"'*M"  =  y«Jlf » 
oder  einfacher: 

r»  =  r*Jlf  =  r*  (co8  3*  +  Y^^  sin  3«'). 

Ist  daher  — —  ^»  cd,  so  hat  man: 

ö  ' 

T^^r  (cos  d  +  y— 1  sin  o).  - 

Man  sieht  daher ;  dafs  die  Funktionen  3f  und  Tj  sowie  die 
aus  ihnen  abgeleiteten  Funktionen  denselben  Modul  r  haben,  was 
eine  sehr  bemerkenswerte  Eigenschaft  isi    Im  besonderen  hat  man: 

T    =  r  (cos  CD  +  V—  I  siii  ß^) 
r   =r  [cos(2aj  —  a-)  +  ]/^  sin(2o— 9-)] 
r'  — r  [cos(3aj  — 2^)  +  )/=^sin(3o  — 2a-)] 
r"  =  r  [cos  (4©  -  Sa-)  +  )/=^  sin(4ö— 3d)]. 
Aus  diesen  Werten  folgen  die  beiden  Gleichungen: 

(17)  rr"  =  r*,  rr^f^, 

welche  den  für  die  Funktionen  M  gefundenen 
MM!"  —  r^  =  M'M" 
analog  sind. 

71. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  den  Wert  irgend  einer  Wurzel  x 
zu  ermitteln.  Dazu  mufs  man  die  Summe  der  fünf  Gleichungen 
bilden: 

1      =x+     X     ^      x+       x"   +      Q^^ 
T    ^x  +  Bx    +-BV'+i2V"  +i2*a^ 
r  ^x-^rB^x  -^B^x"  +  B^x"  -^B^o^ 
r'  =x  +  B'x  +  R'x"  +  B^x"  +  Ä'V^ 
r"  ^x+  B'x'  +  B^x"  +  B'^x'"  +  -R^«a;^. 
Aus  den  bekannten  Eigenschaften  der  Funktion  72  folgt: 
5x  ==  1  +  T+  r  +  T"  -f  r". 
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Nun  geben  aber  die  gefundenen  Werte: 
T  +  r"=2rcosa} 

r+  T  =2rcos(2aj  — •^); 
mithin : 

a;  =  -r-  -| — r-  (cos  Gi  +  cos  (2  a)  —  -ö-)) . 

Nach  einem  ersten  Versuche,  den  man  mit  den  Näherungswerten 
von  r  und  %•  anstellt ^  findet  man,  dafs  diese  Formel  die  gröfste 
positive  Wurzel  x'"  ausdrückt,  und  setzt  man  o  -^  fi  an  die  Stelle 
von  /*,  so  stellt  dieselbe  Formel  die  gröfste  negative  Wurzel  x'  dar. 
Es  werden  daher  die  fünf  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  folgen- 
dermafsen  dargestellt: 

^  +  -^  ^08  o  +  cos  (2  o  —  a-)] 


6 

2r 


i-+  5 


[cos  (cö  +  |Lt)  +  COS  (2  o  +  2ft  —  '9')] 


X     =1  + -^[cos(a)  +  2ft)  +  cos(2o  +  4f*  — O)] 
^     =\  +-^[cos(c)  +  3/t)  +  cos(2o  +  6/t  — -a)! 

a;^  =  y  + -^  [cos  (©  +  4^) -f  cos  (2©  +  8ft  —  a-)]. 

Um  nun  die  numerischen  Werte  dieser  Wurzeln  zu  berechnen,  ent- 
nehmen wir  aus  den  vorstehenden  Resultaten  die  dazu  erforderlichen 
bekannten  Grofsen,  nämlich: 


cos-O-s 


r  =  (l26-50}/5)* 
JL 

r 
tg«0  =  25  1/5  (1/5—2) 

=  5«(2cosft)« 
=  25n 


logr=    0,57609219017251 

log  cos  ^  =    9, 42390  78098  2749 

log  tang  -^  =    0, 56023 10450  4510 


2©  — a- 


log  sin  a- 

a- 
1. 

5 
3 


9,98413885487259 
74«  36' 32",  49907  66970 

^  =  14«  55'  18"  49981 53394 


(Ö 


^  =  44«  45' 55"  49944  60182. 


t^  ■  \." 
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72. 

Mit  diesen  gegebenen  Werten  wollen  wir   die  Berechnung  der 
Wurzel  X  durchführen.     Setzt  man  zur  Abkürzung: 

a  =  (i-~»  =  3^4'41",5001846606 
und  beachtet  man,  dafs  ^ 

co8(fi)  +  3ft)  +  cos  (2  CO  +  6f*  —  '9')  =  sina  —  sin  3a  = — 2sinaco8  2a 
ist,  so  lautet  die  zu  berechnende  Formel: 

1  4r8inaco8  2a 

*=T 6— 

Da  nun  a  ein  ziemlich  kleiner  Winkel  ist,  so  ist  es  zweckmäßig, 
die  Formel  anzuwenden: 

log  sina  =  loga  —  pa^  —  jp'a*  —  jp"a®  —  •  •  -, 
in  welcher 

logp  =  8,8596330609 17 ,     logp  =  7,38251 18052 
log|>"==  6,18523125 
ist.     Man  findet: 


log  sin«  =  8,729964484800033 


Und  da 

log  cos2a  =  log(l  -  2sin^a)  =  -  mjp(l  +  f  +  f  +..•) 

ist,  wenn  man  jp  «»  2sin^a  und  ms=  9,6377843113  setzt,  so  wird: 

log  cos  2a  =  -  0,00251187839441. 
Somit: 

log  (4r  sina  cos 2a)  =  9,90560478790609 

4r  sina  cos 2a  =  0,80464587255856 
und  schliefslich: 

a;  =  0,03907082548829. 

Aus  diesem  Werte  von  x  findet  man  die  Werte  der  vier  andern 
Wurzeln  mit  Hülfe  der  unserer  Aufgabe  entsprechenden  algebraischen 
Formeln,  nämlich: 

x'    =    ^7*"   =  —  0,47041 37653  7777 


X       = 


l+X 


'—1,88501464939000 
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=  2,72637147425017 


X' 


.IV 


X  — n 


^_^**-  =  0,58998611502954, 


und  in  ähnlicher  Weise  würde  man  ans  dem  Wert  von  a^  den  von 
X  finden  mittelst  der  Formel: 

X  =»  — — ^  =  0,03907082548829. 

Dies  ist  derselbe  Wert,  den  wir  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt 
haben.  Wenn  man  jedoch  die  fünf  Wurzeln  addiert,  so  findet  man, 
dafs  ihre  Summe  um  23  Einheiten  der  vierzehnten  Decimale  gröfser 
als  1  ist.  Dieser  Überschufs  kann  leicht  hervorgebracht  werden 
durch  die  Fehler  der  von  uns  benutzten  vierzehnstelligen  Tafeln, 
Fehler^  welche  bei  den  aus  fünfzehn  geltenden  Ziffern  bestehenden 
Werten  von  x"  und  x'"  auf  die  dreizehnte  Decimale  Einflufs  haben. 
Es  ist  aber  leicht,  den  Überschufs  zu  beseitigen,  wenn  man  an  dem 
Werte,  den  wir  x  gegeben  haben,  eine  kleine  Korrektur  anbringt. 
Ist  dieser  verbesserte  Wert  x  -|-  dx^  so  findet  man  mit  Hülfe  des 
zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Wurzeln  bestehenden  Gesetzes 
leicht  die  Korrektionen,  welche  bei  den  andern  Wurzeln  vorzunehmen 
sind.     Diese  Korrektionen  sind: 


dx 


dx 


(i  +  xr 


dx 


da;  (1,1415) 
-~^dx'  =rfa;  (7,7105) 


dx'''  = 


dx^ 


{i+xy 

l  +  n 


dx' 


dx'* 


dx  (15,0362) 
=  dx  (1,6544). 


Daraus  folgt: 

dx  +  dx  +  dx"  +  dx"  +  dx^^dx  (26,5426). 

Um   daher   den   Fehler  +  23   in   der  Summe   der  x  zu    beseitigen, 
mufs  man 

drc  (26,5426)  =  -23 

setzen,  wodurch  sich  ergiebt: 

da;    =—    0,8665,    dx     =  —  0,9891,    rfa;"  =  — 6,6814 

dx'"  =  -  13,0293 ,    f/o^v  _  _  1^4336  ^ 


Legendre,  Zahlentheorie  II. 
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oder  wenn  man  sich  auf  die  Ganzen  beschrankt: 
da;=~l,    da;'=-l,    rfa;"=-7,    da:'"=  -  13,    rfa^^^  _  i^ 
Man  erhält  also  schliefslich : 

X    =       0,03907082548828 

x'    =--0,47041376537778 

x'  =  —  1,88501464939007 

x''  =       2,72637147425004 

a^v=       0,58998611502953. 
Die  Summe  dieser  Werte  ist  gleich  1. 

73. 

Tn  der  soeben  entwickelten  Theorie  haben  wir  eine  sehr  einfache 
Formel  zur  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  irgend  eine  aus 
der  Reihe  der  Wurzeln  aus  der  vorhergehenden  entstehen  soll,  gewählt. 
Wir  nehmen  jetzt  an,  dafs,  wenn  die  Gleichung 

0  =  ic«  —  (l)a;"-i  +  (2)rc»-«  '■ 

deren  Grad  n  eine  Primzahl  ist,  gegeben  ist,  die  Wurzeln  eine 
Reihe  a?,  Xy  x\,.x^'*~^^  bilden,  bei  welcher  jedes  Glied  eine 
beliebige  rationale  Funktion  des  vorhergehenden  ist,  so  dafs 
man  hat: 

a;'  =  9(ic);    a:"  =  <p(a;'),    a;"'  =  9(a;"),  •  •  •  a^^— i)  =  <p(a;(— «>) 

und  femer  x^=q>{a^^'-^^\  damit  die  Reihe  eine  in  sich  zurückkehrende 
sei,  und  man  jedes  Glied  als  erstes  nehmen  könne. 

Die  Funktion  q>{x)  kann,  selbst  wenn  sie  gebrochen  wäre,  stets 
auf  eine  ganze  Funktion  d.  h.  auf  ein  Polynom  in  x,  welches  den 
n — 1****  Grad  nicht  übersteigt,  zurückgeführt  werden,  da  man  mit 
Hülfe  der  gegebenen  Gleichung  x^  und  die  noch  höheren  Potenzen 
von  X  eliminieren  kann.     Man  kann  also 

X  =A  +  Bx  +  Cix?'\ h  Xrr"-i 

setzen,  wo  A,  B,  C,. . ,  L  bekannte  Koefficienten  sind.     Substituiert 
man  diesen  Wert  an  Stelle  von  x  in  die   gegebene  Gleichung,  so 
ergeben  sich  n  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Koefficienten  in 
dem  Werte  von  x  und  den  Koefficienten  der  gegebenen  Gleichung. 
Setzt  man  in  dem  Werte  von  x:x    fflr  x^  so  erhält  man  den 
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Wert  von  x'  ausgedrückt  als  Funktion  von  x.  Darauf  kann  man 
aber  wieder  für  x  seinen  Wert  in  x  setzen,  wodurch  sich  der  Aus- 
druck von  x'  in  eine  ganze  Funktion  von  x  verwandelt,  aus  der  man 
die  Potenz*  von  a;"  und  die  höheren  Potenzen  eliminieren  kann,  so 
dafs  die  Wurzel  x'  ebenfalls  durch  ein  Polynom  in  x  vom  Grade 
n  —  1  ausgedrückt  wird.  Dasselbe  gilt  von  den  andern  Wurzeln,  so 
so  dafs  man  also  die  folgenden  n  —  1  Gleichungen,  welche  die 
Wurzeln  x^  x\  , .  ,x^^^^^  als  Funktionen  der  ersten  x  bestimmen, 
bilden  kann: 

X        =A       +Bx       -i-Cx^       +Da^       H 1- Za;"-^ 

x'      ^Ä      +J8'rc      +CV      +DV      H [- r^r—^ 

x''    =Ä'    +B''x    +CV    +2yv    +  .•+rv-^ 


Umgekehrt  kann  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Werte  von  x,  x^, 
a:3^.../pn— 1^  als  lineare  Funktionen  der  Wurzeln  x\  x'\  . . ,  x^^*^^^  aus- 
gedrückt, erhalten.  Den  Wert  von  x  braucht  man  nicht  erst  zu 
suchen,  da  derselbe,  wie  man  aus  der  gegebenen  Gleichung  weifs, 

gleich   (1)  —  x'  —  x'  —  x" —  rr<«— ^>  sein  mufs.    Jedoch  ist  es 

besonders  wichtig,  den  Wert  von  rc*  zu  kennen,  den  wir  uns  auf  die 
Form  gebracht  denken: 

x^  =  ax  +  hx  +  ex'  +  dx"  H h  la^^-^\ 

Ein  konstantes  Glied  kommt  hierin  nicht  vor;  denn  wenn  ein'  Glied 
wie  (P  darin  aufträte,  so  könnte  man  dafür 

-^{x  +  x  +  x"  +  o;'"  H 1-^"~'0 

setzen.  Man  sieht  nun  leicht,  dafs  sich  die  Produkte  von  je  zwei 
Wurzeln  xx\  xx\  xx\...  und  allgemein  die  Produkte  von  meh- 
reren Wurzeln  und  ihrer  Potenzen  linear  durch  die  einfachen  Wurzeln 
ausdrücken  lassen,  wie  wir  dies  soeben  für  x^  gethan  haben.  Femer 
ist  klar,  dafs  der  bekannte  Wert  von  x^  die  Werte  der  andern 
Quadrate  x\  x'%  a?'"*, . . .  giebt,  wenn  man  nach  und  nach  die  in 
dem  Ausdruck  des  vorerwähnten  Quadrates  enthaltenen  Glieder,  um 
eine  Stelle  vorrücken  läfst.  Dasselbe  kann  man  ausführen  in  dem 
Werte  von  xx,  wodurch  man  die  Werte  von  xx",  x'x'y  x^'o^y . .  • 
erhält  und  analog  bei  den  andern  Produkten. 
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74. 


Ohne  auf  weitere  Einzelheiten  einzugehen,  sieht  man,  dafs,  -w^enn 
man  mit  R  eine  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  U*  —  1  =  0  be- 
zeichnet und  den  Funktionen  T  und  M  und  den  aus  ihnen  abgelei- 
teten T',  JlT,  T"y  Jf",...  dieselben  Bedeutungen  beilegt,  die  wir  in  allen 
unsern  Untersuchungen  festgehalten  haben,  zunächst  die  .Gleichung 
T^  e=  MT'  stattfindet,  aus  der  dann  mehrere  andere  analoge  Glei- 
chungen wie  z.  B.  r^^MT",  r'«  =  M'T,  u.  s.  w.  hervorgehen, 
ferner  dafs  der  Wert  von  M  durch  eine  Funktion  von  R  allein  dar- 
gestellt wird,  aus  welcher  wiederum  die  Werte  von  M\  Jtf",  u.  s.  w. 
entstehen.     Ist  allgemein 

M  =r  (cosa*  +  )/—  1  sin  d), 

M  =  r  (cos  '^'  +  )/-'  1  sin  ^') , 

•     Jf "  =  r"  (cos  O"  +  V^T  sin  ^") 

u.  s.  w.,  Werte,  die  sämtlich  durch  eine  und  dieselbe  Formel  bekannt 
sind,  so  erhält  man  daraus  die  sämtlichen  Werte  von  T,  T',  T", .... 
die  allgemein  durch  T^*^  =  (>^*)(cosc}^*^  +  y — 1  sino^*))  bezeichnet 
werden.  Man  erhält  daraus  im  besonderen  die  Moduln  q  aus  den 
Moduln  r  mittelst  der  Gleichungen  Q^s=rQ\  Q^  =  ^'q''\  Q"^  =  r'p^' 
u.  8.  w.,  und  wenn  der  Fall  eintritt,  dafs  alle  Moduln  r,  r ,  r ', . . . 
einander  gleich  sind,  so  ist  auch  (>  =  ()'=:()"  =  p'"  s=s . ..  =  r.  Kennt 
man  endlich  alle  Werte  von  T,  so  erhält  man  irgend  eine  Wurzel 
X  der  'gegebenen  Gleichung  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Formel: 

(1)  +  2^  cos  a>  +  2p'  008 Ol'  +  2 9"  cos  o"  -t--;- 

n 

75. 

Wir  wollen  diese  Untersuchungen  nicht  weiter  auf  die  Fälle 
ausdehnen,  in  denen  man  eine  gegebene  Gleichuug  algebraisch  auf- 
zulösen im  Stande  ist  Wir  empfehlen,  über  diesen  Gegenstand 
die  ausgezeichnete  Abhandlung  von  Abel  in  Crelle's  Journal 
vom  Jahre  1829  No.  8  nachzulesen.  Der  Verfasser  giebt  darin  die 
Grundlinien  au,  nach  denen  man  für  jeden  Grad  verschiedene 
Klassen  von  Gleichungen  bilden  kann,  die  algebraisch  auf- 
lösbar oder  (falls  der  Grad  keine  Primzahl  ist)  in  Gleichungen  von 
niederem  Grade  zerlegbar  sind.    Daraus  folgt,  dafs  die  unter  diesen 
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rnel; 
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Kategorieen  nicht  enthaltenen  Gleichungen  als  unlösbar  betrachtet 
werden  müssen ,  und  dafs  es  somit  für  die  Auflosung  der  den 
vierten  Grad  übersteigenden  Gleichungen  keine  allgemeine 
Formeln  giebt. 

Es  ist  sehr  zu  beklagen^  dafs  Abel,  welcher  den  Wissenschaften, 
die  er  bereits  durch  mehrere  schone  Entdeckungen  bereichert  hatte, 
vorzeitig  entrissen  wurde,  nicht  die  Zeit  gehabt  hat,  um  seine  Ge- 
danken über  die  Theorie,  deren  Grundstein  er  gelegt,  vollständig 
entwickeln  zu  können;  jedoch  ist  zu  hoffen,  dafs  weitere  Arbeiten 
der  Mathematiker'  die  von  Abel  vorher  verkündeten  Resultate  be- 
stätigen werden,  und  dafs  man  zu  der  wirklichen  Auflösung  der 
algebraischen  Gleichungen  in  allen  Fällen,  wo  sie  möglich  ist,  ge- 
langen wird. 

Man  darf  auch  glauben,  dafs  eine  tiefere  Untersuchung  dieses 
Gegenstandes  z^  dem  Schlüsse  führen  wird,  dafs  die  Anzahl  der  alge- 
braisch auflösbaren  oder  zerlegbaren  Gleichungen  für  jeden  Grad 
unendlich  klein  ist  im  Verhältnis  zu  der  Anzahl  der  Gleichungen, 
welche  nicht  algebraisch  auflösbar  oder  in  Gleichungen  niederen 
Grades  zerlegbar  sind. 
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